Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


BIBLIOGRAPHIC  RECORD  TARGET 

Graduate  Library 
University  of  Michigan 

Preservation  Office 

Storage  Number: 


AAT0144 

ULFMTBRTaBLmT/C    DT  07/15/88  R/DT  04/13/89  CC   STATmmE/Ll 

010:  :  |a     220223U5 

035/1:  :  |  a  (RLIN)MIUG84^B54594 

035/2:  :  j  a  (CaOTULAS)160188561 

040:  :  |cMnU  ]  d  MnU  |diMiU 

050/1:0:  |aQA3  (b.K? 

100:1 :  I  a  Klein,  Felix,  |  d  1849-1925. 

245:00:  |  a  Gesammelte  madiematische  Abhandlungei\ ...  |  c  hrsg.  von  R.  Fricke 
und  A.  Ostrowski  (von  F.  Klein  mit  ergänzenden  Zusätzen  versehen) 

260:  :  |a Berlin,  [b J.Springer  |cl921-23. 

300/1:  :  |  a  3  v.  |  b  front,  (port.)  diagrs.  |  c  25  cm. 

500/1:  :  |  a  "Herrn  geheimen  regierungsrat  Dr.  Phil,  et  ing.  Felix  Klein, 
ordentlichem  professor  der  Mathematilc  an  der  Georg  August  Universität 
Göttingen,  zum  10  Dezember  1918  dem  Tage  seines  goldenen  Doktorjubiläums."— 
Dedication. 

500/2:  :  |  a  V.  2:  Hrsg.  von  R.  Fricl«  un  dH.  Vermeil ...  1922;  v.  3:  Hrsg. 
von  R.  Fricl<e,  H.  Vermeil  und  E.  Bessel-Hagen  ...  1923. 


650/1:  0: 

700/1:1 

700/2:1 


ja  Mathematics. 

1  a  Fricke,  Robert,  |  d  1861-1930.  |  e  ed. 

jaOstrowsld,  A.  M.  |  q  (Alexander  M.),  |dl893-  |e  Joint  ed. 


Scanned  by  Imagenes  Digitales 
Nogales,  AZ 

On  behalf  of 

Preservation  Division 

The  University  of  Michigan  Libraries 


Dato  work  Began:  _ 
Camera  Operator:  _ 


y  Google 


FELIX  KLEIN 

GESAMMELTE  MATHEMATISCHE 

ABHANDLUNGEN 

ZWEITER  BAND 

ANSCHAULICHE  GEOMETRIE 

SUBSTITÜTIONSGRÜPPEN  UND  GLEICHUNGSTHEORIE 

ZUR  MATHEMATISCHEN  PHYSIK 

HERAUSGEGEBEN 

VOK 

R.  FRICKE  UND  H.  VERHEIL 

(VON  F.  KLEIN  MIT  ERGÄNZENDEN  ZUSÄTZEN  VERSEHEN) 
MIT  185  TEXTFIGUREN 


BERLIN 

VERLAG   VON   JULIUS   SPHINGEE 
1932 


y  Google 


Alle  Rechte,  insbesondere  das  der  UbersolKung  in  fremde  Spraohen 

vorbehalten. 

Copyright  1922  by  Julius  Springer  in  Berlin. 


y  Google 


VORWORT. 

Bei  der  Herausgabe  des  vorliegenden  Bandes  von  Felix  Kleina  ge- 
Bamnielten  mathematischen  Abhandlungen  sind  dieselben  Prinzipien  befolgt 
worden,  die  in  dem  Vorwort  des  ersten  Bandes  als  maßgebend  aufgestellt 
wurden.  Die  Anordnung  der  einzelnen  Abhandlungen  ist  wieder  nach  sach- 
lichen ftesichtspuntten  und  in  den  einzelnen  so  entstehenden  Abschnitten 
chronologisch  erfolgt.  So  umfaßt  der  aweite  Band  drei  ziemlich  lose 
nebeneinanderstehende  Hauptabschnitte.  Der  erste  bringt  die  Abhandlungen 
Kleins  zur  Gestaltenlehre  algebraischer  Gebilde  und  Analysis  Situs,  sowie 
einige  Aufsätze  erkemitnistheoretischen  Inhaltes,  welche  ,die  Bedeutung  der 
Anschauung  für  die  mathematische  Eorschung  beleuchten.  Ira  zweiten 
Abschnitt  sind  die  Arbeiten  über  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen 
und  ihre  Anwendung  auf  die  Lelrre  von  der  Auflösung  algebraischer  Glei- 
chungen vereinigt,  insbesonder'e  die  auf  die  Lehre  von  den  regulären  Körpern 
bezügbehen;  dagegen  sollen  die  Arbeiten  über  unendliche  Gruppen  linearer 
Substitutionen  sowie  diejenigen  über  endliche  Gruppen,  in  denen  diese 
mittels  der  Methoden  der  Funktionenfcheorie  (speziell  der  Lehre  von  den 
elliptischen  Funktionen  und  Modulfunktionen)  aufgestellt  werden,  erst 
im  dritten  Bande  folgen.  Der  dritte  Abschnitt  enthält  Beiträge  zur  mathe- 
matischen Physik,  näniüch  einerseits  Arbeiten  über  Hneare  Differential- 
gleichungen, speziell  Lamesche  Funktionen,  hypergeo metrische  Funktionen 
und  die  sie  betreffenden  Oszillationsfragen  und  andrerseits  Aufsätze  über 
verschiedene  Gegenstände  der  allgemeinen  Mechanik,  Jedoch  muß  gesagt 
werden,  daß  bei  den  Arbeiten  über  lineare  Difierentialgleichungen  die  Ab- 
grenzung gegen  Band  3  sich  nur  künstlich  bewerkstelligen  ließ,  indem  hier 
wesentlich  die  ßealitätsuntersuchungen  gebracht  wurden,  während  die  all- 
gemeinen Fragen  der  Funktionentheorie  noch  nach  Möglichkeit  zurück- 
geschoben wurden,  wodurch  dann  Band  3  einheitlicher  wird. 

S^ur  Vorbereitung  für  den  Wiederabdruck  der  im  vorliegenden  Bande 
vereinigten  Abhandlungen  hat  Klein  wieder  vor  einem  kleinen  Kreise  von 
Zuhörern  Vorträge  über  die  in  Betracht  kommenden  Gebiete  seiner  Pro- 
duktion, sowie  über  die  Beziehung  seiner  Arbeiten  zu  denen  von  Freunden 
und  Schülern  gehalten.  Aus  diesen  Vorträgen  sind  dann  wesentlich  die 
Vorbemerkungen  zu  den  genannten  Abschnitten,  sowie  die  Zusätze  und 
Bemerkungen  au  deJi  einzelnen  Arbeitfln  entstanden.  In  einigen  dieser 
Zusätze  ist  es  Klein  gelungen,  etwelche  der  in  seinen  Abhandlungen  noch 
ungeklärt  gebliebenen  Fragen  weiter  zu  fördern. 
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IV  Vorwort 

An  die  Stelle  von  Ostrowski,  der  als  wissenschaftlicher  Hilfsarbeiter 
an  die  Universität  Ha^mburg  ging,  trat  Vermeil  als  Herausgeber  ein.  In 
zahlreichen  Besprechungen  mit  Klein  hat  Vermeil  die  Drucklegung  der 
einzelnen  Abhandlungen  vorbereitet.  Das  gesarate  Figurenmaterial  wurde 
von  ihm  nachgeprüft,  zahlreiche  Zeichnungen  neu  gezeichnet  und  eine 
größere  Anzahl  von  Figuren  überhaupt  erst  dieser  Gesamtausgabe  eingefügt. 
Einige  ergänzende  Bemerkui^en,  besonders  eine  größere  zur  Gestaltenlehre 
der  Flächen  dritter  Ordnung,  stammen  von  ihm. 

Wir  haben  wieder  mehreren  Faehgenossen  für  die  freundliche  Hilfe,  die 
sie  uns  bei  der  Herausgabe  zuteil  werden  ließen,  zu  danken.  Frl.  E.  Noether 
hat  uns  bei  der  Durchsicht  der  Arbeiten  über  lineare  Gruppen  und  alge- 
braische Gleichungen,  sowie  bei  denen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  ihrem  Rat  wesentlich  unterstützt.  Herr  E.  Bessel-Hagen  hat  ander 
Vorbereitung  zum  Abdruck  der  Arbeit  über  die  Gruppe  mit  168  Substitutionen 
Anteil  genommen.  Vor  allen  Dingen  aber  hat  Herr  A.  Bokowski  sämtliche 
Korrekturen  und  Revisionen  des  Testes  mit  großer  Sorgfalt  gelesen.  — 
Herr  K.  Hensel  war  so  freundlich,  ims  den  Einblick  in  einzelne  noch  un- 
veröffentlichte Teile  des  wisaenechaftlichen  Nachlasses  von  L.  Kronecker  zu 
erlauben.  Die  Firma  Charles  Soiibneis  Sons  in  New-York  gestattete  uns 
freundlichst  den  Wiederabdruck  der  bei  ihr  erachienenen  von  H.  B.  Fine 
ausgearbeiteten  Vorträge;  The  mathematical  Theory  of  the  Top.  Besondere 
haben  wir  wieder  der  Firma  B.  G.  Teubner  dafür  zu  danken,  daß  sie 
einige  ältere  Bände  der  Mathematischen  Annaien  der  Druckerei  als  Vor- 
lage zur  Vei-fügung  gestellt  hat. 

Die  Verlagsfirma  Julius  Springer  hat  trotz  der  immer  schwieriger 
werdenden  wirtschaftlichen  Lage  nicht  nur  diesen  zweiten  Band  hergestellt, 
sondern  auch  die  Herausgabe  des  dritten  (letzten)  Bandes  dieser  Gesamt- 
ausgabe übernommen,  welcher  die  eigentlich  funktionentheoretischen  Arbeiten 
bringen  soll.  Die  Fertigstellung  der  Gresamtausgabe  ist  völlig  sichergestellt, 
da  infolge  Entgegenkommens  der  Verlagsbuchhandlung  bereits  der  größte 
Teil  des  dritten  Bandes  gesetzt  ist.  —  Daß  der  vorliegende  zweite  Band 
nicht  minder  würdig  ausgestattet  ist  als  der  erste,  wird  jeder  Benutzer 
sofort  sehen.  Die  Verlagsfirma  hat  in  der  Tat  allen  unsern  Wünschen 
Lind  Anregungen  in  entgegenkommendster  Weise  entsprochen.  Die  Firma 
Julius  Springer  hat  so  durch  Herausgabe  dieses  zweiten  Bandes  aufs 
neue  bewiesen,  daß  sie  trotz  aller  eich  häufenden  Hemmungen  bemüht  ist, 
das  Ansehen  und  die  Geltung  der  deutschen  Wissenschaft  zu  erhalten  und 
zu  fördern.     Sie  kann  des  Dankes  aller  Mathematiker  gewiß  sein, 

Brauuschweig  und  Göttingen,  im  Juni  1922. 

Die  H<iraiisg('ber. 
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Vor bemerkuii geil  zu  den  Arbeiten  zur 
anschaulichen  Geometrie. 


Untersuchungen  über  die  geetaltJiohen  VerhältniBEe  der  Kurven  und  FIScheii, 
überhaupt  die  im  Räume  gedeuteten  Gebilde  der  Anal3'Bi9,  haben  mich  von  je  besondere 
interessiert.  Den  ersten  Anstoß  zu  einsohfagigeii  Arbeiten  hat  mir  noch  während  meiner 
Bonner  Studienzeit  meine  Assiatententätigkeit  bei  Plücker  gegeben.  Hieran  knüpft 
das  weiterhin  an  erster  Stelle  abgedruckte  Stück  XXXIV  unmittelbar  an.  Plücker 
Belbet  hatte  seine  Modelle  von  Komplesliächen  nach  geeigneter  Annahme  der  in  der 
Gleichung  vorkommenden  Konstanten  nur  erat  empirisch  aus  den  Gleichungen  der 
horizontaleii  Schnitte,  bez.  der  durch  die  J-Acbse  hindurchgehenden  „Meridianschnitte" 
konstruieren  lassen.  Hierbei  hatte  ich  ihm  als  Assistent  zur  Hand  au  gehen  und  habe 
danach  in  dem  aweiten,  von  mir  1869  herausgegebenen  Teil  von  Plückers  „Neuer 
Geometrie  des  Raumes,  gegründet  auf  die  Betrachtung  der  geraden  IJnie  als  Raum- 
element" eine  Übersicht  über  die  zunächst  in  Betracht  kommenden  Flächenarten  ge- 
geben. Im  Gegensatz  dazu  sind  die  hier  unter  XXXIV  besprochenen,  1871  von  mir 
herauBgegebeaen  Zinkmodelle  geometrisch  konstruiert  worden,  indem  ich  die  Ebenen 
benutzte,  welche  die  Flächen  nach  Brstreckung  ganzer  Kegelschnitte  berühren.  Hierbei 
ist  mir,  wie  schon  8.  60  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden  Gesamtausgabe  erwähnt, 
in  hervorragender  Weise  mein  Freund  Wenker  behilflich  gewesen.  Wir  haben  dabei 
insbesondere  auf  das  Modell  der  allgemeinen.  Komplexfläche  eine  ganz  auÖerordent- 
ilehe  Mühe  verwandt,  indem  wir  uns  einen  Fall  aussuchten,  welcher  keinerlei  besondere, 
den  Überblick  und  gleichzeh%  dio  Konstruktion  erleichternde  Symmetrien  besaß. 
Bei  den  anderen  Modellen  ist  dieses  Prinzip,  welciies  sich  weiterhin  als  nicht  zweck- 
mäßig erwies,  bereits  verlassen.  Im  übrigen  ist  auch  ihre  Anfertigung  nur  erst 
Pionierarbeit  gewesen,  d,  h.  ein  erstes  Eindringen  in  ein  noch  recht  unbekanntes  Ge- 
biet. Die  allgemeine  Erfassung  der  für  dieses  maßgebenden  g^taltlichen  Verhältnisse 
hat  sich,  wie  aus  XXXIV  hervorgeht,  nur  erst  allmählich  durchgesetzt,  wobei  mein 
alter  Schüler  Rohn  das  Beste  getan  hat. 

Einen  wesentlichen  Impuls  hatten  meine  hier  in  Betracht  kommenden  Bestrebungen 
auch  dadurch  erhalten,  daß  ich  Pßngsten  1S68,  gelegentlich  der  damaligen  Zusammen- 
kunft von  Mathematikern  auf  der  Bergstraße,  das  spater  vielbesprochene  (auch  noch 
ganz  unsymmetrische,  durch  empirische  Konstruktion  hergestellte)  Modell  Christian 
Wieners  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  reellen  Graden  hatte  kennen  lernen. 
Erst  später  habe  ich  dann  —  1870  in  Paris  durch  Besichtigung  der  Sammlungen  des 
Conservatoire  des  Arts  et  Metiers  und  bald  hernach  durch  Besuch  der  technischen 
Hochschulen  in  Darmstadt  und  Karlsruhe,  —  den  ganzen  Umfang  der  Vorarbeiten 
erfaflt,  welche  die  darstellenden  Geometer  zwecks  anschauhcher  Erfassung  höherer 
Raumgebilde  schon  damals  geleistet  hatten. 

Jedenfalls  stand  bei  mir,  als  ich  mich  1871  in  Göttingen  habilitierte,  bereits  fest, 
daß  ich  auf  diesem  Gebiete  werde  weiter  arbeiten  müssen.  Diese  Absicht  wurde  in 
lebhafter  Weise  von  Clebsch  unterstützt,  der  im  Sommer  1872  selbst  in  gleicher 
Richtung  einsetzte,  indem  er  durch  den  von  Zürich  herübei^ekommenen  Ad.  Weiler, 
der  die  Tradition  von  Fiedler  mitbrachte,  die  zu  einem  reellen  Pentaeder  gehörige 
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Diagonalfläohe  dritter  Ordnung  kon^truipren  lieü,  wplohe  21  reelle  Gerade  in  über- 
sichtlicher Gruppierung  aufweiBt  OlebBch  hat  damale  auch  Rodeaberg  zw  seinen 
von  der  Pentaedergleichung  ausgehenden  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Ge- 
stalten der  Fs  angeregt;  BudenbergB  Güttinger  DiBsertatiuu  ist  freilich  erst  1874 
eTBohienen  and  seine  ab sohLeßende  Arbeit  in  Bd.  14  dei  Math.  Änualen(  1878);  die  18S2 
zur  Veröffenfcliehnng  einer  vollen  Serie  von  Modellen  der  F^  im  Verlage  von  L.  Brill  m 
Darmstadt')  führte,  bereits  durch  meine  eigene»  Untersuehungen  von  1872 — 73  (siehe 
unten  Abh.  XXXV)  beeinflußt.  Mein  Ausgangspunkt  war,  daß  ich  zunächst  die  F,  mit 
vier  reellen  Doppelpunkten  konstruierte  und  aus  ihr  allgemeinereFlächen  durch  kontinuier- 
liche Änderungen  herstellte.  Über  die  Tragweite  dieses  Verfahrens  (s.  u.)  konnte  ich 
mich  noch  in  derselben  Sitzung  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  äußern 
(Aagust  1872),  in  der  Olebsch  das  fertige  Modell  aeiaer  Diagonal  fläche  vorlegte 
(Göttinger  Kaohrichten  1872,  S.  403). 

Über  die  weitere  Entwicklung  und  innere  Verknüpfung  meiner  hierher  geborigen 
Spedaluntersuchuagen  (vgl.  Abh.  XXXV  u,  f.)  wird  weiter  unt«n  noch  einiges  Nähere 
gesagt.  Hier  werde  beiläufig  der  damit  parallellaufenden  organisatorischen  Bestrebungen 
gedacht,  die  damals  von  vielen  Seiten  mit  Eifer  aufgenommen  wurden.  Ich  selbst 
habe  mich  gleich  in  meiner  Erlanger  Antritterede  (Dez,  1872)  für  die  Einrichtung 
einer  mathematiscbeu  Modellsammlung  und  zugehöriger  Zeichensäle  (N.B.  auch  an 
der  Universität)  nachdrücklich  eingesetzt.  Bald  darauf,  Ostern  1873,  konnte  mit  der 
damals  in  Göttingen  abgehaltenen  Mathematikervorsamuilung  bereits  eine  erste  Aus- 
stellung mathematischer  Modelle  verbunden  werden.  Eine  systematische  Ausgestaltung 
nahmen  die  Dinge  insonderheit,  als  ich  von  1875 — 80  an  der  Miinchener  technischen 
Hochschule  mit  A.  Brill,  der  ausDarmstadt  kam,  zusammenwirken  durfte.  Nun  wurde 
ein  eigenes  mathematisches  Laboratorium  eingerichtet,  dessen  Leitung  A.  Brill  über- 
nahm und  ans  dem  eine  große  Zahl  der  im  Verlage  seines  Bruders  L.  Brill  bald  er- 
scheinenden Modelle  hervoi^egangeti  ist.  Als  ich  Herbst  1880  an  die  Universität 
Leipzig  übergesiedelt  war,  habe  ich  dort  diese  Bestrebungen  fortgesetzt,  wobei  W.Dyck, 
der  schon  in  München  mein  Assistent  gewesen  war,  meine  beste  Hilfe  wurde.  Nach- 
dem Byok  1834  als  Nachfolger  von  Brill  an  die  Münchener  Technische  Hochschule 
berufen  war,  hat  dort  die  Entwicklung  gesteigerten  Fortgang  genommen.  Einen  Höhe- 
punkt derselben  bezeichnete  die  wesentlich  durch  ihn  namens  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung zusammengebrachte  Münchener  Ausstellung  von  1893,  über 
deren  reichen  Inhalt  ein  umfangreicher,  von  ihm  zusammengestellter  Katalog  Aus- 
kunft gibt,  dessen  Vertrieb  später  B.  G.  Teubner  übernahm.  Parallel  damit  hat 
auf  der  Weltausstellung  zu  Chicago  eine  ebenfalls  von  Dyok  vorbereitete  Aus- 
stellung deutscher  mathematischer  Modelle  stattgefunden,  die  ich  als  Kommissar  des 
preußischen  Unterrichtsministeriums  zu  erläutern  hatte.  Gegenwärtig  entbehrt  wohl 
keine  deutsche  Hochschule  mehr  einer  bez.  Sammlung.  Auch  bot  die  von  Ä.  Gutzmer 
und  M.  Disteli  gelegentlich  des  ersten  in  Deutschland  abgehaltenen  Internationalen 
Mathematischen  liongresses  1905  in  Heidelberg  veranstaltete  Ausstellung  vieles  Neue, 
Immerhin  muß  man  sagen,  daß  die  ganze  hiermit  gemeinte  Bewegung  unter  dem  Ein- 
fluß der  in  den  Vordergrund  getretenen  mehr  abstrakten  mathematischen  Tendenzen  in 
den  letzten  20  Jahren  etwas  abgeflaut  hat.  Um  so  mehr  sollte  ihrer  hier  gedacht 
werden").  Wenn  man  an  den  folgerichtigen  Tortschritt  der  Wissenschaft  glaubt,  so 
ist   sicher,   daß  sie  als  wesentlicher  BpKtanrituil  in  neue  Entwicklungsphaseii  eingehen 

')  Später  M.  Schilling    Leipzig 

-)  Wie  sich  dieselbe  m  die  allgemeine  Entwicklung  unseres  neuzeitlichen  Hoch- 
schulwesens einordnet,  schildert  in  übersichtlicher  Weise  W.  Lorey  in  seiner  Abhand- 
lung über  das  Studium  dei  Mathematik  an  den  deutschen  Universitäten  (Bd.  III  1, 
II  der  von  mir  im  Auftrage  der  Internationalen  Mathematischen  Unterrichtskommission 
herausgegebenen  Abhandlungen  über  den  mathematischen  Unterricht  in  Deutschland; 
siehe  insbesondere  S.  323^^37  daselhstj 
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^(ird  die  ih  jetzt  tclion  i  rzuleiPiten  oheinen  Iniiem  icl  mich  s  ausdricke  denke 
ich  sowohl  an  den  Aufsehwung  dei  angewandten  Mathematik  den  die  Neuzeit  ge 
bracht  hat  als  auch  an  die  hoch  theoretischen  ünterMiehnngen  die  anf  eine  \erbin 
duiig  der  geometrischen  L  estaltenlehre  mit  der  Mengenlehre  hinzielen 

Die  soweit  skiazierte  li.ntwn,klung  steht  jedenfalU  was  meine  ersten  hier  ab 
ziidiuckenden  Arbeiten  angeht  im  ganzen  im  Zeiohfin  der  ]  rojektiven  Geometrie  Am 
meisten  Anregung  habe  ich  ni  diesei  HiasiJit  »le  nooh  durch  Einzelheiten  zu  he 
iegsn  bem  wiid  durch  meinen  dänischen  Freund  H  t.  Zeuthen  erhalten  AI  er  ge 
maß  dem  allgemeinen  'Vrbeilsplane  den  loh  leitolgte  tiat  ?ohon  m  memei  Erlanger 
Zeit  ein  neuer  weitfragendei  Impuls  hinzu  indem  ich  begann  mieh  mit  dem  Eiemann 
chen  IdeenkreiB  ansein anderaw^etzen  Mi  h  konnte  der  nur  mehi  außerhohe  Zusammen 
hangdei  von  beiden  Seiten  her  erreichten  Resultate  wieihnClebsch  gegeben  hatte  nicht 
befriedigen.  Die  Zahl  p  ist  bei  Riemann  zunächst  ein  Charakteristikum  für  den  „Zu- 
sammenhang" einer  geschlossenen  Fläche.  Ee  war  für  mich  ein  geradezu  quälendes 
Problem,  was  diese  Auffassung  mit  der  Gestalt  der  Angehörigen  algebraischen  Kurve 
zu  tun  haben  möohte,  und  ich  war  glückheb,  als  es  mir  gelang  (vgl.  Abh.  XXXVIII 
und  XL)  hierauf  durch  Konstruktion  der  „neuen"  Riemannscheu  Flächen  eine  über- 
aus einfache  Antwort  zu  finden.  Ich  habe  diesen  Gegenstand  soweit  verfolgt,  daß  ich 
nicht  nur  den  Verlauf  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  bei  den  Kurven  dritten 
Grades  (siehe  Abh.  XXXVIII)  BOndem  auch  der  zu  p  =  S  gehörigen  überall  endlichen 
Integrale  bei  den  Kuryen  vierten  Grades  ansohaulich  verstehen  und  die  gesamten 
hinsichtlich  der  Realität  der  auftretenden  Berührungskurven  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  aus  der  Figui-  ablesen  konnte  (stehe  Abh.  XXXIX  und  XLI).  Für  Kurven 
jj-ten  Grades  aber  habe  ich  wenigstens  die  Grundlage  für  weitergehende  Untersuchungen 
gewonnen. 

Und  doch  wai-  der  so  gewonnene  Kontakt  mit  dem  Riemannschen  Ideenkreise 
nur  erst  ein  vorläufiger.  Ais  Definition  der  algebraischen  Kurve  galt  noch  immer  ihre 
Gleichung,  bez.  die  gesetzmäßige  Erzeugung,  nicht  die  Riemannsohe  Fläche  als  solche. 
Ich  habe  den  Übergang  zu  dem,  was  ich  den  „echten"  Eiemann  zu  nennen  pflege, 
also  die  Benutzung  des  Riemannschen  Existenztheorems  unmittelbar  von  der  Fläche 
aus,  erst  von  1877  an  vollzogen,  als  sich  meine  Arbeiten  der  Theorie  der  eUiptischen 
Modulfimktionen  zuzuwenden  begannen.  Hiervon,  und  von  der  maßgebenden  RoHe, 
welche  dabei  für  mich  nach  wie  vor  konkrete  geoinetrisobe  Figuren  spielen,  wird 
erst  im  folgenden  (letzten)  Bande  der  Gesammelten  Abhandlungen  im  Zusammenhang 
die  Rede  sein.  Nur  einiges  wenige  wird  im  gegenwärtigen  Bande  (in  Abh.  XIiII),  weil  es 
den  Resultaten  nach  mit  den  voran  geilenden  Abhandlungen  immittelbar  zusammon- 
häugt,  vorweg  genommen.  Hierdurch  eneteht  eine  gewisse  Diskontinuität  der  Dar- 
stellung, die  ich  zu  ent.8chuldigen  bitte.  Im  übrigen  aber  möohte  ich  folgendes  aus- 
führen ; 

Unabhängig  von  dem  Wechsel  der  logischen  Grundlagen  ist  hier,  wie  schließlich 
in  allen  meinen  Untersuchungen,  die  Arbeit  mit  der  räumlichen  Vorstellung  als  solcher, 
d.  h.  die  geometrische  Phantasie  das  Hauptinstrument  geblieben,  dessen  ich  mich  zur 
Erfassung  der  tatsächlichen  Beziehungen,  wie  zur  Aufsuchung  neuer  Resultate  bediente. 
Die  hierdurch  gegebene  Denkweise  habe  ich  dann  auch  1893  in  den  Vorträgen,  die 
ich  im  Anschlüsse  an  die  Chicagoer  Weltausstellung  an  der  Northwestern  Univeraity 
in  Evanston  über  die  damals  besonders  interessierenden  Fragen  der  mathematischen 
Wissenschaft  hielt»),  vorangestellt  (Vgl  auch  Abh.  XLVI.)  Sie  bildet  zugleich  das 
einigende  Band  für  die  kleineren  Veröffentlichungen,  die  ich  weiterhin  unter  den 
Nummern  XLIII— XLIV  reproduziere 

')  Lectures  on  Mathematics  repoited  by  Alesander  Ziwet.  (The  Evanston  Col- 
loquium.)  New  York  und  London  1844  [Maemillan].  Neuer  Abdruck,  besorgt  von 
der  American  Mathematical  Society,  Npw  York  1911.  Fran/ösische  Übersetzung  von 
M.  L.  Lauge).  Paris  IS-Jv 
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Die  hiermit  ausgesprochene  Wertschätzung  der  geometrischen  Anschauung  schließt 
nicht  aus,  daß  ich  die  Mangel,  die  ihr  als  Beweismittel  anhaften,  immer  lebhaft 
empfunden  habe.  Nach  dem  Widerstand  zu  schließen,  den  ich  damals  in  meiner  näehsten 
Umgebung  fand,  bin  ich  wahrscheinlich  einer  der  Ersten  gewesen,  welcher  die  Ungenauig- 
keit  der  Anschauung  sowohl  für  das  sehr  Kleine  wie  für  das  sehr  Große  zur  Sprache 
brachte.  Man  vergleiche  den  UKteu  folgenden  Aufsatz  XLV  vom  Jahre  1873.  Die 
Existenz  stetiger  Kurven  ohne  Differentialquotienten,  die  Berechtigung  der  nicht- 
euklidischen Auffassungen  andererseits,  waren  die  Probleme,  die  uns  damals  besonders 
bewegte».  Ich  versuchte,  nicht  nur  die  logische  Zulüssigkeit  der  bezü^ichen  Theorien, 
sondern  ganz  besonders  auch  ihre  Verträglichkeit  mit  der  richtig  verstandenen  An- 
schauung klar  zu  stellen.  Iq  meiner  zusammenfassenden  Vorlesung  von  1901,  von  der 
in  den  Bemerkungen  auf  8.212  die  Rede  ist,  habe  ich  in  Fortsetzung  der  damaligen 
Überlegungen  den  heute  vielgenannten  Gegensatz  von  PräziBionsmathematik  und  Ap- 
prosimatioMsmatlieraatik  an  die  Spitze  gestellt.  Die  Kritik,  der  die  Genauigkeit  unserer 
Kaumaiischauung  unterliegt,  hat  ja  die  reinen  Mathematiker  in  der  Neuzeit  vielfach 
dazu  geführt,  sie  aus  den  mathematischen  Betrachtungen  überhaupt  auszusclitilten. 
Dem  gegenüber  habe  ich  immer  daran  festgehalten,  daJJ  die  Anschauung  gerade  auch 
in  der  Mathematik  als  eine  unserer  wichtigsten  Fähigkeiten  angesehen  und  gepflegt 
werden  muß,  indem  wir  sie  durch  bewußte  Erziehung  vervollkommnen.  Erst  hier- 
durch treten  für  mich  die  Bereiche  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  in  ein 
klares  gegenseitiges  Verhältnis.  K. 
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XXXn'.   Vier  Modelle  ziiv  Theorie  der  Linienkomplexe 
zweiten  Orade». 

[  Aus  dem  Katalog  matliemati scher  Modelle,  Apparate  und  Instrumente.  Herausgegeben 
im   Auftrage  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  von  W.  Dyck  (1892). J 

Bekanntlich  hat  Plückur  in  den  letzten  Jahren  seines  Lebens  bei 
seinem  Studium  der  Linienkomplexe  zweiten  Grades  zahlreiche  auf  deren 
Theorie  bezügliche  Modelle  anfertigen  lassen.  Das  allgemeine  Interesse 
an  den  wirklichen  (_  estalten  auch  kompbzierterer  Flächen  war  ihm  aus 
seiner  physikal  schei  Beschiftigunt;  erwachsen^);  die  nähere  Gliederung 
seiner  Ansätze  habe  ch  heri  aeh  so  gut  das  unter  Benutzung  des  Nach- 
lasses gelinge  1  wollte  in  der  Ibb )  ei  chienenen  zweiten  Abteilung  der 
„Neuen  Geometrie  de'  Raimie  "  zur  Darstellung  gebracht.  Die  so  auf 
Plücker  selbst  zurückgehenden  Modelle  bildeten  indes  keine  vollständige 
Serie,  waren  auch  im  einzelnen  ungleichwertig,  und  es  lag  gewiß  nicht  im 
Sinne  ihres  ITrhebers  wenn  dieselben  spater  trotzdem  verschiedentlich  als 
zusammengehörige  Kollektion  verbreitet  worden  sind.  Ich  habe  deshalb 
im  Herbst  1871,  um  das  Wesentliche  der  Sache  herauszuheben,  von  mir 
aus  vier  neue  Modelle  der  hauptsächlichen  in  Betracht  kommenden  Flächen- 
typen veröfEentlioht^),  wobei  ich  die  Verhältnisse  so  wählte,  daß  die  je- 
weils auftretenden  singulären  Punkte  und  Ebenen  sämtlich  reell  ausfielen. 
Von  diesen  Modellen  i'eprä sentierte: 

Nr.  1  dieaIlgemeineKummerscheFläche(dieSinguIaritätenHäohe  der 
Komplexe  zweiten  Grades)  mit  16  Doppelpunkten  und  16  Doppel- 
ebenen, 
Nr.  2  die  allgemeine  Komplexfläche,  d.  h.  die  Kummersche  Fläche 
mit  Doppeigerade  und  noch  acht  Doppelpunkten  und  acht  Doppel- 
ebenen, 


*)  Plücker  selbst  erzählte  mir  einmal,  daß  er  namentlich  durch  den  Verkehr 
rait  Faraday  dazu  angeregt  worden  sei;  dieser  selbst  hahe  die  Modellkonstruktion 
als  Mittel  benutzt,  um  sich  als  Niehtf achmann  rJie  ihm  jeweils  notwendigen  mathemati- 
sehen  Formeln  verständlich  zu  machen. 

'-)  [Diese  Modelle  sind  von  der  Firma  Joh.  Eigel  Sohn,  mechanische  Werk- 
stätten in  Köln  a.  Rh.,  zusammen  rait  einer  Beschreibung  von  mir,  herausgegeben.  K,  ] 
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Nr.  3     die   besondere  Komplexfiäclie ,  deren  Leitlinie   eine  Komplex- 
gerade ist  (mit  Rückkehrgerade  und  noch  vier  Doppelpunkten 
bzw.  Doppelebenen), 
Nr.  4    diejenige  Komplexfläche,   deren  Leitlinie  eine  singulare  Linie 
des  Komplexes  ist  (mit  Selbetberührungsgerade  und  noch  zwei 
Doppelpunkten  bzw.  Doppelebenen). 
Diese  Modelle  können  noch  heute  beim  Studium  der  L  n  e  ge       tr  e 
wie  überhaupt   als  Beispiele  von   Flächen  höherer  Ordnung      türe&s  ere 
wenn  sie  leider  auch   von  dem  Mechaniker  nicht  so  sorgfält  g  a  sgefuhrt 
worden  sind,   als  dies  wünschenswert  gewesen  wäre.    Aber  n  an        ß  zu 
fügen,  daß  man  inzwischen  gelernt  hat,  die  bei  diesen  Flächen  vorkomn  e  de 
Gestalten   sehr  viel  vollkommener  zu  beheiTschen,  als  dies  d  rch  e  nzelne 
nach  irgend  welchem  Prinzip  herausgegriffene  Beispiele  geschieht    I  h  habe 
1877   in   einem  Vortrage  vor  der  Müncheiier  Naturforschen  e  san  n  1     g  1 
darauf  hingewiesen,  daß  sieh  die  sämtlichen  hier  in  Betracht  kommenden 
Flächenformen  auseinander  durch  Kontinuität  ableiten  lassen*), 

[Man  überlege  zu  dem  Zwecke,  daß  die  Koniplexfläche  nioht  nur,  wie  es  bei 
Plücker  gCBehieht,  als  Umhüllungsgebilde  derjenigen  einem  bestimmten  Komplex 
aweiten  Grades  angehön'gen  Geraden  angesehen  werden  kann,  welche  eine  feste  Gerade 
schneiden,  sondern  gleich  der  aligemeinen  Kummerschen  Fläche  als  Singularitätenfläohe 
je  einer  Schar  von  Komplexen  zweiten  Grades,  die  durch  ein  bestimmtes  Syetem 
von  Elementarteilern  definiert  ist.  [Siehe  die  Ausführungen  bei  Ad.  Weiler  in  Bd.  Ü 
der  Math.  Annalen  (1873).]  Alle  diese  Scharen  bilden  aber,  gemäß  der  Andeutung, 
die  in  Bd.  1  dieser  Ges.  Abhandl.,  S.  i  gegeben  ist,  ein  Kontinuum. 

Ich  maohe  hier  gern  noch  einige  Angaben  über  die  einschlägigen  topologiBcheii 
Verhältnisse,  die  freilich  mit  votier  Lebendigkeit  nur  an  den  Modellen  selbst  erfaßt 
werden  können.  Vor  allem  muß  man  sich  daran  gewöhnen,  daß  zwei  Stücke  einer 
Figur,  die  naoh  entgegengesetzten  Riehtungen  ins  Unendliche  laufen,  gemäß  projektiver 
Auffassung  im  Unendlichen  zusammenhängen  und  insofern  aJs  ein  Stück  anzusehen 
sind.  Ich  gebe  nun  zunächst  eine  schematisclic  Darstellung  der  Doppelgeraden  von 
-Modell  2,  bez.  ihrer  nächsten  Umgebung: 


•')  [Amtlicher  Bericht  S,  95.] 
!         ■■)  [Der  im  Original  hier  noch  folgende  Passus  wurde  als  ungenau  beim  Wieder- 
abdruck weggelassen.    An  seine  Stelle  tritt  der  folgende  ausführliche  Zusatz.] 
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Gemäß  dei  gerade  getroftenen  \prabredung  w  rd  man  die  hieimit  gememten  Verhalt 
niBse  bo  schildern  Die  Doppelgerade  Ecrtallt  in  viei  Segmente  von  denen  die  beiden  mit 
B  bezeiehneten  Duichbchmtte  leellei  Schalen,  der  Flache  sind  nährend  die  mit  ^\e 
zeichnete  solierfc  verlaufen  Die'e  ganze  Anoidnung  entstpht  nun  als  Crenzlago  e  nf 
■iufe  nandeifjlgp  lon  sechi  Stucken  einer  Kummei  sehen  Flache  i  m  T\puH  1  wib  h 
du  1   fcigend«  Tigur  gekennzeichnet  sem  boU 


(Ich  habe  der  Dcutluhkeit  halber  noch  die  Buchstaben  a  und  b  zugesetzt  um  die 
im  Lttendlii.hen  zubammenhangenden  Teile  zu  kennzeichnen  |  Man  sieht  jedes  Stuck 
B  der  Doppelgeiaden  von  Modell  3  entsteht  dadurch    dal»  sich  zwei  Stucke  der  all 


verschmelzen    ]ed( 
Einern  geradli 
möge  mat 
en  w  eitel  en 


gememen  Flache  längs  der  Doppelgeiadei 
daß  ein  Stuck  dei  allgemeinen  Flache  z 
sohrumptt  —  Hat  man  dses  klar  erlaßt 
das  Modell  ^  aus  2  (.chheßheh  4  aus  i  durch 
C  renzu  bei  gang  ableiten    — 

Dabei  handelt  es  weh  nui  erst  um  die  eibten  Bei 
spiele  der  Crenzproze  se  welche  die  Gesamtheit  der  bei 
den  Komplexflachen  bez  Kummertchen  Pli  hen  auf 
tiefenden  L  estalten  miteinandei  veiknupfen  Emp  Au« 
fuhnmg  ms  einzelne  wurde  schheßlii-h  in  eme  ermüdende 
Aufzahlung  auslaufen  Daher  sei  hier  nur  daiatif  aut 
merksam  gemacht  dafi  Kohn  m  den  Math  Annalen 
Bd  18(1881)  eme  sehr  übersieh thche  Methode  gegeben 
hat  um  zunächst  einmal  die  sämtlichen  bestalten  Kui 
mersoher  Flachen  die  leine  raehrfai,hen  Gerade!  ent 
halten  zu  überblicken  Man  gewinnt  diese  Flachen  siimt 
lieh  ihren  allgemeinen  topologisohen  Verhältnissen  nach) 
aus  doppeltza blenden  Flachen  zweiten  Grades  Will  man 
den  Typus  des  Modelles  1  bekommen  so  hat  man  die  F 
geradlinig  zu  wählen  und  durch  Mei  reelle  Erzeugende 
der  ersten  und  vier  ebensolche  Erzeugende  der  zweiten 
■irt  m  1'  \  lereoke  zu  zerlegen  die  man  abwechselnd 
doppelt  überdeckt  denkt  bea  Ireilaßt  wie  dies  neben 
stehende  Figur")  eilautert  { Jeder  sohiaffieite  Flachen 
teil  tedeutet  ein  flachgedrücktes  stuck  der  altgemeinen  Kuk 
hat  im  ganzen  aiht  bolcher    tetraederfcrmiger"  Stucke  die  alii 


Stuck  ?  abei   dadurch, 


s Ischen  Flache     Man 
n  allem  m  16  Doppel 


)  loh  entnehme  dipse   ler  S  21  meines  Evanston  CoUoqnium  (dessen  4  \  rtrag 
sich  allgemein  mit  dei  leellen  (  estalt  algelra  scher  Kuiven  und  Flachen  beschattigte 
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punkten  zusamnienstoßen  )  Die  sonstigen  Typen  der  Kumraersolieii  Fläche  ohne 
Doppelhuien  erhalt  man  wpnn  man  die  m  der  Figur  benutzten  Erzeugenden  nach 
Belieben  imagiiiai  nimmt  e\  auoh  die  Flache  aweiten  Grades  als  nicht  geradUnig 
vorauBsetzt 

Die  Grundiiige  dieser  Bchünen  Vertmachaulichung  ist  die  Theorie  der  sechs  bei  einer 
Kummersohen fläche  auftretenden  iinearea  Fundamentalkomplese,  bez.  der  aehn  durch 
sie  bestimmten  Fnudameutal flächen  zweiten  Grades  (£d.  1  dieser  Ges.  Abhandl., 
8.  58— -68).  Von  den  Fundametitalkomplexen  können  0,  2,  4,  6  paarweise  konjugiert 
imaginär  sein,  immer  werden  sich  unter  deo  Fundamentale achen  reelle  befinden.  Nun 
ist,  nach  Vorgabe  der  sechs  Fundamentalkompiexe,  die  Kummersche  Fläche  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  man  irgend  einen  Eaumpunkt  als  einen  ihrer  Doppelpunkte 
nimmt.  Man  hat  diesen  Funkt  nur  wandern  zu  lassen,  bis  er  auf  eine  der  reellen  Fun- 
damentalflächen  zweiten  Grades  rückt,  um  die  Kummersobe  Fläche  kontinuierlich  in 
die  doppeltzählende  F^  überauführen,  wobei  sich  im  einzelnen  die  durch  die  vor- 
stehende Figur  erläuterten  Verhältnisse  einstellen.  Alles  Nähere  wolle  man  in  der 
Abhandlung  von  Rohn  vergleichen. 

Im  übrigen  füge  ich  gern  zu,  daß  man  sich  nun  auch  die  Gesamtvei'tcilung  der 
geraden  Linien  der  zu  einem  solchen  Grenzfall  der  Kummerschen  Fläche  gehörigen 
einfach  unendlich  vielen  Komplexe  zweiten  Grades  anschaulich  klar  machen  kann. 
Man  hat  au  dem  Zwecke  nur  auf  die  Entwicklungen  von  Segre  in  Bd.  23  der  Math, 
Aanalen  (1883)  (Note  but  les  coraplexes  quadratiques  dont  la  surface  singuUöre  est 
une  Buitace  du  2°  degre  double}  zurückzugehen.  Um  einen  der  Komplexe  zu  kon- 
struieren, greifen  wir  —  sagen  wir  bei  der  vorstehenden  Figur  —  die  vier  Geraden 
der  einen  Erzeugung,  die  wir  jetzt,  mit  Segre,  r^,  r.,,  r^,  r,  nennen  wollen,  heraus. 
Wir  zeichnen  ferner  in  einer  beliebigen  Ebene,  welche  die  r^,  »■„,  r^,  r,  in  den  Punkten 
du  fjj  831  Qt  treffen  möge,  als  eine  erste  dem  gesuchten  Komplex  angehörige  Kurve 
irgendeinen  durch  q^,  ij^,  a.^,  q^  hindurchgehenden  Kegelschnitt,  Die  vier  Tangenten, 
welche  dieser  Kegelschnitt  in  den  Punkten  g^,  Qsies'Qi  besitzt,  sind  „singulare  Linien" 
des  zu  konstruierenden  Komplexes.  Sie  mögen  die  Ausgangsfläehe  zweiten  Grades  zum 
aweiten  Male  bez.  in  qI,  q^,  el,  qI  schneiden.  Durch  diese  Punkte  laufen  auf  der 
Ausgangsfläohe  vier  Erzeugende,  welche  mit  r,,  r^ir,:  r,  zu  derselben  Art  gehören, 
sie  mögen  (wieder  In  Übereinstimmung  mit  Segre)  mit  r(,  r^,  ri,  ri  bezeichnet  sein. 
Nun  ist  die  Saohe  die,  daß  für  dm  m  kgnsti-wierenden  Komplex,  der  in  einer  bdiebigen 
Ebene  gelegene  Komjdexkegdschnitt  sofort  angegeben  werden  kann.  Es  ist  einfach  der- 
jenige Kegelschnitt  der  vormgebenden  Ebene,  welc]ter  die  Erzeugenden  r,,  )v,  r,,  r^  trifft,, 
und  Cibrigem  in  diesen  vier  Punkten  Tangenten  hat,  die  6«.  r{,  r/,  rj,  rl  achneiden. 

Der  Komplex  wird  gestalthch  erfaßt,  indem  man  die  Gesamtheit  Beiner  in  den 
verschiedenen  Ebenen  gelegenen  Komplexkurven  konstruiert  denkt.  Es  scheint  nicht 
unmöglich,  die  damit  gewonnene  Vorstellung  für  den  Fall,  daß  sich  aus  der  Funda- 
mentalflädie  zweiten  Grades  eine  zunächst  ganz  nahe  dazu  gelegene  eigentliche  Kum- 
mersche Fläche  entwickelt,  wenigstens  einigermaßen  festzuhalten.  Eine  beliebige  Ebene 
des  Raumes  wird  diese  Kummersche  Flache  (entsprechend  den  schraffierten  Teilen 
der  Fundamentftlfläche  zweiten  Grades,  welche  sie  durchsetzt)  in  vier  zunächst  sehr 
flachgedrückten  Ovalen  schneiden.  Nun  ist  als  Komplexkegelschnitt  in  dieser  Ebene 
ein  KegelBchnitt  zu  suchen,  der  diese  vier  Ovale  (jedes  einmal)  berührt  und  übrigens 
dem  Kegelschnitt  des  Boeben  besprochenen  besonderen  Falles  nahe  liegt,  K.J 
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XXXV.   über  Flächen  drittel'  Ordnung'). 

[Math.  Annale».  Bd.  fi  (187;i),l 

Wenn  eine  Kurve  mit  Doppelpunkten  gezeichnet  vorliegt,  so  kann 
man  aus  ihr  Kurven  derselben  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  oder  mit  weniger 
Doppelpunkten  schematisch  ableiten,  indem  man  die  in  den  Doppelpunkten 
oder  einigen  derselben  zusammenstoßenden  Kmvenäste  durch  ähnlich  ver- 
laufende, sich  nicht  treffende  ersetzt.  Natsh  diesem  ebenso  einfachen  als 
fruchtbaren  Prinzip^)  erhält  man  z.  B.  ohne  weiteres  die  beiden  Grund- 
formen der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung,  wenn  man  von  der  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  ausgeht  und  letzteren  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne  auflöst;  man  erhält  Beispiele  von  Kurven  be- 
liebiger Ordnung,  wenn  man  als  besondere  Kurve  eine  solche  zeichnet, 
die  in  lauter  gerade  Linien  zerfallen  ist,  und  auf  deren  Doppelpunkte  den 
bewußten  Prozeß  anwendet. 

Ein  ähnliches  Verfahren  ist  im  Räume  anwendbar,  wenn  es  sieh  darum 
handelt,  von  den  Flächen  höherer  Ordnung  eine  Anschauung  zu  gewinnen. 
Man  konstruiert  eine  besondere  Fläche  derselben  Ordnung,  die  mit  einzelnen 
Knotenpunkten  oder  auch  mit  Doppelkurven  behaftet  sein  mag,  imd  leitet 
aus  ihr  eine  allgemeinere  dadm'ch  ab,  daß  man  die  an  die  singulären  Stellen 
hinantretenden  Flächenfceile  durch  ähnlich  verlaufende  ersetzt^). 

^)  Vgl.  eine  vorläutige  Mitteilung  in  den  Berichten  der  physikalisch -medizinischen 
Sozietät  zu  Erlangen.  Sitzung  vom  5.  Mai  1878.  [Siehe  außerdem  eine  zweite  Mitteilung, 
ebenda  vom  23.  Juni  1873.  ] 

*)  Wer  dieses  Prinzip  zuerst  verwertet  hat,  läßt  sich  bei  flessen  großer  Selbst- 
verständlichkeit wohl  kaum  feststellen  Dem  Veif  ist  dasselbe  sowie  namentlich  da& 
Beispiel  der  Erzeugung  einer  Kune  ra  tei  Ordnimg  aus  «  geraden  Lan  en  (  nPlu  k(i 
her  bekannt;  vgl.  z.  B.  dessen  Theorie  der  algebraischen  Kuiven  (IftSU  in  welcher 
fortwährend  ähnliche  "Übeilegiingen  angewandt  neiden 

')  Fast  noch  interessanter  smd  die  Anwendungen  die  man  lon  demselben  Prinzip e 
in  dualistischem  Sinne  auf  Kurven  oder  Flachen  gegebener  Klasse  machen  kann  da 
man  von  den  bei  diesen  Kurven  und  Flaehea  auftietenden  Gestalten  seither  nur  erst 
eine  sehr  unvollkommene  Kenntnis  hat  Man  hat  sich  an  der  Erkenntms  daß  bei  diesen 
Gebilden  alles  in  dualistischem  bmne  gerade  so  ist  wie  bei  den  Cebdden  der  betrefiendeti 
Ordnung,  seither  wohl  zu  sehr  genügen  lassen  und  ibt  nui  7u  wenig  zu  emem  kon 
kreten  Erfassen  der  damit  1  ezeichneten  nirkhchen  \erhaltm(,se  dnr  hgedrungen 
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Indem  ich  auf  diese  Art  versuchte,  mir  eine  größere  Zahl  von  Flächen 
dritter  Ordnung  au  konstruieren,  bemerkte  ich,  daß  die  Methode  bei  ihnen, 
wie  bei  den  Kurven  dritter  Ordming,  fast  ohne  weiteres  überhaupt  alle 
Gestalten  ergibt.  Ich  gehe  dabei  von  der  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier 
reellen  Knotenpunkten  als  speziellem  Falle  aus.  Eine  solche  Fläche  ist 
leicht  herzustellen,  da  sie  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  das  durch 
die  Knotenpunkte  gebildete  Tetraeder  und  die  Ebene  der  drei  aui  der 
Fläche  verlaufenden  einfachen  Geraden  beliebig  annimmt  (vgl.  die  Be- 
schreibung eines  Modells,  das  Herr  Neesen  [für  mich]  angefertigt  hatte. 
Gott.  Nachrichten,  Aug.  1872,  sowie  §  1  des  Folgenden)  Überdies  hat 
die  Fläche  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  den  Vorzug,  daß  sie  nui  m 
einer  Ai't  existiert,  indem  jede  solche  Fläche  in  jede  andere  durch  reelle 
Kollineation  übergeführt  werden  kann,  daß  ferner  ihre  Knotenpunkte  nnter- 
einandei  gleichwertig  sind,  weil  die  Fläche  Kollineationen  in  sich  selbst 
besitzt,  vermöge  deren  sich  die  Knotenpunkte  beliebig  ^ertaubchen  lassen 

Einen  Knotenpunkt  mit  reellem  Tangentenkegel  kann  man  in  zwei 
TOesentlich  unterschiedenen  Weisen  auflösen.  Entweder  man  verbindet  die 
in  demselben  zusammenstoßenden  Flächenteile,  so  daß  in  der  neuen  Fläche 
an  Stelle  des  Knotenpunktes  ein  dünner  Ast  mit  hyperbolischer  Krümmung 
sich  hndet,  oder  man  trennt  dieselben  voneinander,  so  daß  in  der  neuen 
Flache  zwei  verschiedene  Flächenteile  mit  elliptischer  Krümmung  einander 
gegenüber  stehen.  Am  deutlichsten  sind  die  beiden  Prozesse  vorzustellen, 
wenn  man  den  reellen  Kegel  zweiter  Ordnung  als  "Übergangsfall  zwischen 
einem  emsthaligen  und  einem  zweischaligen  Hyperboloide  auffaßt. 

Diese  beiden  Prozesse  kann  man  nun  an  jedem  der  vier  Knotenpunkte 
der  zugrunde  gelegten  Fläche  beliebig  anwenden.  Man  erhält  dadurch 
eine  Reihe  von  Flächen  mit  weniger  als  vier  Knotenpunkten,  insbesondere 
von  Flächen  ohne  Knotenpunkt.  Und  es  soll  nun  im  folgenden  gezeigt 
werden,  'daß  durch  die  so  erzeugten  Flächen  die  Flächen  mit  reellen 
Knotenpunkten,  insbesondere  diejenigen  ohne  Knotenpunkt  in  gewissem 
Sinne  vollständig  repräsentiert  sind*).  Wenn  wir  bei  diesen  Erörterungen 
uns  auf  solche  Flächen  beschränken,  welche  getrennte  konische  Knoten- 
punkte oder  gelegentlich  einfache  biplanare  Punkte  besitzen,  und  auch  bei 
diesen  nur  solche  Fälle  berücksichtigen,  in  denen  die  singulären  Punkte 
reell  sind,  so  geschieht  es  der  Übersichtlichkeit  wegen:  die  Flächen  mit 
höheren  biplanaren  Punkten  oder  uniplanaren  Punkten,  sowie  die  Flächen 
mit  imaginären  Singularitäten  lassen  sich  aus  den  im  folgenden  allein  be- 
trachteten ebenfalls  durch  kontinuierliche  Änderung  der  Gestalt  in  durch- 
aus anschaulicher  Weise  gewinnen, 

')  [So  habe  ich  es  Rchon  an  der  zitierten  Stelle  in  den  Güttinger  Nachrichten  von 
1372  auBgeeproehen.     K.  | 
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Die  Einteilung  der  Flächen  dritter  Ordnung  nach  ihrer  Gestalt,  wie 
sie  sich  aus  diesen  Betrachtungen  ergibt,  fällt  für  die  Flächen  ohne  Knoten 
genau  mit  derjenigen  zusammen,  welche  Schläfli  nach  der  Realität  der 
geraden  Linien  getroffen  hat''),  während  sie  sich  für  die  Flächen  mit  Knoten- 
punkten in  dieselbe  zum  mindesten  einordnet.  Der  Grnnd  für  diese  Über- 
einstimmung liegt,  ganz  allgemein  gesagt,  darin,  daß  bei  den  Flächen  dritter 
Ordnung  das  Zusammenfallen  von  Geraden  und  das  Auftreten  von  Knoten- 
pimkten  gegenseitig  aneinander  geknüpft  sind.  Aus  demselben  Grunde 
stimmen  die  Flächen  der  von  uns  unterschiedenen  Arten  auch  noch  mit  Be- 
zug auf  andere  Eigenschaften  überein.  Es  genügt  dann  immer,  diese  Eigen- 
schaften an  einer  einzelnen  möglichst  bequem  gewählten  Fläche  zu  verfolgen. 

In  diesem  Sinne  sollen  in  den  §§  10—14  die  Flächen  mit  27  reellen 
Geraden  einer  näheren  Untersuchung  unterworfen  werden.  Unter  der  großen 
Reihe  gemeinsamer  Eigenschaften  gerade  dieser  Flächen  sei  vor  allem  hervor- 
gehoben, daß  dieselben  immer  ein  reelles  Pentaeder  besitzen,  dessen  Seiten- 
flächen sich  näherungeweise  angeben  lassen,  wenn  die  27  Geraden  als  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Es  sind  hierdurch  die  Gleichimg  fünften  Grades, 
von  der  die  Pentaeder  ebenen  abhängen,  und  die  Gleichung  27.  Grades, 
welche  die  Linien  bestimmt,  in  eine  sehr  merkwürdige  Beziehung  gesetzt. 

Die  Bestimmung  der  Gestalten  aller  Flächen  dritten  Grades  mag  als 
Beitrag  zu  einer  allgemeinen  Theorie  aufgefaßt  werden,  welche  von  den 
Gestalten  algebraischer  Flächen  überhaupt  handelt.  Es  sind  mit  Bezug 
auf  letztere  in  §  15  einige  sich  leicht  darbietende  Satze  aiifgestellt  worden. 
Sodann  erörtere  ich  in  den  letzten  Paragraphen  gewisse  Beziehungen,  welche 
diese  Untersuchungen  zu  der  sog.  Analysis  situs  besitzen. 

In  einer  neueren  Arbeit")  hat  nämlich  Herr  Schläfli,  ausgehend  von 
der  Fläche  dritten  Grades  ohne  Knoten,  die  in  zwei  getrennte  Teile  zer- 
fallen ist  (nach  seiner,  wie  nach  der  im  folgenden  eingehaltenen  Aufzählung, 
die  fünfte  Art),  die  übrigen  Flächen  ohne  Knoten  nach  ihrem  Zusammen' 
hange  im  Riemannschen  Sinne  untersucht. 

Eine  Anwendung  der  Riemannschen  Vorstellungen  auf  GSebilde  der 
projektivischen  Geometrie  scheint  mir  wegen  der  verschiedenartigen  Auf- 
fassung des  Unendlich -Weiten,  die  man  in  den  gewöhnlichen  Untersuchungen 
der  Analysis  situs  emeiseit&  in  der  projektivischen  Geometrie  andererseits 
zuaiunde  legt  nicht  ohne  -vorheige  Erörterung  einer  Reihe  fundamentaler 
Punkte  gestattet  die  ith  bei  dieser  Gelegenheit  wenigstens  habe  bezeichnen 
woüpn    wem    ich   auch  [noch]  i  irht  imstande  war,  dieselben  zu  erledigen. 

*)  Ün  the  Dietubution  of  SurticeB  of  tho  Third  Order  iato  Speoies  etc.  Philo- 
Bophical  Traimapt  OQB    Bd   li^J  (186        S.  193 ff. 

")  (Juand  e  che  dalla  superficie  generale  di  terz'  ordine  si  stacoa  ima  parte  che_  non 
Bift  realmente  'iBgati  da  ogni  p  anc  rea  e      Annali  di  Mat.,  Ser.  II,  t.  5  (1872/73),  p.  289. 
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Über  ein  Modoll  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  viei"  reellen 
Knotenpunkten. 

Die  Eigenschaften  der  Flächen  dritte:'  Ordnung  mit  vier  Knotenpiinkten 
sind  in  neuerer  Zeit  wiederholt  untersucht  worden,  so  daß  sie  als  wesent- 
lich bekannt  vorausgesetzt  werden  dürfen.  Es  sei  daher  nur  an  die  L^e 
der  27  Geraden  der  Fläche  erinnert.  Von  denselben  fallen  24  in  die  als 
Gerade  der  Fläche  vierfach  zählenden  Kanten  des  Knotenpunkttetraeders. 
Die  drei  übrigen  liegen  in  einer  beliebig  anzunehmenden  Ebene  und  bilden 
die  Diagonalen  des  Vierseits,  in  welchem  dieselbe  von  den  Tetraeder- 
flächen geschnitten  wird. 

Es  mögen  jetzt  die  vier  Knotenpunkte  inabesondere  reell  vorausgesetzt 
sein.  Dann  besteht  die  Fläche,  von  der  durch  das  Unendlich-Ferne  er- 
folgenden Trennung  abgesehen,  aus  zwei  zusammenhängenden  Teilen,  welche 
nur  in  den  vier  Knotenpunkten  zusammenstoßen.  Von  denselben  ist  der 
eine  nirgends  hyperbolisch,  der  andere  nirgends  elliptisch  gekrümmt.  Denn 
die  parabolische  Kurve  der  Fläche  besteht  dopfeltzäklend  aus  den  sechs 
Tetraederkanten,  und  es  wird  also  ein  Übergang  von  elliptischer  zu  hyper- 
bolischer Krümmung  nur  beim  Durchsetzen  eines  Knotenpunktes,  nicht 
beim  Überschreiten  der  parabolischen  Kurve  stattfinden. 

Um  eine  konkrete  Anschauung  von  der  Gestalt,  welche  eine  solche 
Fläche  besitzt,  zu  vermitteln,  sei  hier  die  Beschreibung  eines  Gipsmodells 
derselben  gegeben,  das  Herr  Weiler  auf  meinen  Wrmsch  anfertigte,  imd 
auf  welches  sich  die  ebenfalls  von  Herrn  Weiler  entworfene  Zeichnung 
in  Fig.  1  bezieht.  Die  vier  Knotenpunkte  bilden  in  demselben  ein  gleich- 
seitiges Tetraeder,  dessen  eine  Seitenfläche  horizontal  gestellt  und  nach, 
oben  gekehrt  ist.  Der  elliptische  Teil  der  Fläche  fallt  nahe  mit  dem  von 
den  vier  Knoten  begrenzten  endlichen  Tetraeder  zusammen  und  weicht 
nur  dadurch  von  demselben  ab,  daß  statt  der  ebenen  Begrenzungen  konvexe 
Partien  auftreten.  Der  hyperbolische  Teil  setzt  sich  nach  außen  an  die 
vier  Knotenpunkte  an  und  breitet  sich  von  diesen  ab  wesentlich  horizontal 
aus,  so  daß  er  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  symmetrischen  Kurven- 
zuge schneidet,  der  drei  auf  einer  Horizontalen  gelegene  Wendungen  besitzt. 
Durch  diese  Symmetrieverhältnisse  ist  ersichtlich  der  untere  Knotenpunkt, 
wiewohl  nicht  in  projektivisehem  Sinne,  ausgezeichnet.  Weiter  unterhalb 
desselben,  um  die  Höhe  des  Knotenpunkttetraederg  von  ihm  entfernt,  be- 
findet sich  in  horizontaler  Lage  die  Ebene  der  einfach  zählenden  Geraden ; 
die  geraden  Linien  in  ihr  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck. 

Es  wurde  bereits  hervorgehoben,  daß  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit 
vier' reellen  Knotenpunkten  für  die  projektivische  Auffassung  nur  eine  Art- 


y  Google 


XXXV.    Flächen  drittel'  Oi'dnuag.  15 

darstellt,   und  in  diesem  Sinne  repräsentiert  das  geschilderte  Modell  also 
alle  derartigen  Flächen.    Die  räumliche  Anschauung  löst  sich  aber  nur  schwer 


von  der  gewöhnlichen  Weise  ab,  für  welche  das  Unendlich -Weite  seine  be- 
sondere Geltung  beansprucht.  Insofern  ist  es  nicht  gleichgültig,  daß  in  dem 
Modelle   gerade  ein  Fall  dargestellt   ist,   in  welchem   die  unendlich  ferne 
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Ebene  mir  den  hyperbolischen  Teil  dei  Flache,  und  zwar  nach  einer  Kurve 
ohne  Oval  sciineidet.  Es  werden  dadurch  gewisse  charakteiis tische  Über- 
gänge, deren  Betrachtung  im  foIa:enden  notwendig  wird,  besonders  anschau- 
lich, indem  sie  ihren  Einfluß  nur  auf  ganz  im  Bndliehen  gelegene  Partien 
der  Fläche  erstrecken  Das  m  der  Einleitung  erwähnte  [von  Herrn  Neesen 
angefertigte]  Model!  hatte  einen  anderen  Fall  zur  Anschauung  gebracht 
(das  Unendlich -Weite  ist  bei  ihm  eine  auch  ganz  auf  dem  hyperbolischen 
Teile  gelegene  Kurve,  aber  mit  Oval);  bei  ihm  sind  die  bezüglichen  Ver- 
hältnisse nicht  so  leicht  zu  verfolgen. 


Ableitung  neuer  Fläehen  aus  der  Fläche  mit  vier  reellen  Knoten. 

An  jedem  der  vier  Knotenpunkte  des  Modells  mag  man  nun  den 
Prozeß  des  VerUndetis  oder  des  Trennens,  wie  er  in  der  Einleitung  ge- 
schildert wurde,  anbringen.  Da  die  vier  Knotenpunkte  projektivisch  unter- 
einander gleichberechtigt  sind,  auch  keine  ihrer  Gruppierungen  zu  zwei, 
drei  ausgezeichnet  ist,  so  wird  es  nur  auf  die  Zahl  der  Knotenpunkte  an- 
kommen, die  von  dem  einen  oder  anderen  Prozesse  betroffen  werden,  und 
wir  können  die  bez.  Knotenpunkte  in  jedem  Falle  den  Symmetrie  Verhält- 
nissen der  Fläche  möglichst  entsprechend  wählen. 

Soll  insbesondere  (und  dieser  Fall  allein  wird  im  folgenden  spezieller 

erörtert,  um  an  ihm  das  Verhalten  der  Flächen  beim  Auftreten  biplanarer 

Punkte  allgemein  zu  charakterisieren)  nur  ein  Knotenpunkt  aufgelöst  werden, 

so  wählen   wir  den  unteren.    Die  beiden   so  hervorgehenden  Flächen  mit 

drei  Knoten  mögen  mit  I  und  II  bezeichnet  sein,  je  nachdem  der  Prozeß 

des  Verbindens  oder  des  Trennens  angewandt  wurde.    Oder,  wenn  die  beiden 

Prozesse  allgemein  durch  +  '-^'l  —  bezeichnet  werden,  so  wird  man  das 

Schema  haben: 

I   — 

n  -, 

Von  Fiä,chei(  mit  zwei  Knoten  erhalten  wir  drei  Arten,  die  bezüglich 
durch : 

I  +  + 

n  +  - 
III  -■  - 

bezeichnet  sein  sollen, 

Flächen  mit  einem  Knoten  gibt  es  vier: 
I J- 

n  +  +  - 
III  +  -  - 
IV , 
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endlich  von  Flächen  ohne  Knoten  fünf: 

I  +-^  +  + 
II   +  +  +  - 

in  +  +  -  - 

IV  + 

V . 

Es  ist  ersichtlich,  daß  die  letzteraeugten  fünf  Flächen  mit  Ausnahme 
der  fünften  aus  einem  überall  zusammenhängenden  Teile  bestehen;  die 
Fläche  V  enthält  awei  getrennte  Teile. 

Aus  diesen  Flächen  sollen  mm  noch  weitere  abgeleitet  werden,  indem 
man  sich  einen  oder  einige  der  vorhandenen  Knotenpunkte  durch  die  btplanare 
Form  hindurch  ändern  läßt,  sofern  dies  möglich  ist.  Hierzu  wird  aber  die 
Betrachtung  eines  biplanaren  Knotens  an  sich  und  des  Übergangs  einet 
Fläche  mit  gewöhnlichem  Knoten  in  eine  solche  mit  biplanarem  Knoten 
überhaupt  erforderlich. 

über  Flächen  mit  Ibiplanarem  Knoten 'J. 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  von  den  Tangenten  in  einem  biplanaren 
Knoten  einer  Fläche  gebüdet  wird,  ist  in  ein  Ebenenpaar  ausgeartet.  Dieses 
Ebenenpaar  kann  reell  oder  imaginär  sein.  Jedenfalls  ist  der  Durchschnitt 
der  beiden  Ebenen,  die  Achse  des  biplanaren  Punktes,  wie  er  genannt  sein 
mag,  reell.  Während  eine  durch  den  biplanaren  Punkt  beliebig  durchgelegte 
Ebene  die  Fläche  in  einer  Kurve  mit  Doppelpunkt  trifft,  ist  die  Durch- 
schnittskurve der  Fläche  mit  einer  durch  die  Achse  gehenden  Ebene  eine 
Kurve  mit  Spitze,  deren  Tangente  eben  die  Achse  ist. 

Sind  nun  die  beiden  ausgezeichneten  Ebenen  imaginär,  so  ist  diese 
Spitze  für  alle  derartigen  Ebenen  gleich  gerichtet.  Die  Fläche  hat  in  der 
Nähe  des  biplanaren  Punktes  eine  Gestalt,  wie  wenn  sie  durch  Rotation 
einer  Kurve  mit  Spitze  um  deren  Tangente  entstanden  wäre. 

Bei  dem  biplanaren  Punkte  hingegen,  der  reelle  Ebenen  besitzt,  ist 
die  Spitze  der  ausgeschnittenen  Kurve  verschieden  gerichtet,  je  nachdem 
die  gewählte  Ebene  dem  einen  oder  anderen  Winkelraume  angehört,  der 
durch  die  beiden  ausgezeichneten  Ebenen  begrenzt  wird.  Der  Übergang 
von  der  einen  zur  anderen  Lage  findet  in  den  ausgezeichneten  Ebenen 
statt,  welche  ihrerseits  die  Fläche  nach  einer  Kui've  mit  dreifachem  Punkte 
Es   sind   hierbei    wiederum   zwei  Fälle   zu   unterscheiden,   die 
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freilieh  den  Zusammenhang  der  Fläche  in  der  Nähe  des  singulären  Punktes 
nicht  wesentlich  beeinflussen.  Der  dreifache  Punkt  der  Schnittkurve  hat 
nämlich  entweder  nur  einen  reellen  Ast  oder  er  hat  drei  reelle  Äste.    Die 


beiden  Fälle  (eigentlich  sind  drei  Fälle  biplanarer  Punkte  mit  reellen  Ebenen 
zu  unterscheiden,  da  die  einzelne  Ebene  unabhängig  von  der  anderen  beide 


Fig  ja 


V 


A 


Fig.  3  b, 


\.Tten  des  Übeij^angs  zeigen  kinn)  ^md  m  Fig.  2  und  3  zur  ÄJischauung  ge- 
bracht In  dem  eibten  Falle  (Fig  2a  nnd  2  b )  wird  die  Spitze  der  Durchachnitta- 
kurve,  welche  eme  durch  die  Achse  gelegte  Ebene  mit  der  Fläche  gemein 
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hat  immer  flafhei,  sowie  man  die  Ebene  dei  ausgpzeitlineten  Lage  nähert» 
d  h  die  m  dei  f^pitze  zusammen'itoßonden  \=!te  der  Kurve  biegen  sich 
immer  rascher  voneinander  weg  An  dei  Gfrenze  bind  die  beiden  Äste  der 
eme  m  die  VerlangPiung  des  anderen  übergegangen,  die  Spitze  selbst  ist 
verschwunden  Bewegt  man  die  schneidende  Ebene  über  die  Grenzlage 
hinaus,  so  erscheint  die  Spitze  wiedei,  abei  nun  nach  der  anderen  Seite  ge- 
richtet. In  dem  zweiten  Falle  (Fig.  3a  und  3b)  ist  der  Übergang  ganz  andere. 
Wenn  sich  die  schneidende  Ebene  der  Grenzlage  nähert,  so  treten  an  die 
Spit^ze  zwei  weitere  Äste  der  Durohsehnittßkurve  hinan.  An  der  Grenze 
entsteht  aus  der  Verschmelzung  derselben  mit  der  Spitze  der  dreifache 
Punkt  in  der  Weise,  daß  die  Spitze  die  Hälften  zweier  Äste  des  drei- 
fachen Punktes  geliefert  hat.  Hernach  löst  sich  der  dreifache  Punkt  in 
entsprechender  Weise,  aber  in  umgekehrtem  Sinne  wieder  auf*). 

Unabhängig  von  diesem  Unterschiede  hat  der  biplanare  Punkt  mit 
reellen  Ebenen  ersichtlich  die  Eigenschaft,  daß  man  auf  der  Fläche  von 
jedem  Punkt  in  der  Nähe  des  biplanaren  zu  jedem  anderen  benachbarten 
gelangen  kann,  ohne  den  biplanaren  Punkt  zu  durchsetzen;  wir  werden 
sogleich  auf  diesen  Unterschied  zurückkommen. 


Ableitung  des  biplanaren  Knoten  aus  dem  konischen. 

Betrachten   wir  jetzt,    wie   eine  Fläche  mit  biplanarem  Knoten   aus 
einer  mit  gewöhnlichem  Knoten  henrorgehen  kann. 

Beim    biplanaren  Punkte   mit   imaginäi'cn  Ebenen   ist  das  leicht  er- 


Fig-4 


sichtlich.  Eine  ebene  Kurve  mit  Spitze  ist  der  Übergang  zwischen  einem 
isolierten  Knoten,  an  den  sich  ein  Kurvenzug  mit  zwei  Wendungen  heran- 
zieht, und  einem  nicht  isolierten  Knoten,  der  eine  kleine  geschlossene 
Schleife  besitzt  {Fig.  4a  bis  c).  Die  mit  dem  biplanaren  Punkte  versehene 
Fläche  bildet  den  Übergang  zwischen  einer  Fläche  mit  isoliertem  und  einer 


*)  [Wegen  des  dritten  hier  niclit  erläuterten  Falles  sowie  wegen  weiterer  Einzel- 
heiten vgl.  den  unten  folgenden  Zusatz  I,] 
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Fläche  mit  nicht  isoliertem  Knoten,  wie  sie  aus  den  bez.  Kurven  durch  Ro- 
tation um  die  Symmetrieachse  hervorgehen. 

Beim  biplanaren  Punkte  mit  reeilen  Ebenen  ist  der  Übergang  der 
folgende.  Die  Fläche  mit  Knoten  muß  hier  die  eöen  hervorgehobene  Eigen- 
schaft des  Zusammenhangs  um  den  singulmen  Punkt  herum  ebenfalls 
besitzen.  Sie  ist  daher  folgendermaßen  gestaltet  (Fig.  5).  Durch  die 
Achse  des  späteren  biplanaren  Punktes  lege  man  sehneidende  Ebenen,  Die- 
selben schneiden  zum  Teil  in  einer  Kurve  mit  isoliertem  Punkte,  zum  anderen 
Teil  in  einer  Kurve  mit  nicht  isoliertem  Knotenpunkte,  aber  kleiner  Schleife. 
Stellt  man  die  Fläche  so,  wie  in  der  Zeichnung  geschehen  ist,  daß  sich  die 
Kurven  der  ersten  Art  wesentlich  nach  unten  erstrecken,  so  erstrecken  sich 


die  Kurven  der  zweiten  Art  (abgesehen  von  der  kleinen  Schleife)  wesentlich 
nach  oben.  Unterhalb  des  Knotens  befindet  sich  daher,  wie  in  der  beige- 
gebenen Figur  zu  sehen,  eine  Art  kleiner  Öffnung  der  Fläche.  Zieht  sich  die- 
selbe vollends  zusammen,  so  hat  man  den  biplanaren  Punkt,  Ändert  sich 
die  Fläche  weiter,  so  tritt  diese  öfEnung  wieder  auf,  aber  nun  oberhalb  des 
Pimktes  und  um  einen  rechten  Winkel  gedreht.  Beim  Durchgange  durch 
den  biplanaren  Punkt  reproduzieren  sich  also  die  an  die  singulare  Stelle 
angrenzenden  Flächenteile  nur  in  anderer  Anordnung;  sie  scheinen  [,wie 
man  auch  sagen  kann,  180^  um  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen 
mit  der  gegen  die  Achse  senkrechten  Ebene  gedreht  J. 

Auf  die  Knotenpunkte  der  beiden  Flächen,  welche  sonach  den  Flächen, 
die  einen  biplanaren  Punkt  mit  reellen  Ebenen  besitzen,  benachbart  er- 
scheinen, wende  man  jetzt  die  zur  Verfügung  stehenden  Änderungsprozesse 
des  Verbindens  oder  Trennens  an.  Man  erhält  dann  ersichtlich  bei  beiden 
Flächen  die  nämlichen   Resultate,  wie  sie  in  Fig.  6  und  7  dargestellt  sind. 

Etwas   ganz   Ähnliches   findet  in  dem  Falle  statt,   daß  man   es   mit 
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einem  biplanaren  Punkte  mit  imaginären  Ebenen  zu  tun  hat.  Wendet  man 
auf  die  Fläche  mit  nicht  isoliertem  Knoten,  die  der  Fläche  mit  biplanarem 
Knoten  benachbart  ist,  die  Prozesse  des  Verbindens  oder  Trennens  an,  so 
erhält  man  dasselbe  Resultat,  als  wenn  man  bei  der  Fläche  mit  isoliertem 


Fie-  6. 
Knoten  diesen  Knoten  die  Änderungen  eingehen  läßt,   {leren  er  fähig  ist, 
d.  h.  wenn  man  ihn  entweder  ganz  verschwinden  oder  in  eine  kleine  Kugel 
übergehen  läßt. 


Fig.  7. 

Als  Resultat  dieser  "Überlegungen  mögen  wir  also  folgendes  hinstellen: 
Eine  Fläche  mit  biplanarem  Knoten  bildet  den  Übergang  zwischen 
zwei  Flächen  mit  gewöhnlichem  Knaten  [die  möglicherweise  verschiedenen 
Arten  angehören] ;  wendet  man  aber  auf  diese  Knoten  die  beiden  in 
jedem  Falle  zulässigen  Auflösungsprozesse  an,  so  sind  die  Resultate  bei 
beiden  Flächen  dieselben. 
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Ableitung  weiterer  Flächen  dritter  Ordnung. 

Aus  den  in  §  2  aufgestellten  Flächen  aollen  jetat  weitere  abgeleitet 
werden,  indem  man  die  einzelnen  Knotenpunkte,  sofern  es  möglich  ist, 
sich  durch  die  biplanare  Form  hindurch  ändern  läßt.  Betrachten  wir  zu 
dem  Zwecke  die  einzelnen  Flächen  genauer. 

Bin  Durchgang  durch  einen  biplanaren  Knoten  mit  imaginären  Ebenen 
kann  ersichtlich  so  lange  nicht  stattfinden,  als  noch  ein  anderer  Knoten 
vorhanden  ist.  Denn  die  Verbindungslinie  beider  Knoten  würde  der  Fläche 
ganz  angehören,  während  doch  durch  einen  biplanaren  Punkt  mit  imaginäien 
Ebenen  niemals  eine  reelle  Gerade  hindurchgehen  kann.  Aber  unter  den 
Flächen  mit  einem  Knoten  hat  nur  IV  eine  solche  Gestalt,  wie  sie  behufs 
des  gedachten  Überganges  notwendig  ist.  Diese  Fläche  IV  kann  wirklich 
einen  biplanaren  Knotenpunkt  der  gemeinten  Art  erhalten;  ändert  sie  sich 
durch  diesen  hindurch,  so  gibt  ea  eine  Fläche  IV'  mit  isoliertem  Knoten,  die 
als  neue  Fläche  den  vier  mit  einem  reellen  Knoten  hinzugefügt  werden  mag. 

Ein  Durchgang  durch  einen  biplanaien  Knoten  [mit  reellen  Ebenen 
setzt  ebenfalls,  nach  §  4,  eine  gewisse  iit  dei  Zusammenhangs  bei  der 
ursprünglichen  Fläche  voraus.  Betrachten  wir,  statt  aller  anderen,  die 
beiden  Flächen  /  und  //  mit  drei  Knoten  Bei  //  ist  ein  solcher  Über- , 
gang  ersichtlich  nicht  möglieh,  weil  die  in  einem  Knoten  zusammen- 
stoßenden Flächenteile  weiter  keinen  Zusammenhang  zeigen  Anders  bei  I. 
Hier  können  sich  sämtliche  drei  Knoten  durth  die  biplanare  Form  hindurch 
ändern  und  das  [kann],  je  nachdem  es  bei  1,2,'  Knoten  geschieht,  drei 
neue  Arten  mit  drei  Knoten  [geben]; 

/',  /",  /'". 

Bei  den  Flächen  mit  zwei  Knoten  stellen  sich  die  Verhältnisse  so: 
Im  Falle  III  ist  keinerlei  Übergang  durch  eine  biplanare  Form  möglich. 
Bei  //  und  /  finden  Übergänge  statt  [die  zu  neuen  Arten  Anlaß  geben 
können].  Ebenso  [können]  die  Fälle  /,  II,  III  der  Flächen  mit  einem 
Knoten  eine  Reihe  neuer  Formen  [ergeben];  der  Fall /F,  dej:  eben  schon 
die  Fläche  mit  isoliertem  Punkte  ergeben  hat,  liefert  hier  keinen  Beitragt). 

Wenn  man  an  den  Knotenpunkten  der  so  erhaltenen  neuen  Flächen 
nunmehr  die  beiden  gestatteten  Änderungsprozesse  anbringt,  so  erhält  man 
nach  dem  Schlußsatze  des  §  i  nichts  Neues.  Auf  die  Flächen  ohne  Knoten- 
punkt insbesondere  ist  also  die  Änderung  der  vorangehenden  Flächen  durch 
die  Formen  mit  biplanaren  Knoten  hindurch  ohne  Einfluß. 


*)  tHiuaiohtlich   aller  hier  aufgezählten  Möglichkeiten  sei  auf  den  unten  folgen 
den  Zusatz  I  verwieBeu.] 


y  Google 


XXXV.    Flänhen  drittar  Ordnung. 


Die  abgeleiteten  Flächen  ei'schöplen  alle  riäfheii  dritten  Grades  mit 
reellen  konisclien  Knotenpunkten. 

Ich  behaupte  nun,  daß  die  abgeleiteten  FJächen  alle  Fläcben  mit  rlcei, 
zwei,  einem  reellen  konischen  Knoten  bez.  ohne  Knoten  repräsentieren. 
Der  Sinn  dieser  Behauptung  muß  durch  nähere  Umgrenzung  des  Artbegciffs 
zunächst  präzisiert  werden.  Ich  rechne  zu  derselben  Art  solche  Flächen, 
welche  durch  allmähliche  Änderung  ihrer  Konstanten  so  ineinander  über- 
geleitet werden  können,  daß  während  des  ganzen  Änderungsprozesses  kein 
neuer  oder  kein  höherer  singulärer  Punkt  auftritt,  [Alle  reellen  KoUi- 
neationen  mit  positiver  Determinante  haben  die  Eigenschaft,  durch  Wieder- 
holung unendlich  kleiner  reeller  Kollineationen  ableitbar  zu  sein.  Es  ge- 
hören demnach  auch  solche  Flächen  dritter  Ordnung  zu  derselben  Art, 
welche  durch  solche  reelle  Kollineationen,  die  den  Sinn  eines  beliebigen 
Tetraeders  nicht  ändern,  ineinander  übergehen. 

Es  könnte  nun  scheinen,  daß  zwei  Flächen,  welche  spiegelbildlich  von- 
einander verschieden  sind,  nicht  zu  derselben  Art  gehören.  Dem  ist  aber 
im  allgemeinen  nicht  so.  Die  Fläche  mit  vier  reellen  Knoten,  nait  der 
wir  unsere  Entwicklung  begannen,  geht  nämlich  durch  eine  Anzahl  Spiege-^ 
lungen  in  sich  selbst  über.  Entsprechend  gibt  es  unter  den  aus  ihr  von 
uns  abgeleiteten  Flächen  der  meisten  Arten,  die  wir  betrachteten,  solche, 
die  sich  selbst  spiegelbildlich  gleich  sind.  Sie  bilden  den  natürlichen  Über- 
gang jedesmal  zwischen  solchen  Flächen,  die  spiegelbildlich  unterschieden 
sind.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Gehört  zu  einer  Art  eine  Fläche,  die 
zu  sich  selbst  spiegelbildlich  ist ,  so  gehört  mit  jeder  Fläche  dieser  Art 
auöh  ihre  spiegelbildlieh  verschiedene  dazu. 

Im  einzelnen  verhält  sich  nun  die  Sache  so:  Bei  Flächen  ohne  Singu- 
laritäten enthält  jede  Art  eine  zu  sich  spiegelbildliche  Fläche;  dasselbe 
gilt  für  alle  Flächen  mit  einem  oder  zwei  oder  drei  reellen  konischen 
Knoten^").]") 

Die  folgende  Anschauungsweise  scheint  geeignet,  diesen  Artbegriff  noch 
deutlicher  zu  machen.  Eine  Fläche  dritter  Ordnung  hängt  von  19  Kon- 
stanten ab.  Die  Gesamtheit  aller  Flächen  dritter  Ordnung  (wobei  nur  an 
Flächen  mit  reellen  Koeffizienten  gedacht  sein  soll)  bilden  also  eine  Mannig- 

'")  [Dagegen  sei  schon  hier  erwähnt,  daß,  Boweit  konische  und  gewöhnüoiic 
biplanare  Knotenpunkte  in  Frage  kommen,  nur  folgende  droi  Typen  in  spiegelbildlich 
verschiedene  Arten  zerfallen ;  Die  Flächen  mit  einem  biplanaren  Punkt,  dessen  Tangential- 
ebenen nicht  gleichberechtigt  sind  und  die  beiden  Typen  von  Flächen  mit  einem 
biplanaa'en  und  einem  konischen  Punkt.    Vgl.  Zusatz  I.] 

")  [Die  im  Original  an  dieser  Stelle  stehenden  Ausführungen  sind,  weil  sie  nicht 
bindend  waren,  beim  Wiederabdruck  durch  vorstehenden  Beweis  ersetzt  worden.    K.] 
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faltigkeit  von  19  DimenMonen  In  diesei  Mannigfaltigkeit  füllen  die  Flächen 
mit  Knotenpunkt  einen  Raum  von  nur  IS  Dimensionen  aus,  welcher  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  m  eine  Reihe  getrennter  Gebiete  zerlegt,  so  daß  man 
aus  einem  Gebiete  m  em  anderes  nui  dadurch  treten  kann,  daß  man  diesen 
Raum  von  18  Dimensionen  durchsetzt  Jedes  dieser  Gebiete  repräsentiert 
nun  eine  Art  ton  Flachen  ohne  Knotewpunht. 

Entsprechend,  wie  wn  jetzt  bei  den  Flächen  ohne  Knoten  Arten 
unterschieden  haben,  ist  bei  den  Flachen  mit  Knoten  zu  verfahren.  Die 
Mannigfaltigkeit  \on  18  Dimenwonen  z  B  wie  sie  durch  die  Flächen  mit 
einem  Knoten  vorgestellt  wird,  ist  durch  Mannigfaltigkeiten  von  17  Aus- 
dehnungen, die  sich  auf  die  Flächen  mit  zwei  Knoten  oder  mit  biplanarem 
Knoten  beziehen,  in  Gebiete  zerlegt  usf.  Der  Sinn  unserer  Behauptung 
ist  nun  der,  daß  dte  von  uns  abgeleiteten  Flächen  die  überhaupt  vor- 
handenen Gebiete,  sofern  sich  dieselben  nicht  auf  Flächen  mit  höheren 
oder  mit  imaginären  smgula^en  Punkten  beziehen,  vollständig  und  jedes 
nui   einmal  reptäsentieien^^) 


§7. 
Beweis  des  autgestellton  Satzes. 
Der  Beweis  des  aufgestellten  Satzes  ergibt  sich  nun  fast  unmittelbar. 
Man  hat  sich  nur  zu  überzeugen,  daß  die  niederen  Mannigfaltigkeiten, 
welche  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Trennung  der  gerade  betrachteten 
Mannigfaltigkeit  in  Gebiete  bewirken,  keine  anderen  sein  können,  als  die 
ohnehin  schon  in  Betracht  gezogenen.  Der  Beweis  dafür  ruht  darin,  daß 
alle  anderen  Mannigfaltigkeiten,  an  die  man  würde  denken  können,  nicht 
die  Zahl  von  Dimensionen  haben,  die  ausreicht,  um  eine  Trennung  in  Ge- 
biete zu  begründen.  So  wird  z.  B.  die  Mannigfaltigkeit  von  19  Dimensionen, 
die  durch  die  Flächen  ohne  Knoten  repräsentiert  ist,  nur  durch  die  Mannig- 
faltigkeit der  Flächen  mit  einem  Knoten  in  Gebiete  zerlegt  werden  können, 
nicht  aber  z.  B.  durch  die  der  Flächen  mit  zwei  imaginären  Knotenpunkten, 
da  letztere  nur  von  1 7  Konstanten  abhängen.  Der  eigentliche  tiefere  Grund, 
warum  die  Derivation  aller  Gestalten  bei  den  Flächen  dritter  Ordnung  so 
einfach  gelingt,  während  sie  z.  B.  bei  den  Flächen  vierter  Ordnung  viel 
komplizierter  sein  dürfte,  liegt  eben  darin,  daß  bei  den  Flächen  höherer 
Ordnung  auch  Fälle  mit  Doppelkurven  usw.  vorhanden  sind,  die  von  hin- 
länglich vielen  Konstanten  abhängen,  um  Unterabteilungen  zu  begründen. 
Die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  dem  Maximurri  der  Doppelpunkte,  4,  hängt 

'^  Die  ganze  Vorstellungsweise  von  der  durch  die  Flächen  repräsentierten  Mannig- 
faltigkeit, Bowie  der  Satz  über  spiegelbildliche  Flächen  haben  nicht  nur  bei  Flächen 
dritten  Grades,  Bondern  überhaupt  bei  Flächen  höheren  GradeB  ihre  Geltung. 
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noch  von  15  Konstanten  ab,  während  die  JFläche  mit  Doppelgerade  nur  12, 
die  Fläche,  welche  in  eine  Ebene  nnd  eine  Fläche  zweiten  Grades  zerfallen 
iat,  auch  nur  12  Konstanten  hat.  Bei  Flächen  vierter  Ordnung  hat  die 
Fläche  mit  dem  Maximum  der  Knotenpunkte  (die  Kummersche  Fläche 
mit  16  Knoten)  18  Konstante;  eine  Fläche  dagegen,  die  in  eine  F^  und 
eine  Ebene  zerfallen  ist.  22^'). 

Noch  in  der  folgenden,  mehr  anschaulichen  Weise,  mag  man  sich  von 
der  Vollständigkeit  überzeugen,  mit  der  die  von  uns  abgeleiteten  Flächen 
die  Flächen  dritten  Grades  repräsentieren. 

Betrachten  wir  zunächst  Flächen  dritten  Gradea  mit  diei  reellen  Knoten- 
punkten. Es  sei  /■=  0  eine  irgendwie  gegebene  Fläche  der  Art,  so  kon- 
struiere man  eine  Fläche  f  mit  vier  Knoten,  welche  drei  Knoten  mit  f 
gemein  hat,  und  betrachte  das  Bündel  f  -\-  Xf  =^^.  In  demselben  werden 
(möglicherweise)  eine  größere  Zahl  von  Flächen  mit  vier  Knoten  auftreten; 
diejenige  unter  ihnen,  welche  dem  kleinsten  positiven  oder  negativen  Werte 
von  X  entspricht,  heiße  ip.  Aus  der  Fläche  (p  geht  f  dann  hervor,  indem 
der  vierte  Knotenpunkt  einem  der  beumßten  heiden  Prozesse  unterworfen 
wird,  indem  ferner  eine  heliebige  Zahl  der  drei  bleibenden  Knotenpunkte 
durch  die  biplanare  Form  hindurch  sich  ändert.  Aber  andere  Unstetig- 
keiten  können  nicht  eintreten,  weil  daiZu  besondere  Bedingungen  zu  erfüllen 
wäcen,  die  man  immer  als  nicht  erfüllt  ansehen  kann;  die  Flächen  mit 
drei  Knoten  sind  also  durch  die  von  uns  aufgestellten  Arten  erschöpft. 
Jetzt  zeigt  man  dasselbe  für  Flächen  mit  zwei  Knoten,  dann  für  die 
Flächen  mit  einem  Knoten  und  endlich  für  die  Flächen  ohne  Knoten,  womit 
dann  der  allgemeine  Beweis  erbracht  ist. 

Über  den  Verlauf  der  geraden  Linien  auf  den  erzeugten  Flächen. 
Zusammenbang  der  gewonnenen  Einteilung  mit  der  von  Schlätli. 

Den  Ausgangspunkt  für  die  Erzeugung  aller  anderen  Flächen  bildete  die 
Fläche  mit  vier  Knoten.  Die  Lage  der  geraden  Linien  auf  ihr  ist  bekannt 
(vgl.  §  1).  Wie  die  geraden  Linien  auf  den  abgeleiteten  Flächen  verteilt  sind, 
ergibt  sich  durch  eine  einfache  "Überlegung,  die  nun  entwickelt  werden  soll. 

Denken  wir  die  abgeleiteten  Flächen  von  der  ursprünglichen  Fläche 
mit  vier  Knoten  zunächst  wenig  verschieden.  Dann  werden  sich  die  drei 
einfach  zählenden  Geraden  der  ursprünglichen  Fläche  auf  der  abgeleiteten 
wiederfinden.    Denn  keine  von  ihnen  kann  sich  mit  einer  anderen  Geraden 

'^)  [Beim  Wiederabdruck  ist  der  hier  im  Original  folgende  Absatz  fortgelassen, 
da  Behauptung  und  Beweisführung  ungenau  waren  und  Bein  Inhalt  durch  die  Aus- 
führungen des  g  h  und  des  Zusatzes  I  voll  ersetat  wird.] 
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vereinigt  haben  und  dann  imaginär  geworden  sein,  weil  sie  von  vornherein 
au  keiner  Geraden  benachbart  war.  Es  iragt  sich  also  nur  nach  dem  Ver- 
halten der  24  bei  der  ursprünglichen  Fläche  in  den  sechs  Tetraederkanten 
vereinigten  Geraden. 

Hier  gilt  mm  offenbar:  Werden  die  in  einem  Knotenpunkte  anein- 
ander stoßenden  Flächenteile  voneinander  getrennt,  so  werden  die,  hez. 
Gnaden  imaginär;  und  man  wird  vermuten:  Werden  die  Teile  hingegen 
vereinigt,  so  trennen  sich  die  bez.  Geraden  in  die  doppelte  Zahl  reeller.  Eine 
gerade  Linie  z.  B.,  welche  durch  zwei  Knotenpunkte  hindurchging,  die  beide 
von  dem  Prozesse  des  Verbindens  betroffen  wurden,  wird  sich  in  vier  reelle 
Gerade  gespalten  haben. 

Um  dies  sicherer  einzusehen,  als  es  bei  der  geringen  tJbung,  welche 
xmsere  räumliche  Anschauung  in  solchen  Dingen  besitzt,  gelingen  will,  bilde 
ich  die  Fläche  dritten  Grades  von  einem  ihrer  Punkte  durch  Projektion 
auf  eine  Doppelebene  ab.  Den  Projektionspunkt  wähle  ich  auf  dem  ellip- 
tischen Teile  der  ursprünglichen  Fläche,  etwa,  in  dem  in  Fig.  1  dar- 
gestellten Falle,  in  dem  höchstgelegenen  Punkte  des,  elliptischen  Teils. 
Dabei  wird,  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Fläche  dritter  Ordnung  mit 
vier  Knoten,  eine  aus  einem  Kegelschnittpaare  bestehende  Übergangskurve 
auftreten,  deren  vier  Doppelpunkte  den  Knoten  der  Fläche  entsprechen. 
Nun  aber  befindet  sich  der  elliptische  Teil  ganz  innerhalb  der  in  den  Knoten 
berührenden  Tangentenkegel,  Bei  der  besonderen  Wahl  des  Projektions- 
punktes,  die  wir  getroffen  haben,  wird  daher  das  Kegelschnittpaar  imaginär 
sein,  die  "Übergangskurve  sich  auf  vier  isolierte  Punkte  reduzieren.  Die 
sechs  Verbindungageraden  dieser  vier  Punkte  sind  die  Bilder  der  sechs  auf 
der  Fläche  liegenden  Tetraederkanten.  Der  Einfluß  einer  Deformation  der 
Fläche  auf  die  Geraden  derselben  laßt  sich  jetzt  in  der  Abbildung  studieren. 
Demi  die  Bilder  der  geraden  Linien  sind,  wie  Geiser  entwickelt  hat  (Math. 
Annalen,  Bd.  1  {1868/69)),  die  Doppeltangenten  der  bei  der  Abbildung 
auftretenden  Übergangskucve  vierter  Ordmmg,  welche  letztere  in  dem  spe- 
ziellen bis  jetzt  betrachteten  Falle  in  ein  Kegelsclmittpaar  ausgeartet  war^*). 

Die  Änderung,  welche  die  Übergangskurve  bei  der  Deformation  der 
Fläche  erfährt,  ist  aber  diese:  Zerreißt  man  die  an  einen  Knoten  hinan- 
tretenden Flächenteile,  so  verschwindet  der  bez.  isolierte  Pimkt  der  Über- 
gangskurve vollends;  im  umgekehrten  Falle  wird  er  ein  kleines  Oval,  Wendet 
man  z.  B.   den  Prozeß  des  Verbindens   auf  alle  Knoten  an,   was  die  von 


")  [Die  im  Text  aagedeuteten  Überlegungen  sind  weiterhin  von  H.  G.  Zeuthen 
eingehead  verfolgt  und  aut  seinen  eigenen  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  ebenen 
Kurven  vierter  Ordnung  in  Verbindung  gebracht  worden  (fitudes  des  praptietes  de 
Situation  dea  surfaces  cubiques.  Math.  Aimaleo,  Bd.  8  (1874)).  Ebenda  findet  sich  eine 
Eeihe  Bestätigungen  für  die  Angaben,  die  ich  weiter  unten  in  den  §§  10—13  mache,  mit 
1  Entwicklungen,  zu  denen  in  Zusatz  II  Stellung  genommen  wird.    K.] 
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UD3  mit  I  bezeichnete  Art  ohne  Knoten  ergibt,  so  geht  die  Übergangs- 
kurve  in  vier  Ovale  über.  Dieselben  haben  untereinander  24  reelle  Doppel- 
tangenten (außerdem  sind  vier  Doppeltangenten,  wie  schon  im  Falle  des 
Kegelsolmittpaares,  isoliert).  Mit  den  drei  einfach  zählenden  Geraden,  die 
die  Fläche  ohnehin  besitzt,  ergibt  dies  für  die  Fläche  27  Gerade;  die  mit  I 
bezeichnete  Fläche  ohne  Knoten  hat  also  la^lier  redle  Gerade. 

Die  entsprechende  Abzahlimg  ergibt  bei  den  vier  anderen  Flächen 
ohne  Knotenpunkt  bez. 

15,  7,  3,  3 

reelle  Gerade.  Die  drei  ersten  Arten  entsprechen  also  einzeln  den  von 
8chläfli  unterschiedenen  Arten,  insofern  dieselben  durch  die  Zahl  der 
reellen  Geraden  völUg  charakterisiert  sind;  die  beiden  letzten  Arten  ent- 
sprechen zusammen  der  vierten  wnd  fünften  Art  Schläflis,  und  es  bleibt 
zu  iintersuchen,  ob  a/ach  ein  Entsprechen,  im  Einzelnen  stattfindet. 

Diese  Untersuchung  ist  durch  Schläflis  bereits  genannte  Arbeit 
(Aiuiali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  5)  erledigt,  wo  er  zeigt,  daß  die  zwei- 
teilige Fläche  (unsere  fünfte  Art)  mit  seiner  fünften  Art  zusammenfällt.  Die 
vierte  und  fünfte  Art  bei  Schläfii  sind  durch  die  Zahl  der  reellen  Dreiecks- 
ebenen unterschieden,  sie  beträgt  bez.  sieben  und  dreizehn.  In  der  Tat  ist 
nun  leicht  zu  sehen  (Schläflis  Betrachtungen  in  den  Aiinali  benutzt  ganz 
ähnliche  Momente),  daß  auch  unsere  fünfte  Art  sechs  reelle  Dreiecksebenen 
mehr  besitzt  als  die  vierte.  Denn  die  drei  Ebenen,  welche  man  durch  die 
drei  einfach  zählenden  Geraden  der  Fläche  und  den  Knotenpunkt  legen  kann, 
dessen  Flächenteile  im  Falle  IV  verbunden,  im  Falle  V  getrennt  werden, 
gehen  eben  deshalb  im  Falle  V  in  sechs  reelle,  im  Falle  IV  in  imaginäre 
Tangentenebenen  über,  und  diese  Tangentenebenen  sind  Dreiecksebenen, 
da  sie,  durch  eine  Gerade  der  Fläche  hindurchgelegt,  in  einem  nicht  der 
Geraden  angehörigen  Punkte  berühren.  Also  a/ach  die  Arten  IV  und  V 
entsprechen  der  vierten  und  fünßen  Art  Schläflis. 

Durch  das  nämliche  Eaisonnement  beweist  man  einen  Satz,  den  mir 
Herr  Sturm  mitgeteilt  hat.  Eine  Tetraederkante  liefert  imaginäre  Gerade, 
sowohl  wenn  beide  auf  ihr  befindlichen  Knotenpunkte  zerrissen  werden, 
als  auch,  wenn  dieis  nur  bei  einem  der  Fall  ist.  Man  findet  nun  nach 
Herrn  Sturm,  daß  die  Gerade  völlig  imaginär  wird,  uxnn  das  letztere 
eintrat,  daß  sie  dagegen  im  ersteren  Falle  punktiert  imaginär  wird. 
Doch  gehe  ich  hier  nicht  näher  auf  die  Betrachtung  der  einzelnen  Fälle 
ein,  als  deren  Summe  eben  die  Sturmsche  Regel  resultierte^). 


")  [Indem  man  die  reellen  Tangentialebenen  betrachtet,  welohe  man 
Falle  ducoh  die  einfach  zählenden  GeBaden  an  die  Fläche  legen  kann,  erfährt  man 
zugleich,  wo  die  reellen  Punkte  liegen,  in  denen  sich  gegebenenfalls  zwei  konjugiert 
imaginäre  Gerade  der  Fläche  schneiden.    K.] 
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Aber  <iut,h  dit,  Flächen   mit  Knoten,    wie    wir   sie   abgeleitet   haben, 
entspiecheii  den  \on  Scliläfli  unterschiedenen  Arten.     Man  findet   durch 
bloßem  Abzahlen  dei  geraden  Linien,  daß  sich  entsprechen; 
Flachen  mit  drei  reellen  Knoten; 

I       SchläfliVIII,  1 
II  „       VIII,  2. 

Flächen  mit  zwei  reellen  Knoten: 

I       Schläfli      IV,  1 
II  ..  IV,  2 

III  »  IV,  3. 

Flächen  mit  dnem  reellen  Knoten: 

I       Schläfli      II,  1 
II  V  II,  2 

III  >.  II,  3 

IV  -  II,  4. 

Hiermit  sind  Schläfiis  Arten  bis  auf  die  mit  einem  isolierten 
Knoten  (II,  5)  erschöpft;  eine  solche  aber  wurde  schon  oben  (§  4)  abgeleitet 
und  unter  den  mit  einem  Knoten  versehenen  Flächen  durch  IV'  bezeichnet, 
so  daß  also  alle  in  Betracht  kommenden  Arten  unter  den  unseren  nach- 
gewiesen sind. 


Weiterer  Vergleich  mit  Schläflis  Einteilung. 

Die  Beziehung  zur  Schläfliachen  Einteilung  wurde  erst  dargelegt  für 
diejenigen  Flächen,  die  von  der  ursprünglichen  Fläche  mit  vier  Knoten 
wenig  abwichen.  Es  bleibt  nachzuweisen,  daß  unsere  Arten  ihrem  ganzen 
Umfange  nach  mit  den  SchläfUschen  koinzidieren,  es  bleibt  zu  begründen, 
warum,  die  von  uns  in  §  4  aufgestellten  neuen  Arten  für  Schläflis  Ein- 
teilungsprinzip, bis  auf  die  eine  Art  IV'  der  Flächen  mit  eirtem  Knoten- 
punkte, keine  neuen  Arien  begründen. 

Um  nicht  zu  sehr  durch  Betrachtung  der  einzelnen  Fälle  gehindert 
au  werden,  soll  der  erstere  Nachweis  hier  nur  für  die  Flächen  ohne  Knoten 
explizite  gegeben  werden.  Ist  er  bei  ihnen  geführt,  so  ist  die  Richtigkeit 
der  Behauptung  bei  den  Flächen  mit  Knoten  ebenfalls  erwiesen,  da  man 
ja  nun  diese  aus  den  Flächen  ohne  Knoten  entstehen  lassen  kann. 

Bei  den  Flächen  ohne  Knoten  ist  aber  die  Richtigkeit  darin  begründet, 
daß  überhaupt  Flächen  ohne  Knoten  keine  zusammenfallenden  Geraden 
habeftk  können.     Denn  daraus  folgt,    daß  die  Flächen   jeder    der   von    uns 
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umgrenzten  Arten  in  der  Zahl  ihrer  reellen  Geraden  und  Dreienksebenen 
übereinstimmen. 

Dieser  Hilfssatz  ist  f  ilgendermaßen  einzu&ehen  AiVenn  zwei  frerade 
auf  einer  Fläche  konsekutiv  weiden  00  sind  zwei  Falle  zu  unterscheiden 
Entweder  die  Geraden  schnitten  «ich  vorhei  odei  es  war  dies  nicht  der 
Fall.  In  dem  ersten  Falle  hat  die  Flache  lang"  der  fieiaden  e  ne  kon 
stante  Tangentialebene,  m  dem  zweiten  sind  Tangentenebene  und  Be 
riihrungspunkt  proiektivisih  aifemandei  bezogen  Legt  man  al^o  duiüh 
die  Gerade  eine  beliebige  Ebene  wekhe  dann  noch  einen  Kegelschnitt  au<< 
der  Fläche  ausschneidet,  so  muösen  im  eisten  Falle  beide  bchmttpunkte 
des  Kegelschnittes  mit  dei  Geraden  im  letzteren  Falle  dei  eme  Schnitt 
punkt  fest  sein.  Im  ersteren  Falle  liegen  zwei,  im  letzteren  em  Knoten- 
punkt der  Fläche  auf  der  Geraden;  die  Fläche  bat  einen  Knotenpunkt  w.  z.  b.  w. 

Der  Grund  nun,  um  dessen  willen  Schläfli  die  größere  Zahl  der 
Fälle,  die  wir  in  §  4  aufstellten,  nicht  zu  unterscheiden  hat,  liegt  darin, 
daß  der  Durchgang  eines  Knotens  durch  die  iiplavare  Form  die  Zahl 
der  reellen  Geraden  nicht  ändert.  Es  ist  das  algebraisch  evident.  Die 
Geraden,  welche  durch  den  einfachen  Knoten  gehen,  zählen  zweimal;  wird 
der  Knoten  ein  biplanarer,  so  zählen  sie  dreimal;  es  hat  sieh  also  jede 
Gerade  noch  mit  einer  hinzugetretenen  einfach  zählenden  vereinigt.  Her- 
nach, wenn  der  Knoten  wieder  ein  konischer  wird,  löst  sich  diese  Gerade 
ab,  ohne  auf  zuhören,  reell  zu  sein;  es  ist  kein  Grund,  daß  Gerade  imaginär 
werden,  weil  sich  ungleichwertige  Elemente  vereinigt  hatten. 

Geometrisch  geht  dieses  Zusammenfallen  folgendermaßen  vor  sich. 
Es  sei  etwa  ein  Knoten  mit  sechs  reellen  Linien  gegeben,  und  er  gehe  in 
die  biplanare  Form  über.  Dann  vereinigen  sich  mit  seinen  Geraden  sechs 
solche,  welche  bis  dahin  durch  die  Öffnung  verliefen,  welche  (nach  §  3) 
die  Fläche  in  der  Nähe  eines  Knotens  zeigt,  der  die  biplanare  Form  an- 
nehmen will;  hernach  erstrecken  sich  diese  Geraden  durch  die  entsprechende 
ÖfEnung,  welche  auf  der  anderen  Seite  des  Knotens  entstanden  ist. 

§10. 

Von  der  Diagonalfläche. 

Unsere  weiteren  Betrachtungen  sollen  sieh  auf  die  Flächen  mit 
27  reellen  Geraden  allein  beziehen;  die  Prinzipien,  welche  uns  dabei  leiten, 
sind  in  gleicher  Weise  bei  den  übrigen  Fällen  anwendbar,  liefern  aber 
nicht  immer  die  gleichen  einfachen  Eesultate. 

Wir  gehen  von  der  Betrachtung  einer  einzelnen  Fläche  mit  27  reellen 
Geraden  aus.  Es  ist  dies  die  von  Clebsch  sogenannte  Diagorutlfläche 
(vgl.  Math.  Ännalen,  Bd.  4  (1872/73),  S.  131)    mit   reell  vorausgesetztem 
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Pentaeder,  Diese  Fläche  ist  durch  die  einfache  Beziehung  zu  dem  ihr 
zugeordneten  Pentaeder  ausgezeichnet.  Sind  nämlich  die  Ebenen  des 
Pentaeders  durch 

j,  =  0,     3=0,     r  =  0,     5  =  0,     i  =  0 
dargestellt,  und  wählt  man  die  absolute  Bedeutung  dieser  Buchstaben  so, 

daß 

P^q  +  r  +  s  +  t^O, 

so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

p*  +  2^  +  r*  +  ö«  +  (^  =  0. 

Die  Diagonal  fläche  ist  eine  Kovariante  des  zugrunde  gelegten  Penta- 
eders (vgl.  Abh.  L  dieser  Ausgabe,  S.  269).  Jede  Diagonalfläche  ist  infolge- 
dessen mit  jeder  anderen  und  insbesondere  mit  sich  selbst  auf  120  Weisen 
kollinear,  wobei  die  Kollineationen  reell  sind,  wenn  zwei  Flächen  mit 
reellem  Pentaeder  ineinander  übergeführt  werden  sollen.  Infolgedessen  ge- 
stattet ein  Modell  der  Fläche  mit  reeUem  Pentaeder  für  alle  aolchen 
Flächen  allgemeine  Schlüsse  za  ziehen;  die  Kenntnis  der  Kollineationen 
der  Fläche  in  siti  selbst  kontrolliert  die  Abzahlung  gleichwertiger  Vor- 
kommnisse. Em  solches  Modell  wurde  von  Herrn  Weiler  nach  Angaben 
von  Clebsch  ausgeführt  fvgl.  GÖttinger  Nachrichten,  Aug.  1872)  und  ich 
habe  wesentlich  an  diesem  Modelle  die  im  folgenden  entwickelten  Verhält- 
nisse kennengelernt 

Die  27  Geraden  der  Diagonalfläche  spalten  sich  in  zwei  Gruppen  von 
bez.  15  und  12.  Die  15  ersten  Linien  liegen  in  den  Pentaeder  ebenen  und 
bilden  in  jeder  die  Diagonalen  desjenigen  Vieraeits,  in  welchem  die  Ebene 
von  den  vier  übrigen  geschnitten  wird.  Diese  Linien  schneiden  sich  also 
zu  drei  in  den  zehn  Pentaedereekpuiikten.  Die  übrigen  zwölf  bilden  eine 
Doppelsechs.     Dieselben  sollen  in  bekannter  Weise  durch: 

1,    2,    3,    4,    5,    6 

1',  2',  8',  4',  5',  6' 
bezeichnet  sein,  die  15  Geraden  sind  dann  durch  die  Zahlen  12,  13  usw. 
gegeben.    Diese  Indizes  können  dabei  so  gewählt  werden,  daß  die  Geraden, 
welche  in  den  fünf  Perttae  der  ebenen  liegen,  die  folgenden  sind; 

12,  34,  56^ 

13,  25,  46 

14,  26,  35  1  (A) 

15,  24,  36 

16 ,  23 ,  45  J  - 

während  die  Geraden,  wie  sie  sich  bez.  zu  drei  in  einem  Punkte  schneiden, 
durch  das  Schema  gegeben  sind: 
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46 
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45 
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25, 

36 

14, 

23, 

56 

15, 

26, 

34 

15, 

23, 

46 

16, 

24, 

35 

16, 

25, 

34 

Die  15  Geraden  der  ersten  Art  haben  reelle  .^sympfotenpujiiie");  die- 
selben liegen  eben  in  den  zwei  Pentaedereckpunkten,  welche  jede  solche 
Gerade  enthält.  Die  zwölf  Geraden  der  zweiten  Art  hingegen  haben 
imaginäre  Asymptotenpiinkte,  Die  zehn  Penta eder ecken ,  in  welche  die 
30  Asymptotenpunkte  der  Geraden  erster  Art  zusammenfallen,  sind  isolierte 
Punkte  der  parabolischen  Kurve^')  der  Fläche,  Sie  können  isolierte  Punkte 
vorstellen,  da  die  Hessesche  Fläche,  welche  die  parabolische  Kurve  aus- 
schneidet, in  ihnen  Knotenpunkte  hat. 

Andere  reelle  Punkte  von  parabolischer  Krümmung  gibt  es  nicht: 
die  Diagonalftäche  ist,  abgesehen  von  den  zehn  auf  ihr  liegenden  Penta- 
eder echpunkten,  überall  hyperbolisch  gekrümmt. 

Die  Geraden   der  Fläche   bilden   auf    derselben   eine  Eeihe  von  Vier- 


'^)  [Legt  man  durch  eine  Gerade  der  Fiaohe  dritter  Ordnung  beliebige  Ebenen, 
so  Bchneidet  jede  derselben  die  Fläche  noch  in  einem  Kegelschnitt.  Läuft  die  Ge- 
rade duroh  keinen  Knotenpunkt,  so  bestimmen  die  reellen  Schnittpunkte  dieser  Kegel- 
schnitte auf  dec  Geraden  eine  Punktiavolution,  die  entweder  zwei  getrennte  reelle 
oder  zwei  konjugiert  imaginäre  Doppelpunkte  hat  (hyperbolieche  bzw.  elliptiBohe  In- 
volution). Diese  Doppelpunkte  hat  Steiner  mit  dem  merkwürdigen  Namen  Aaym- 
ftotenyimkte  bezeichnet.  Im  Falle  zweier  reeller  Asymptotenpunkte  berühren  in  diesen 
zwei  Kegelschnitte  die  Gerade.  Diese  Kegelschnitte  trennen  die  Kegelschnitte  mit 
reellen  Schnittpunkten  von  denen  mit  imaginären  Schnittpunkten.  Maa  erkennt  leicht, 
daß  die  reellen  Asymptotenpunkte  Punkte  der  parabolischen  Kurve  der  Fläche 
sind,  in  denen  die  Gerade  die  Kurve  berührt.  —  Läuft  die  Gerade  durch  einen,  Knoten- 
punkt, so  geht  aach  jeder  der  genarmten  Kegelschnitte  durch  diesen  Punkt;  wir 
tabeB  eine  parabolische  Involution  mit  zusammenfallenden  Doppelpunkten.  Läuft 
die  Gerade  durch  zwei  Knotenpunkte,  so  gelit  jeder  Kegelschnitt  durch  diese  beiden 
hindurch.  Nur  in  der  festen  Tangentialebene  der  Fläche  längs  der  Geraden  gibt  es 
keine  bestimmten  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt,  da  dieser  in  ein  Geradenpaar 
ausgeartet  ist,  dessen  eine  Gerade  mit  der  Verbindungslinie  der  Knoten  identisch 
ist.     Die  Involution  ist  singulär  geworden.] 

'■')  In  einem  solchen  isolierten  Punkte  einer  parabolischen  Kurve  berührt  jede 
Tangente  dreipunktig,  jeder  durch  denselben  durchgelegte  ebene  Schnitt  der  Fläche 
hat  dort  eine  Wendung.  Drei  unter  den  Tangenten  sind  vierpunktig  berührend;  im 
Falle  der  Flächen  dritten  Grades  müssen  sich  also  in  einem  solchen  Punkte,  wie  es 
hei  der  Diagonalfläche  in  der  Tat  geschieht,  drei  Gerade  der  Fläche  kreuzen. 
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ecken.  Jedes  solche  Viereck  hat  zu  aufeinander  folgenden  Kanten  zwei 
Gerade  der  ersten  und  weiterhin  zwei  Gerade  der  zweiten  Art.  In  jedem 
der  zehn  Pentaedereckpunkte  stoßen  sechs  solcher  Vierecke  zusammen;  die 
2  -  6  Kanten  zweiter  Art,  welche  sie  besitzen,  gehören  nur  sechs  Linien 
der  zweiten  Art  an,  so  daß  der  Eckpunkt  von  einem  (windschiefen)  Sechs- 
seit  von  Geraden  zweiter  Art  umgeben  ist.  Äußer  den  6  ■  10  =^  60  an  die 
Eckpunkte  hinanreichenden  Vierecken  finde  ich  noch  60  andere,  so  daß 
die  Zahl  der  überhaupt  vorhandenen  vierseitigen  Felder,  in  welche  die 
Fläche  durch  die  27  Geraden  zerlegt  wird,  120  beträgt^*). 


§11. 
Übertragung  auf  die  allgemeine  Fläche  mit  37  reellen  Geraden. 

Die  bei  der  Diagonalfläche  erkannten  Eigenschaften  können  nun  un- 
mittelbar für  die  Flächen  dritten  Grades  mit  27  reellen  Geraden  überhaupt 
verwertet  werden,  indem  man  überlegt,  wie  sich  dieselben  ändern  werden, 
wenn  man  die  Diagonalfläche  beliebigen  Deformationen  unterwirft,  ohne 
daß  ein  Zusammenfallen  von  geraden  Linien  stattfindet  oder  (was  dasselbe 
ist)  ein  Knotenpunkt  entsteht. 

Zuvörderst  ist  ersichtlich:  die  Verteilung  der  reellen  Asymptotenpunkte 
auf  die  Geraden  der  Fläche  ist  bei  dm  Flächen  mit  27  Geraden  üherhawpt 
so  tvie  bei  der  Diagonalfiäche.  Denn  jede  Fläche  mit  27  Gferaden  läßt 
sich  aus  jeder  anderen  und  also  auch  aus  der  Diagona!fläche  ableiten,  ohne 
daß  eine  Flache  mit  Knotenpunkt  dazwischen  tritt.  Sollten  nun  bei  dieser 
Ableitung  Asymptotenpunkte,  die  vorher  reell  waren,  imaginär  werden  oder 
umgekehrt,  so  müßten  sie  vorher  zusammenfallen.  Wenn  aber  auf  einer 
Geraden  die  Asymptotenpmikte  zusammenfallen,  so  hat  die  Fläche  dort 
notwendig  einen  Knotenpunkt.  Denn  die  Asymptotenpunkte  sind  harmo- 
nisch zu  jedem  Punktepaar,  in  welchem  die  bez.  Gerade  von  einem  Kegel- 
schnitte der  Fläche  getroffen  wird,  der  in  einer  beliebig  durch  die  Gerade 
hindurchgelegten  Ebene  liegt  usw. 

Auf  jeder  Fläche  mit  27  G&'oden  gibt  es  also  eine  Doppelsecks  von 
Geraden  mit  imaginären  Asymptotenpunkten,  die  15  übrigen  Geraden 
hohen  reelle  Asymptotenpunkte.  Bezeichnet  man  die  ersteren,  wie  bei  der 
Diagonalfläche,  mit  1,  2  ■  ■  bez.  l',  2'-  -,  so  geben  die  Schemata  A,  B  des 
vorigen  Paragraphen  die  von  den  Geraden  der  anderen  Art  gebildeten 
Dreiecksebenen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Verteilung  der  Geraden  und  den  Verlauf  der 
parabolischen  Kurve  auf  der  allgemeinen  Fläche,     Zu   diesem  Zwecke  sei 

^*)  C^g'-  die  unten  in  Zusatz  II  gegöbcnen  Auafühmngen,) 
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daß  die  Fläche  zunächst  wenig  von  einer  Diagonalfläelie 
abweiche.  Dann  ist  der  einzige  Unterschied  in  der  Verteilung  der  Geraden 
der,  daß  die  drei  Geraden,  welche  sieh  bis  dahin  in  den  Pentaederecken 
schnitten,  nunmehr  ein  Dreieck,  aber  (zunächst)  ein  kleines  Dreieck  zwischen 
sich  einschließen.  Von  den  sechs  Vierecken  der  Fläche,  die  in  dem  gemein- 
samen Schnittpunkte  zusammenstießen,  sind  drei  zu  Fünfecken  geworden; 
die  Fläche  wiid  also  durch  die  geraden  Linien  in  zehn  Dreiecke,  90  Vier- 
ecke, 30  Fünfecke  zerlegt.  Die  drei  Asymptotenpunkte  der  drei  sich  in 
einem  Punkte  schneidenden  Geraden,  die  bis  dahin  vereinigt  waren,  sind 
in  drei  Punkte  auf  den  Seitun  des  kleinen  Dreiecks  auseinandergerückt. 
Der  isolierte  Punkt  der  parabolischen  Kurve  hat  sich  zu  einem  kleinen 
in  das  Dreieck  eingeschriebenen  Ovale  erweitert  (denn  imaginär  kann  er 
nicht  geworden  sein,  da  die  Asymptotenpunkte,  in  denen  ein  Zweig  der 
parabolischen.  Kurve  berühren  soll,  reell  geblieben  sind).  Die  paraboUsoke 
Kurve  besteht  also  aus  zehn  Ovalen,  welche  bezüglich  in  die  durch  das 
Schema  B  bezeichneten  Dreiecke  eingeschlossen  sind;  das  Schema  A  be- 
zeichnet fünf  Dreiecksebenen,  welche  je  sechs  dieser  Ovale  berühren.  Auch 
die  Lage,  welche  das  Pentaeder  der  neuen  Fläche  angenommen  hat,  laßt 
sich  näherungs weise  angeben.  Die  Hessesche  Fläche,  welche  in  den 
Pentaedeieck punkten  Knotenpunkte  hat,  schneidet  die  Fläche  dritten  Grades 
nach  zehn  getrennten  Ovalen.  Die  Fläche  dritten  Grades  ist  durch  leichte 
Defonnation  aus  der  Diagonalfläche  entstanden,  bei  der  an  Stelle  dieser 
Ovale  isolierte  Punkte  auftraten,  die  eben  selbst  die  Knotenpunkte  der 
Hesseechen  Fläche  vorstellten.  Infolgedessen  sind  die  zehn  Ovale  der 
neuen  Fläche  die  Durchschnitte  derselben  bez.  mit  den  zehn  von  den 
Knotenpunkten  der  Hesse  sehen  Fläche  sich  erhebenden  kegelartigen 
Stücken  derselben  (welche  näherungsweise  durch  die  Tangentenkegel  in  den 
bez.  Knotenpunkten  dargestellt  werden).  Aber  auf  diesen  Stücken  ver- 
laufen jedesmal  drei  Kanten  des  durch  die  Knotenpunkte  bestimmten 
Pentaeders,  denn  diese  Kanten  gehören  der  Hesseschen  Fläche  ganz  an. 
Das  Pentaeder  unserer  Fläche  liegt  also  in  der  Nähe  der  durch  das 
ScJiema  A  bezeichneten  fünf  Dreiecksebentn,  derart,  daß  seine  Kanten  zu 
drei  jedes  der  zehn  Ovale  der  parabolischen  Kurve  treffen. 

Die  hiermit  bezeichneten  Verhältnisse  übertragen  sich  nun  ohne  weiteres 
auf  die  allgemeine  Fläche  mit  27  Geraden.  In  der  Tat  können  sie  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  eine  beliebige  Deformation  der  Fläche,  bei  der 
die  27  Geraden  getrennt  bleiben,  eintreten  läßt.  Die  Verteilung  der  Ge- 
raden auf  det  Flache  kann  keine  andere  werden,  es  können  höchstens  drei 
Gerade  erstei  Alt,  die  sich  bei  der  Diagonalfläche  in  einem  Punkte  schnitten, 
wieder  m  emen  Punkt  zusammenrücken  (was  unwesentlich  sein  würde). 
Denn  es  können  nie  drei  Gerade  verschiedener  Art  sich  in   einem  Punkte 
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sehneideii,  weii  sonst  dieser  Punkt  ein  gemeinsamer  Asymptotenpunkt  wäre 
und  also  gerade  Linien,  welche  vorher  imaginäre  Asymptotenpunkte  be- 
saßen, nunmehr  reelle  hätten  usw.  Die  Zahl  der  Ovale  der  parabolischeti 
Kurve  ist  immer  zehn;  es  kann  sich  höchstens  ein  oder  das  andere  Oval 
in  einen  isolierten  Punkt  zusammenziehen,  was  nicht  in  Betracht  kommt. 
Denn  kein  Oval  kann  verschwinden  —  es  bleiben  ja  die  Asymptotenpimkte, 
in  denen  es  berührt,  reell  — ,  es  können  sich  nie  zwei  Ovale  vereinigen  — 
denn  jedes  Oval  ist  von  einem  Sechsseit  von  geraden  Linien  umgeben, 
welche  keine  reellen  Asymptotenpunkte  besitzen,  und  das  also  von  dem 
Ovale  nie  ubei  «chi  itten  weiden  kann,  —  es  darf  endlich  auch  nie  ein  Oval 
neu  entstehen  denn  dasselbe  müßte  aus  einem  neuen  isolierten  Pimkte 
hervorgehen  und  em  solchei  würde  (wie  oben  in  einer  Note  bemerkt)  einen 
neuen  Kreuzungspunkt  von  drei  Geraden  der  Fläche  bedeiiten,  der  doch 
nicht  auftreten  <(olI  Dip  Beziehung  des  Pentaeders  zur  Fläche  ist  die- 
selbe geblieben.  Denn  waren  einmal  die  zehn  Ovale  den  zehn  Knotenpunkten 
einzeln  zugeordnet,  so  kann  dies  Verhältnis,  solange  die  zehn  Ovale  einzeln 
erhalten  bleiben,  keine  Änderung  erleiden. 

Es  begründen  diese  Beziehungen  inabesondere  noch  den  Satz,  der  die 
Wichtigkeit  der  Diagonalfläche  gerade  für  Untersuchungen  der  vorliegenden 
Art  kennzeichnet:  Eine  Fläche  dritten  Orades  mit  27  reellen  Geraden  kann 
nur  auf  eine  kontinuierliche  Weise  in  eine  Diagonalfläche  übergeführt 
werden  fabgesehen  von  den  120  Kollineationen  der  Diagonalfläche  in  sich]. 
Das  Pentaeder  derselben  entsteht  aus  den  fünf  Dreiecksebenen  Ä,  welche 
bez.  je  sechs  der  zehn  parabolischen  Ovale  berühren. 

§12. 

Die  Eatstchung  der  riä«he  mit  37  Geraden  aus  der  Fläche  mit 

vier  Knoten. 

Wenn  wir  nach  §  2  eine  Fläche  mit  37  Geraden  aus  einer  mit  vier 
Knoten  ableiten,  so  werden  die  zehn  elliptisch  gekrümmten  Teile  der  Fläche 
in  folgender  Weise  erzeugt.  Vier  derselben  werden  durch  die  vier  Seiten- 
felder des  ursprünglich  elliptischen  Flächenteüs  (der  tetraederähnlich  ge- 
staltet war)  hervorgebracht.  Die  sechs  anderen  entstehen  an  denjenigen 
Stellen  des  ursprünglich  hyperbolischen  Teiles,  in  denen  die  drei  einfach 
zählenden  Geraden  der  Fläche  von  den  sechs  Tetraederkanten  geschnitten 
werden. 

Die  Ebene  der  einfach  zählenden  Geraden  gibt  also  eine  der  fünf 
Dreiecksebenen  A  ab,  die  den  fünf  Pentaederebenen  benachbart  sind,  wie 
das  mit  dem  Umstände  stimmt,  daß  für  die  Fläche  mit  vier  Knoten  jene 
Ebene  geradezu  eine  Pentaederebene  ist. 
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Will  man  daher  iiiitersudien,  wie  oft  eme  Flaihe  mit  27  reellen  Ge- 
raden aus  der  Fläche  mit  vieu  Knoten  abgeleitet  weiden  kann,  bo  hat  man 
von  vornherein  fünf  Klassen  solcher  Ableitungen  zu  unter  =!chei den,  je  nach 
der  Dreieeksebene  A,  welche  man  aiia  dei  Ebene  der  emfach  zahlenden 
Geraden  hervorgehen  lassen  will.  Aber  man  überzeugt  sich,  daß  jede  solche 
Klasse  nur  eine  Art  enthält,  daß  eine  Flache  mti  27  reellen  Geraden  vherhawpt 
nur  in  fünf  Weisen  aus  einer  Fläche  mit  vier  Knoten  gewonnen  werden 
Icann.  Als  solche  fünf  Flächen  mag  man  dann  geradezu  diejenigen  nehmen, 
deren  Pentaeder^')  mit  den  fünf  Dreiecksebenen  A  zusammenfällt. 

Um  dies  zu  begründen,  betrachte  ich  die  Gruppe  der  24  Geraden, 
die  bei  der  Auflösung  der  Knoten  einer  Fläche  mit  vier  Doppelpunkten 
aus  den  Tetraederkanten  entstehen,  Eine  solche  Gruppierung  läßt  sich 
aus  den  24  Geraden,  die  von  den  27  bleüien,  wenn  man  die  drei  in  einer 
Ebene  A  gelegenen  fortnimmt,  nur  einmal  bilden,  und  darin  Uegt  der  Beweis. 

Diese  Gruppierung  ist  nämlich  folgende.  Die  drei  Kanten,  welche 
durch  einen  Knoten  hindurchgingen,  ergeben  bei  der  Auflösung  eine  Doppel- 
seclis.  Je  drei  Linien  aus  jeder  Sechs  derselben  haben  reeUe,  die  drei 
anderen  imaginäre  Asymptofcenpunkte,  Die  vier  Doppelsechsen,  welche  den 
vier  Knotenpunkten  entsprechen,  haben  je  vier  Gerade  gemein,  darunter 
zwei  und  nur  zwei  mit  reellen  Asymptotenpunkteii.  Die  Linien  einer 
Doppeisechs,  welche  reelle  Asymptotenpunkte  haben,  berühren  unter  den 
sechs  Ovalen  der  parabolischen  Kurve,  welche  in  der  JTähe  der  Ebene  der 
einfach  zählenden  Geraden  entstehen,  solche  drei,  welche  nicht  (auch  nicht 
annähernd)  [von  einer  geraden  Linie  getroffen  werden]. 

Sondern  wir  aber  aus  den  27  Geraden  drei  in  einer  Ebene  A  ge- 
legene, etwa 

12,     34,     56, 

aus,  so  lassen  sich  die  übrigen  24  nur  in  einer  A¥eise  in  vier  Doppelseehsen 
gruppieren,  welche  diesen  Forderungen  genügen.  Bei  der  Bezeichnung  der 
Geraden,  die  ich  an  dem  Weilerachen  Modelle  der  Diagonalfläche  ange- 
bracht habe,  sind  dies  die  folgenden: 

1       3       5     46     62     24 

35     51      13       2'      4' 6^ 

1       4       6     35     52     23 
46     61     14       2'      3'      5' 


")  Eine  Fläche  mit  vier  Knoten  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  voUständig  bestimmt, 
wenn  ihr  Pentaeder  bekannt  und  eine  Entsoheidung  darüber  getroffen  ist,  welche 
Pentaederebene  die  einfach  zählenden  Geraden  enthalten  soll.  Zu  einem  Pentaeder 
gehören    also   fünf  Flächen     mit   vier   Knoten.     [Vgl.    Rodenberg,    Math.  Annale«, 

Bd.  U  (1878/79).     Ihre  Gleichung  ist  z.  B,  x^ -i-x^ -\-x§ -l-x^ +  ^^  =0.] 
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Die  Doppelsechsen,  welche  in  dieser  Weise  bei  den  fünf  Wiederher- 
leitungen  einer  Flache  mit  27  Geraden  auftreten,  sind  übrigens  nicht  in 
der  Zahl  20,  sondern  nur  in  der  Zahl  10  vorhanden,  indem  jede  Doppel- 
sechs zweimal  benutzt  wird.  Bezeichnet  man  die  eben  genannten  (in  ver- 
ständlicher Weise)  durch: 

T35,     146,     245,     236, 
so  gibt  es  außerdem  die  folgenden  sechs: 

123,     124,     156 

256 ,     345 ,     346 
und  dieselben  verteilen  sich  auf  die  fünf  Ebenen  A  in  der  folgenden  Weise : 


Ebene 

Doppelseohs 

12,  34, 

56 

135,   146,  245, 

236 

13,  25, 

46 

124,  156,  236, 

345 

14,   26, 

35 

123,  156,  245, 

346 

15,  24, 

36 

123,  146,  256, 

345 

16,  23, 

45 

124,  135,  256, 

346 

§13. 
Von  den  ebenen  Schnitten  der  Mäche  mit  27  reellen  Geraden. 

Auf  Grmid  der  bisherigen  Erörterungen  wird  es  möglich,  die  Gesamt- 
heit der  ebenen  Schnitte,  welche  eine  Fläohe  mit  27  Geraden  zeigt,  zu 
klassifizieren.  Ich  muß  mich  freilich  darauf  beschränken,  hier  die  Resul- 
tate einfach  anzugeben,  da  eine  genaue  Herleifcung  derselben  ohne  die 
durch  ein  Modell  ermöglichte  konkrete  Anschauung  zum  mindesten  sehr 
weitläufig  erscheint. 

Der  ebene  Schnitt  einer  Fläche  dritter  Ordnung  zeigt  als  Kurve 
dritter  Ordnung  entweder  nur  einen  zusammenhängenden  Kurvenzug  (mit 
drei  Wendungen)  oder  er  besitzt  außerdem  ein  Oval.  Die  Ebenen,  welche 
die  Fläche  nur  nach  einem  Zuge  achneiden,  bilden  nun,  wie  sich  zeigt, 
eine  zusammenhängende  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen.  Von  ihr 
werden  ebenfalls  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeiten  solcher  Ebenen, 
die  in  Kurven  mit  Oval  sehneiden,  eingeschlossen. 

Diese  Ebenen  selbst  zerfallen  zunächst  in  drei  Gruppen,  deren  jede 
wieder  in  eine  größere  Zahl  getrennter  Mannigfaltigkeiten  geteilt  ist.    Dad 
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Oval  wird  nämlich  entweder  von  keiner  Geraden  d     Fl    }    od  Jf 

oder  von  sechzehn  getroffen. 

Daß  Merinit  in  der  Tat  alle  Möglichkeiten  er    h  pft        1        I  h 
treten  können,  wenn  man  Durchs  chnittskurven  mit  D  i  ^  Ip     1 1  1 1 

beachtet,  ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung  1  1     t  AJ 

bildung  der  Fläche  auf  eine  Ebene.  Der  ebene  S  h  tt  }  Id  t  h  b 
kanntüch  ab  als  Kurve  dritter  Ordnung,  die  d  h  h  E  l  t  I 
punkte  hindurchgeht.     Er  wird  überdies,    je  nachl  Z 

oder  aus  zwei  Teilen  besteht,    eine   ebenso    besch  ff        B  Idku         1   f 
Beschränken  wir  uns  also  auf  Bildkurven,  die  aus  T   1 

Ovale  und  einem  Zuge  mit  drei  Wendungen  besteh        El  1  h 

eine  Eeihe  von  Möglichkeiten  bezüglich  der  Vert  1  g  1  F  1  t  I 
punkte  auf  die  beiden  Kurventeile  vor;  das  Oval  k         Ol  bF     d 

mentalpunkte  enthalten.    Man  beweist  nun  ziuiäch  t    Dis  0  al  1       b 
Bildes   entspricht   dem  Ovale  der  räumlichen  K  der  d  d 

Teile   derselben,    je   nachdem    es   eine   gerade   od  gerr   l     Z  hl 

Fundamentalpunkten  enthält.     Enthält  nämlich    d      0     1  gl 

Zahl,  so  wird  es,   nach  Grundsätzen  der  Analysis     t  ]   1      L. 

die  durch  die  sechs  Fundamentalpunkte  geht,  noch  m  Pui  kt       1 

in  einer  ungeraden  Zahl  von  Punkten  geschnitten;  d  ttej      1     d 

liehe  Kurvenzug  wird  also   von   jeder  Ebene    euim  1     d  g    id 

Anzahl  von  Malen  getroffen,  d.  h.  er  ist  ein  Kurvenz  g  m  t  dr     W      i 
kein  Oval.    Umgekehrt  beweist  man,  daß  das  Oval  d        b  Ell  1 

das  Oval  des  räumlichen  Schnittes  einander  entspre  h  t 

gerade  Zahl  von  Fundamentalpunkten  enthält.  —   I    1        m  h  d 

Regel  bedient,  ersieht  man  sofort,    daß  die  räuml   h      S  1     tt     mt  0     1 
eben  in  die  drei  Arten  zerfallen,  die  dadurch  chai  kte        rt       d    d  ß  d 
Oval  bez.  von  keiner  Geraden,  oder  von  zwölf  (die  D  pj   1     1     b  Id     ) 

oder  von  sechzehn  Geraden  geschnitten  wiid 

Ebenen,  welche  nach  Kurven  mit  Oval  sehn    d  laß    d      0     1 

keiner  Geraden  begegnet,  erhält  man  z.  B     wenn  d      0     1  f 

eine   der   zehn    elliptisch   gekrümmten  Paitien    d       Fl    1  I     t      ^ 

überzeugt  sich  dann  femer,  daß  dies  die  einzigen  Fb  1  Ait       d 

die  bez.  Ebenen  konstituieren  also  zehn  getrenntp  M       igf  It  jk    t 

Ebenen,  deren  Oval  einer  Doppelsechs  begegn  t       h  It  m       l     p   1 
weise,  wenn  man  die  Fläche  zunächst  in  eine   sol  h  t  m  Kn  t 

punkt  überleitet  und  dann  einen  ebenen  Schnitt  legt    f      d       d   se   K     t 
punkt  ein  isolierter  Punkt  ist.    Geht  man  sodann  z  \       gl   h      Fl    h 

zurück,  so  hat  man  einen  Schnitt,  dessen  Oval  von  den  Linien  derjenigen 
Doppelsechs  getroffen  wird,  welche  aus  den  sechs  durch  den  Knotenpunkt 
verlaufenden  Geraden  entstanden  ist.    Jede  der  zehn  im  vorigen  Paragraphen 
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aufgezählten  Doppelsechaeti  gibt  zu  solchen  ebenen  Schnitten®")  Veranlassung. 
Man  kann  wiederum  beweisen,  daß  diese  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  daß  also  . 
auch  die  Ebenen  dieser  Art  zehn  getrennte  Mannigfaltigkeiten  konstituieren. 

Es  gibt  ferner  fünfzehn  MannigfaMgkeiten  vonEhevAn,  deren  Oval  von 
sechszehn  Geraden  getroffen  wird.  Man  überzeugt  sich  hiervon  einmal,  indem 
man  zn  den  Flächen  mit  vier  Knoten  zurückgeht.  Jede  der  fünf  Flächen 
mit  vier  Knoten,  aus  denen  die  allgemeine  Fläche  entstehen  kann,  hat 
dreierlei  Schnitte,  die  beim  Übergänge  Durchschnittskuiven  der  gewünschten 
Alt  geben:  diejenigen  Schnitte,  welche  den  elliptischen  Teil  der  Fläche  mit 
vier  Knoten  so  treffen,  daß  die  Knoten  in  zwei  Gruppen  von  zwei  zerlegt 
werden.  Andererseits  erhält  man  Schnitte  der  gewünschten  Art,  wenn  man, 
was  ersichtlich  möglich  ist,  durch  jede  der  15  Gferaden  mit  reellen  A8)Tnptoten- 
punkten  Ebenen  hindurchlegt,  welche  Kegelschnitte  enthalten,  die  der  bez. 
Geraden  nicht  begegnen,  —  und  wenn  man  weiterhin  diese  Ebene  etwas 
verschiebt,  so  daß  sie  eine  eigentliche  Kurve  dritter  Ordnung  enthält. 

Diese  Unterscheidung  der  ebenen  Schnitte  liefert  die  Einteilung  der 
Flächen  mit  27  Geraden  nach  dem  Ünendlichweiten.  Sieht  man  von  Flächen 
mit  parabolischen  Ästen  ab  (welche  die  unendlich  ferne  Ebene  berühren), 
so  hat  man  bei  den  Flächen  mit  27  reellen  Geraden  vier  Alten  zu  unter- 
scheiden. Das  Wienersche  Modell  gehört  zu  der  Art,  welche  die  unend 
lieh  ferne  Ebene  in  einem  zusammenhängenden  Kurvenzuge  trifft  Eben- 
dahin gehört  die  Fläche,  die  man  aus  der  Fläche  mit  vier  Knoten  ableiten 
wird,  wie  sie  in  Fig.  1  dargestellt  ist.  Das  von  Herrn  Neesen  angefertigte 
Modell  einer  Fläche  mit  vier  Knoten,  dessen  oben  Erwähnung  geschah, 
würde  eine  Fläche  mit  27  Geraden  angeben,  die  das  Unendlichferne  in  einer 
Kurve  mit  Oval  trifft,  so,  daß  das  Oval  von  zwölf  Linien  geschnitten  wird.  — 

§u. 

Von  den  Haupttangentenkurven  der  Fläche   mit  27  reellen   Geraden. 

Die  Aufgabe,  auf  einem  Modelle  einer  Fläche  mit  27  reellen  Geraden  die 
Haupttangentenkurven  zu  zeichnen,  ist  praktisch  nicht  zu  schwer  auszufüluren, 
da  die  27  Geraden  selbst  Haupttangentenkurven  vorstellen.  In  der  Tat  ist  der 
Verlaut  der  bez  Kurven  nnerhalb  dei  Vierecke   welche  von  den  Geraden  dei 

'"')  Ein  Modell  eirn,r  Flaohe  mit  tTöradeii  zeigt  eine  Ee  he  von  Durchgängen 
oder  „Offningeii"  Auf  den  Partien  der  flache  wclchp  an  diese  Durchgange  an 
grenzen  verlaufen  eben  die  Ceraden  einer  der  zehn  DnppilseehRen  Tode  solche 
Doppelaecha  giht  zu  einem  Dur  hgange"  Veranlassung  ob  derselbe  aber  in  dem 
Modelle  ohne  weiteiei*  ernichthch  ist  hangt  einmal  VDn  der  Beziehung  zum  Lnendhch 
weiten  ah  die  man  bei  der  KonRtruLtion  dea  Modells  zugrunde  gelegt  hat  dann  abei 
auch  daion  welche  Seite  der  im  tödlichen  gelegenen  Partie  der  Flache  man  als  außeie 
welche  als  innere  betrachten  will  [Vgl  die  Abhandlung  \un  Zeutl  en  m  den  Math 
Annalen    Bd    8  (18741  und  den  mten  folgen  len  Zusatz  II  ] 
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Fläche  eingeschlossen  werden,  durch  diese  Bemerkang  durchaus  bestimmt,  d.  h. 
schematisch  bestimmt.  Nur  bez.  der  Dreiecke  und  Fünfecke,  welche  an  die 
•parabolische  Kurve  angrenzen,  wird  eine  anderweitige  Überlegung  notig.  Das 
Resultat  derselben,  das  dui'ch  Fig.  8  veranschaulicht  ist,  mag  hier  um  so  lieber 
mitgeteilt  werden,  als  dasselbe  einen  Beitrag  ziir  Theorie  der  Haupttangenten- 
kurven überhaupt,  noch  allgemeiner,  zur  Theorie  der  singulären  Lösungen 
von  DifEerentialgleichnngen  erster  Ordmnig  zwischen  zwei  Variabein  abgibt. 


In  Fig.  8  bezeichnet  die  punktierte  Kurve  eins  der  zehn  Ovale  der 
parabolischen  Kurve;  die  drei  geradlinigen  Tangenten  stellen  drei  Gerade 
der  Fläche  vor,  die  sechs  umschließenden  Geraden  repräsentieren  das  wind- 
schiefe Sechsseit,  in  welches  das  Oval  eingeschlossen  ist.  Die  ausgezogenen 
Kurven,  zusammen  mit  diesen  Geraden,  sind  Haupttangentenkurven.  Die- 
selben haben  auf  der  parabolischen  Kurve  (wie  das  schon  sonst  bekannt 
war,  vgl.  Abh.  VI  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe,  S.  92)  Spitzen;  in  den 
As3Tnptotenpunkten  de:'  drei  Geraden  sind  aber  diese  Spitzen  in  Selbst- 
beriihi-ungspunkte-  übergegangen.  Solcher  Selbstberuhiungspunkte  treten 
auf  der  parabolischen  Kurve  einer  Fläche  m-ter  Ordnung  im  allgemeinen 
eine  endliche  Zahl  auf.  Es  sind  die  Punkte,  in  denen  sich  die  parabolische 
Kurve  und  die  Kurve  vierpunktiger  Berührung  bp£;egnen 
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§15- 

Einige  allgemeine  Sätze  über  die  (üestalteii  algebraischer  Kurven  und, 
Flächen. 

Die  geschlossenen  Kui^ven  der  Ebene  hat  man  in  projektiv! schein 
Sinne  in  zwei  Klassen  zu  teilen,  in  paare  und  unpaare  Kurven ^^).  Zu 
den  unpaaren  Kurven  gehört  z.  B.  die  gerade  Linie,  sowie  der  Zug  mit 
drei  Wendungen,  der  bei  den  Kurven  dritter  Ordnung  auftritt.  Als  ein 
Beispiel  für  eine  paare  Kurve  mag  man  jede  im  Endlichen  verlaufende 
geschlossene  Kurve  betrachten.  Man  hat  für  diese  Kurven  und  ihre  gegen- 
seitigen Beziehungen  eine  Reihe  allgemeiner  Sätze  (vgl.  v.  Staudts  Geo- 
metrie), von  denen  hier  nur  der  eine  angeführt  sein  soU: 

Zwei  Kurven  schneiden  sich  notwendig,  wenn  beide  unpaar  sind, 
■und  zwar  in  einer  unpaaren  Anzahl  von  Punkten.  Ist  eine  von  zwei 
Kurilen  eine  paare,  so  haucTien  sich  die  Kurven  nicht  zu  treffen;  tun 
sie  es,  so  geschieht  es  tn  einer  paaten  Anzahl  von  PmiMen. 

Man  kann  hieran  einen  Schluß  über  die  Glestalten  der  ebenen  al- 
gebraischen Kurven  ohne  vielfachen  Punkt  oder,  wenn  man  will,  der  all- 
gemeinen durch  eine  dleichung  zwischen  Punktkoordinaten  gegebenen 
Kurven  knüpfen.  Da  eben  kein  \ieUa<her  Punkt  vorhanden  sein  soll,  da 
ferner  die  Kurve,  je  nachdem  ihre  Ordnung  gerade  oder  ungerade  ist,  von 
einer  geraden  Linie  in  ein«  piaien  oder  unpaaren  Zahl  von  Schnittpimkten 
getrofEen  werden  muß,  so  kommt 

Kurven  gerader  Ordnung  enthalten  keinen,  Kurven  ungerader  Ordnung 
einen  und  nur  einen  uiipaaien  Zug,  dtc  Zahl  der  etwa  vorhandenen 
paaren  Züge  ist  [noch  erit  dujch  u-etteie  Betrachtungen  zu  beschränken]^^). 

Entsprechende  "Überlegungen  kann  man  mit  Bezug  auf  geschlossene 
Flächen  anstellen.  Bei  ihnen,  wie  bei  den  Kurven  im  ßaume,  hat  man, 
nach  V.  Staudt,  ebenfalls  paaie  und  unpaaie  zu  unterscheiden.  Eine  unpaare 
Fläche  und  eine  unpaaic  Kurve  sthneiden  sich  notwendig.  Eben  dieser 
Umstand  begründet  aber  noch  eme  weitere  Teilung  der  paaren  Flächen: 
in  solche  nämlich,  welche  unpaare  Kurven  enthalten,  und  solche,  bei  denen 
das  nicht  der  Fall  ist.    Für  die  so  gewonnenen  drei  Flächenarten:  dÄeun- 


^')  Es  ist  wohl  v.  Staudts  VepdienBt,  auf  diesen  Unterschied  zuerst  aufmerksam 
gemacht  zu  haben  (Geometrie der  Lage,  §§  1,  3, 12  (1847)).  Andererseits  geht  Möbius 
von  demselben  aus  bei  seiner  Untei^suchung  über  die  Grundformen  der  Linien  dritter 
Ordnung  (Abhaadl.  der  Sachs.  Akademie,  1852,  [=  Werke  Bd  11    S  89— 17&]) 

^)  [Bekanntlich  hat  A,  Harnaok  später  gefunden   daß  die  Gesamtzahl  der  Zuge 

einer  ebenen  Kurve  n-ter  Ordnung  bis  ku ^ 1- 1  aufsteigen    aber  nuht  gtoßei 

werden  kann.  Siehe  seine  Abhandlung:  „"Über  die  Vielteihgkeit  der  ebenen  Kurven 
in  Bd.  10  der  Math.  Annalen  (1876),  8.  189  ff.  Hierauf  wnd  m  meinen  unter  \i,WII 
bis  XLII  folgenden  Arbeiten  wiederholt  Bezug  g 
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•paaren,  die  ■paaren,  mit  unpaaren  Kurven,  und  die  paaren  ohne  unpaare 
Kurven,  sind  etwa  Beispiele:  die  Ebene,  daa  einsehalige  Hyperboloid,  das 
Bllipsoid  (oder  das  zweisclialige  Hyperboloid),     Man  findet  sofort: 

Unpaare  Flächen  oder  auch  eine  unpaare  Fläche  und  eine  paare 
der  ersten  Art  schneiden  sich  notwendig. 

Und  liierauf  gestützt  leitet  man  den  Satz  ab: 

Flächen  n-ter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte  und  Kurven  enthalten, 
wenn  n  gerade  ist,  keinen,  wenn  n  ungerade  ist,  einen  und  nur  einen 
unpaaren  Teil.  Paare  Teile  der  eisten  Art  treten  nur  iei  den  Flächen 
einer  geraden  Ordnung  auf;  paare  Teile  der  zweiten  Art  können,  unab- 
hängig davon,  ob  die  Ordnung  der  Fläche  gerade  oder  ungerade  ist,  vor- 
handen sein.  [Die  Zahl  paarer  Teile  beider  Arten  bleibt  dann  noch 
durch  weitere  Untersuchungen  zu  beschränken.] 

Die  Flächen  dritter  Ordnnng  ohne  Knotenpunkt,  wie  wir  sie  oben 
kennen  gelernt  haben,  bestehen  nur  in  einem  Falle  (V)  aus  zwei  Teilen. 
Dei  eine  Teil  ist,  wie  er  sein -muß,  ein  paarer  von  der  zweiten  Äi't,  dec 
andere  ein  unpaarer.  Die  überall  zusammenhängenden  Flachen  der  vier 
ersten  Arten  geben  Beispiele  unpaarer  Flächenteile.  Sie  haben  —  ähnlich 
wie  die  unpaaren  Kurvenzüge  der  Ebene,  die  sich  nicht  selbst  durchsetzen  — 
die  Eigenschaft,  den  Raum  unzerteilt  zu  lassen,  ihn  nur  zu  begrenzen. 

§16. 
BezlehuDgeD  zur  Analysis  Situs. 

Die  entwickelten  Unterscheidungen  bei  geschlossenen  Kurven  und 
Flächen  beziehen  sich  auf  Eigenschaften  derselben,  welche  ebensowohl  bei 
beliebigen  reellen  Kollineationen  als  bei  stetigen  Deformationen  ungeändert 
bleiben.  Es  entsteht  durch  diese  Bemerkung  überhaupt  die  Frage  nach 
solchen  Eigenschaften.  Die  Fragestellung  ist  ähniicb,  aber  nicht  dieselbe, 
wie  in  der  gewöhnlichen  Analysis  sil/us,  und  es  mag  hier  ausdrücklich  auf 
das  Gemeinsame  wie  auf  das  Unterscheidende  aufmerksam  gemacht  werden^*). 

Die  Analysis  situs  beschäftigt  sich  zunächst  nur  mit  Gebilden,  die 
durchaus  im  Endlichen  verlaufen,  indem  sie  bei  iimen  allen  als  gleichartig 
betrachtet,  was  durch  stetige  Deformation  ineinander  übergeführt  werden 
kann. ,  Besondere  Festsetzungen  sind  zu  treffen,  wenn  auch  von  Teilen  die 
Rede  sem  soll,  die  sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  diese  mit  im  End- 
lichen verlaufenden  Teilen  verglichen  werden  sollen. 

Man  wird  ganz  allgemein  eine  solche  Festsetzung  in  der  Weise  treffen 
können,    daß    man   mit   den   im   Endlichen   stattfindenden  Deformationen 

=ä)   [Vgl.  Abh,  XXVII  in  Bd.  I   dieser  Gesamtausgabe,  S.  482.] 
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irgendwelche  Transformationen  verbunden  denkt,  welche  das  Unendliche 
ins  Endliche  überführen,  und  dann  Gebilde  als  äquivalent  betrachtet,  welche 
durch  Verknüpfung  dieser  Transformationen  mit  den  Deformationen  im 
Endlichen  ineinander  übergeführt  werden  können. 

Man  hat  nun  seither  bei  derartigen  Untersuchungen,  und  zwar  (soviel 
mir  bekannt)  ohne  die  darin  liegende  Willkürlichkeit  hervorzuheben,  das 
Unendliche  so  betrachtet,  wie  es  bei  einer  Raumtransformation  durch 
reziproke  Radii  vectores  erscheint,  d.  h.  als  einen  einzelnen  Punkt.  Es 
entspricht  das  der  Art,  nach  welcher  bei  der  geometrischen  Interpretation 
von  x-\-iy  in  der  Ebene  das  Unendliche  beurteilt  werden  muß,  damit 
sich  die  geometrische  Auffassung  an  die  Vorstellung  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen anschmiegt.  Man  hat  es  bei  dieser  Anschauung  als  eine  Zu- 
fälligkeit zu  erachten,  die  sich  immer  durch  geeignete  Transformation  ver- 
möge reziproker  Radien  vermeiden  läßt,  wenn  sich  eine  Kurve  oder  Fläche 
einfach  oder  mehrfach  ins  Unendliche  erstreckt.  Die  unter scheidwng  der 
geschlossenen  Kurven  in  zwei,  der .  geschlossenen  Flächen  in  drei  Arten, 
wie  sie  für  die  projeJctivische  Anschauung  stattfand,  kommt  in  Wegfall. 

Die  Ergebnisse  dieser  Art  von  Analysis  situs  sind  daher  nicht  ohne 
weiteres  für  die  projektivische  Auffassung  zu  verwerten.  Letzterer  ent- 
spricht eine  Analysis  situs,  die  das  ünendlichfeme  durch  reelle  Kollinea- 
tionen  mit  dem  Endlichen  vergleichbar  macht,  wobei  es  als  Ebene,  allge- 
meiner ausgedrückt,  als  in  eine  Ebene  ausbreitbare  unpaare  Fläche  er- 
scheint. Für  sie  sind  die  Theoreme  der  anderen  ein  erster  Beitrag,  der 
unbedingt  für  alle  im  Endlichen  verlaufenden  Gebilde  gültig  ist;  es  treten 
aber  weitere  Unterscheidungen  ganz  neuer  Art  ein,  wie  eben  die  Einteilung 
der  Kurven  und  Flächen  in  paare  und  unpaare. 

Ein  Theorem,  das  auf  diesem  Standpunkte  eben  nur  als  ein  Anfang 
zur  Lösung  eines  allgemeinen  Problems  erscheint,  ist  das  Biemannsche 
vom  Zusammenhang  der  Flächen.  Nach  Riemann  können  zwei  ge- 
schlossene Flächen  (und  nur  von  solchen  mag  die  Rede  sein)  dann  inein- 
ander durch  stetige  Deformation  übergeführt  werden,  wenn  die  Zahl  der 
geschlossenen  Kurven,  die  man  auf  den  Flächen  ziehen  kann,  ohne  daß 
dieselben  in  Stücke  zerfallen,  beiderseits  dieselbe  ist;  das  Doppelte  der 
Zahl  dieser  Kurven  heißt  der  (außerordentliche)  Zusammenhang.  Für  die 
von  uns  geforderte  Analysis  situs  ist  das  Übereinstimmen  in  der  Zahl 
ebenso  eine  notwendige  aber  nicht  mehr  eine  ausreichende  Bedingung. 
Flächen  verschiedener  Klassen  können  niemals  ineinander  übergeführt 
werden,  auch  wenn  diese  Zahl  stimmt. 

Die  unbegrenzte  Ebene  z.  B.  wird  nach  dieser  Definition  des  Zusammen- 
hanges bei  projektivischer  Anschauung  den  Zusammenhang  2  bekommen. 
Denn  man  kann  eine  und  nur  eine  geschlossene  Kurve  in  der  Ebene  ziehen. 
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ohne  daß  dieselbe  zerfällt,  z.  B,  eine  gerade  Linie  oder  jede  unpaare  Kurve, 
welche  sich  nicht  selbst  durchsetzt;  zwei  Kurven  aber  trennen  die  Ebene 
notwendig.  Und  doch  wird  man  die  Ebene  nicht  überführen  können  in 
eine  im  Endlichen  gelegene  Ringfläche,  die  auch  den  Zusammenhang  2 
besitzt. 

Der  Unterschied  der  beiden  Flächen  ist  auch  nieht  darin  allein  be- 
gründet, daß  das  eine  Mal  eine  unpaare,  das  andere  Mal  eine  paare  Kurve 
auf  der  Fläche  gezogen  wird. 

Denn  ein  cinschaliges  Hyperboloid  hat  wie  die  Bingflächc  die  Eigen- 
schaft, daß  man  auf  der  Fläche  eine  und  nur  eine  geschlossene  Kurve 
ziehen  kann,  ohne  daß  sie  zerfällt,  und  daß  man  für  diese  Kurve  eine 
paare  Kurve  wählen  kann.  Und  doch  sind  die  beiden  Flächen  verschieden: 
das  Hyperboloid  gehört  zur  ersten,  die  Bingfläche  zur  zweiten  Klasse  der 
paaren  Flächen. 

Das  Resultat  dieser  Überlegungen  ist  also  folgendes:  Der  Zusammen- 
hang der  Flächen  ist  auch  für  die  projektiviscke  Anschauung  ein  bleibendes 
ElemeTit;  es  gibt  aber  nicht  viehr  das  ausreichende  Kriterium  für  die 
Transformierbarkeit  zweier  Flächen  ineinander  ab. 


Der  Zusanimenhang  der  Flächen  dritten  Grades. 

Herr  Schläfli  hat  in  dem  wiederholt  genannten  Aufsatze  (Annali  di 
Mat.,  ser.  II,  t.  5)  den  Zusammenhang  der  Flächen  ohne  Knoten  I,  II,  III,  IV, 
V  bez.  zu  6,  4,  2,  0,-2  bestimmt.  Diese  Bestimmung  gründet  sich  aber 
nicht  auf  die  projektiv! sehe  Auffassung  vom  Unendlichweiten,  sondern  auf 
die  andere,  die  das  Unendlichferne  als  Punkt  betrachtet.  Denn  Herr 
Schläfli  setzt  den  Zusammenhang  der  imbegrenzten  Ebene  gleich  Null, 
während  er  projektivisch  gleich  2  zu  setzen  ist,  wie  eben  bemerkt  wurde. 
Er  gewinnt  sodann  seine  Zahl  dadurch,  daß  er  die  vierte  Fläche  aus  der 
fünften,  die  dritte  aus  der  vierten  usw.  ableitet,  indem  er  zwei  bis  dahin 
getrennte  Partien"  der  Fläche  in  einem  Knotenpunkte  zusammenwachsen 
läßt.  Diese  Operationen  erhöhen  den  Zusammenhang  immer  um  zwei 
und  so  entsteht  die  Reihe  der  jedesmal  um  zwei  unterschiedenen  Zahlen 
-  2,  0,  2,  4,  6. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  projektivische  Auffassung 
behält  die  Operation,  welche  in  dem  Entstehenlassen  eines  Knotenpunktes 
mid  der  weiteren  Verwertung  desselben  besteht,  ihren  Einfluß  auf  den  Zu- 
sammenhang. Es  sind  nur  die  Zahlen  —  2,  0,  2,  4,  6  alle  um  zwei  zu 
erhöhen.    Denn  z.  B.  die  Art  IV,  die  sieh  in  eine  unbegrenzte  Ebene  aus- 
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breiten   läßt,    erhält   für  uns    den  Zusammenhaiig  2,  und  daraus  folgt  (in 
deiselben  Weise,  wie  Sehläfli  seine  Zahlen  ableitet): 


V  Ü. 
In  der  Tat  kann  man  aui  diesen  Flächen  4,  3,  2,  1,  0  geschlossene 
Kurven  ziehen,  ohne  daß  sie  in  Stücke  zerfallen,  wenn  man  sich  der  Ent- 
stehung aus  der  Fläche  mit  vier  Knoten  erinnert.  Bei  I,  II,  HI,  IV  haben 
sich  bez.  die  Fiächenteile,  die  in  4,  3,  2,  1  Knoten  aneinander  stießen, 
miteinander  vereinigt.  Um  3,  2,  1,  0  der  so  entstandenen  dünnen  Stelle 
der  Fläche  lege  man  geschlossene  Ovale.  Man  ziehe  ferner  auf  dem  ur- 
sprünglichen hyperbolischen  Teile  der  Fläche  mit  vier  Knoten  einen  ge- 
schlossenen unpaaren  Kurvenzug,  als  welchen  man  z.  B.  eine  der  einfach 
zählenden  Geraden  wählen  kann.  Dann  hat  man  auf  den  Fläcben  I,  II, 
III,  IV,  V  bez.  4,  3,  2,  1,  0  geschlossene  Kurven  gezogen,  ohne  daß  ein 
Zerfallen  der  Fläche  eingetreten  wäre.  Jede  weitere  geschlossene  Kurve 
führt  aber  ein  Zerfallen  herbei.  Der  Zusammenhang  ist  also  bez.  8,  6,  4.  2,  0. 


Erlangen,  den  6.  Juni  1873. 


[  Zusatz  I.  tiber  Flächen  dritter  Ordnung  mit  konischen  und  biplanaren 
Punkten,] 

[Zu  dem  g  5  der  vorstehenden  Abhandlung  mögen  Mer  noch  einige  Ergänzungen 
gegeben  werden,  welohe  außer  den  beim  Wiederabdiiaolc  im  Texte  durnh  eokige 
Kiammem  angezeigten  Andenmgen  notwendig  erscheinen.  Es  handolt  sich  um  die 
Frage,  bei  welchen  der  in  g  2  des  Textes  genannten  Fläüiien  (welche  aus  der  Fläche 
anit  Tier  reellen  konischen  Knoten  durcb  die  Prozesse  +  oder  —  abgeleitet  sind)  der 
Durchgang  eines  oder  mehrerer  der  konischen  Knoten  durch  die  biplanare  Form 
wjrtliob  eine  neue  Flächenart  liefert.  Die  Reduktion  der  im  Texte  als  möglich  be- 
zeichneten Arten  haben  Rodonberg  und  Hertio.g^'')  begonnen.  Sie  sind  dabei 
aber  nicht  weit  genug  gegangen. 

Die  Sache  ist  die,  daß  es'faußcr  der  Fläche  IV  mit  einem  isolierten  konischen 
Knoten,  von  welcher  der  erste  Teil  des  g  5  handelt,  nur  noch  eine,  von  den  un- 
mittelbar gewonnenen  Arten  wesentlich  verschiedene,  Art  gibt.  Bei  den  Flächen  mit 
drei  konischen  Knoten  der  Art  I  erhält  man  eine  neue  Art  I ,  wenn  man  drei  oder  einen 
der  Knoten  sich  durch  die  biplanare  Form  andern  läßt;  gehen  jedooli  zwei  Knoten 
durch    die  biplanare  Form   hindurch,    so   erhalt   man   wieder   eine  Fläche   der  Art  I. 

s'*)  Rodenberg,  Math.  Annalen,  Bd.  14,  S.  55—58  und  Herfcing  iu  seiner 
Münchener  Dissertation  „Über  die  gestalüichen  Verhältnisse  der  Flächen  dritter 
Ordnung  nnd  ihrer  parabolischen  Kurven"  (1884,  gedruckt  Angsburg  1887)  S.  34, 
28,  36—38. 
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( Die  Arten  I  und  l"  einerseits  und  I  und  I  androraeit^  des  Textes  sindalboidentiack.) 
—  Rodenberg  und  Herting  haben  bereits  gezeigt  daß  bei  den  Flachen  mit  zwei 
konischen  Knoten  nur  die  Art  II  eine  ne  le  4rt  hetem  kann  wenn  eine  der  Knoten 
sieh  durch  die  biplanare  Form   m  lert    daß  abei  keine  neue  Art  eiiteteht    wenn  dies 


beide  Knoten  tun.  Beide  haben  temei  gezeigt  daß  Vei  den  Flachen  mit  einem  nicht 
isolierten  konischen  Knoten  nur  bei  der  Art  III  der  Durchgang  duroh  die  biplanare 
Form  Anlaß  7U  einei  neuen  Art  geben  kann  Ihre  Angabe  aber  daß  diese  beiden 
Möglichkeiten  wirklich  neue  Flachenarten  liefern  lat  irrig  Bben>!0  durfte  ihr  Beweis 
für  den  Fortfall  der  andern  Mogtiohteiten  im  Faule  von  zwei  und  einem  Knoten 
nicht  stichhaltig   sein      Deshalb   soll   der  Durchgang   eines  Knoten*;   durch  die  bipla 
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nare  Form  für  Flächen  mit  eioem  oder  zwei  Knoten   im   folgenden    auch  genauer 
untersucht  werden. 

Es  mögen  zunächst  einige  spezielle  Flächen  mifc  nur  einem  biplanaren  Knoten 
genauer  betrachtet  werden.  Wir  stellen  zunächst  folgende  drei  Flächen  nebeneinander; 
(1)  3:y  =  27i{x^  +  y->). 

(3)  xy^2z{:c^  +  y^~XH^). 

Die  Gieichung  (1)  stellt,  ebenso  wie  die  weiter  unten  zu  hetraehtonde  Giei- 
ohung  (4)  eine  Linienfläche  dritter  Ordnung  dar,  deren  Erzeugende  parallel  zur  xy- 
Ebene  verlaufen.  Beide  Flächen  gehören  KU  den  zuerst  von  Plüoker*")  betrachteten 
Linienfläohen,  welche  von  den  Achsen  der  Komplexe  einer  linearen  Kongruenz  er- 
zeugt werden,  und  sind  später  von  Ball  in  seiner  Schraubentheorie  (1873)  unter  dem 
Namen  ZyliTidroiA  betrachtet  worden.  Die  Gleichung  (1)  stellt  dasjenige  Zylindroid 
dar,  dessen  Doppel  gerade  (dies-Achse)  zwei  reelle  „pineh-pointB"  trägt  und  oberhalb 
2  =  + 1  und  unterhalb  a  =  —  1  isoliert  verläuft.  Dies  Zylindroid  teilt  zusammen 
mit  der  Ebene  s  =  0  und  der  unendlich  fernen  Ebene  den  Raum  in  sechs  Kammern, 
von  denen  vier  als  flache  Kammern,  die  andern  zwei  als  hohe  Kammern  bezeichnet 
werden  mögen.  —  Die  Fläche  (2)  entsteht  aus  (1),  indem  die  Doppelgerade  ver- 
schwindet. Sie  verlauft  in  den  vier  flachen  Kammern  und  nähert  sieh,  je  weiter 
man  horizontal  ins  Unendliche  geht,  dem  Zylindroid.  Durch  den  biplanaren  Punkt  O 
der  Fläche  laufen  zwei  reelle  je  dreifach  zählende  Gerade;  außerdem  liegt  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  a;^- Ebene  auf  ihr.  Die  Fläche  gehört  zur  Art  III.  Sie  wird 
durch  die  Fig.  2  auf  S.  18  genügend  dargestellt,  —  DieFläohe  (3)  entsteht  aus  (1),  in- 
dem die  isolierten  Teile  der  Doppelgeraden  sich  aufblähen,  so  daß  sie  gleich  Rotations- 
kegeln zweiter  Ordnung  ins  Unendliehe  gehen,  Sie  verläuft  in  den  zwei  hohen 
Kammern  und  nähert  sieh  wieder,  je  weiter  man  horizontal  ins  Unendliche  geht,  dem 
Zylindroid.  Die  kegelförmigen  Teile  gehen  in  der  Umgebung  von  0  in  eigentümlicher 
Weise  in  den  zyhndroidförmigen  Teil  über.  Durch  den  biplanaren  Punkt  O  der  Fläche 
laufen  sechs  reelle  je  dreifach  zählende  Gerade.  Ein  solcher  Punkt  ist  in  Fig.  3 
dargestellt'^),  die  allerdings  nur  die  imchate  Umgehung  wiedergibt.  Die  Fläche  ent- 
hält außer  der  unendlich  fernen  Geraden  der  K^-Bbene  noch  acht  weitere  Gerade  und 
gehört  zur  Art  I.  Um  ihren  Gesamt verlaid,  der  auch  durch  das  entsprechende 
(übrigens  nicht  voll  symmetrische)  Modelt  der  Eodenbergsohen  Sammlung  nicht 
ausreichend  dargestellt  ist,  besser  überbhcken  zu  können,  ist  als  Fig.  9  eine  Per- 
spektive Zeichnung  wiedei^egeben.  Man  muß  sich  in  die  Einzelheiten  der  Figur,  die 
sich  nur  schwer  in  Worten  ausdrücken  lassen,  hineindenken*").  Am  besten  ist  es,  daß 
sieh  der  Leser  selbst  ein  Modell,  etwa  aus  Plastilin,  herstellt,  oder  zum  mindesten 
eine  kotierte  Projektion  der  Fläche  auf  die  Ebene  3  —  0  zeichnet.  Dies  ist  hei  den 
Flächen  (2)  und  (3)  sehr  leicht,  denn  ihre  Horizontalschnitte  s  =  Const,  sind  Kegel- 
schnitte, deren  Hauptachsen  in  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  zu  dem  Paar  der 
Hauptebenen  *  =  0  und  ^=0  des  biplanaren  Punktes  liegen. 

«s)  Neue  Geometrie  des  Raumes,  Teil  I  (1867),  S,  62—112,  besonders  S.  97. 

'"')  Diese  Figur  entspricht  dem  Falle  einer  sehr  weitgehenden  Abweichung  vom 
Zylindroid,  die  Eotationskegel  würden  einen  sehr  großen  Offnungswinkel  besitzen, 

. '')  Zum  Verständnis  der  Fig.  9  sei  noch  folgendes  hinzugefügt.  (Das  meiste 
hier  Gesagte  gilt  auch  für  die  Fig.  10.)  Die  Fläche  ist  durch  einen  Eotations- 
zylinder  um  die  3- Achse  einerseits  und  durch  zwei  Ebenen  2  =  +  Const.  andrerseits 
abgeschnitten.  Gezeichnet  sind  die  Schnittgeraden  mit  der  Ebene  a  =  0  und  die  Schnitt- 
kurven mit  den  Winkelhalbierenden  Ebenen  a;  +  y  =  0.  Von  der  Umrißkurve  sind  so- 
wohl der  sichtbare  als  auch  der  unsichtbare  Teil  bestimmt.  In  Fig.  9  sind  die  vier 
auf  den  kegelförmigen  Teilen  verlaufenden  Geraden  durch  den  biplanaren  Punkt  fort- 
gelassen, um  die  Figur  und  besonders  die  Umgebung  dieses  Punktes  nicht  zu  überlasten. 
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Wir  betrachten  forner  folgende  zwei  Flächoa: 

(4)  xy-2i{x^-y-'), 

(5)  xy  =  2z{x-'~y''  +  i.''z'-) 

Die  Gleichung  (4)  stellt  ein  „tordiertes"  Zylindroid  dar  deison  Doppelgorade 
(die  z-Aohae)  zwei  imaginäre  „pinch-pointB"  trägt  und  daher  nirgends  i  oliert  verlauft 
Ihre  Horizontalschnitte  hostohen  aus  einem  reclitw inkelipen  Geradenj-aai  da^  sich  in 
positivem  Sinne  um  90"  dreht,  wenn  man  die  z    4(hHe  von  unten   nach   oben   durch 


Fig.  10  a. 


Haft  Die  Fhcl  e  (4)  allen  zerteilt  den  Rau  n  nicht  zu  amm(Q  al  er  n  it  der  El  ene 
=  0  und  der  unendlich  fernen  Ebene  zerlegt  sie  ihn  in  aoht  Kammern  In  viere  i 
derselben  welche  nicht  I  enachbarfc  sind  verlauft  die  Flache  (o)  Sie  entsteht  dadurch 
aus  der  Flache  (4}  daß  deren  DoppeJgerade  imaginär  wird  und  die  Flachenmantel 
sich  oberhalb  und  untprhalh  dei  Ebene  c  =  0  ■\on  der  z  ichse  ablosen  Sie  hat  in  O 
einen  biplanaren  Knoten  durch  den  vier  reelle  je  dieitach  zahlende  Gerade  laufen 
von  denen  eine  in  der  Hauptebene  y  —  d  und  drei  m  der  Hauptebene  x  —  O  liegen 
( Um  diesen  T^'pus  des  biplanaien  P  inktes  Oer  in  g  3  den  Textes  nnr  nebenher  ei 
wuhnt  wurde  zi  veianachaulichen  sind  in  Fig  Iflb  eine  Keihe  schematiacher  Zeich 
nungen  \  on  Sehnittturven  fae  gefugt  welche  von  emer  sich  im  po-atu  en  Sinne 
um  die  Aohae  des  biplanaien  Punktes  drehenden  Ebene  lusgesohmtten  m erden)  Die 
Flache  enthdt  außer  der  unendl  ch  fernen  Ceriden  der  xy  Ebene  ncch  zwei  einlach 
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zählende  Geraden.  Rie  gehört  zur  Art  II,  Eine  perRpektive  Zeichnung  der  Flache 
ist  in  rig.  10  a  zu  wehen  Die  Honzoatalhchnitte  der  Flache  sind  gleichzeitige  H^ 
petbeln,  deren  Ä^mptoten  durch  djt  Hoiizonlalschmtte  der  Flache  (4)  gegeben  imd 
Hat  man  sieh  nun  ao  den  Verlauf  der  Flachen  (2)  (3)  und  (5}  klirgemacht 
so  ist  die  Behauptung  evident  daß  es  zu  FUchen  mit  einem  Knotenpunkt  dessen 
Kegel  reell  ist,  keine  aeuen  ilachen  gibt  («nd  zwar  fnr  alle  drei  Arten  I  II  III 
gleichermaßen).  Denn  ]cde  solche  Fl'iohe  gehört  mit  einer  derartigtn  Flache,  i 
aus  (2),  (3)  und  i  '>)  duich  Aufloiung  de"  biplanaren  Punktes  in  einen  kon 
Knoten  nach  §  4  des  Textes  entsteht  zur  gleichen  Art  Weil  aber  jede  der  Flaehen 
(2),  (3)  und  (5)  mit  sieh  selbst  zur  Deckung  kommt  wenn  man  sie  um  die  x  Ach&e 
oder  y-Achse  durch  ISO"  dreht  bo  kann  die  Auflimung  dts  biplanaren  Punkte«  in 
einen  konischen  Knoten  keine  verschiedenen  Flachenarten  liefern  nach  welehrr  doi 
beiden  verschiedenen  Seiten  hm  sie  auch  erfolgen  i 


Wir  betrachten  femer  als  Beispiel  die  Fläohenaohar  mit  dem  Parameter  o : 


+  a(a-l)(«  +  l)- 


e;. 


Lassen  wir  o  von  +1  nach  —I  laufen,  so  erhalten  wir  von  der  Fläche  (3)  aus- 
gehend'^*)  für  d>0  Flächen  von  derselben  Art  wie  (3),  während  für  (r<0  Flächen 
von  der  Art  der  Fläche  (5)  entstehen,  mit  welcher  unsere  Reihe  endet.  Nur  die  für 
ö  =  0  entstehende  Fläche 

(7)  xy^^-2zy^+2k''z=  +  kz^x 

enthalt  außer  dem  biplanaren  Punkt  in  O  noch  einen  konischen  Knoten  [im  unendlich 
fernen  Punkt  der  ai-Acbse).  Den  gestalilichen  Verlauf  dieser  Fläche  wollen  wir  uns 
jetat  klarmaoben.  Ihre  Horizontal  schnitte  z  =  const,  sind  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  kubischen  Raumkurve  y  =  i.z^,  x  =  —  izy  =  —  41z'  hegen  und  deren  Asym- 
ptoten parallel  sind  zu  den  in  der  gleichen  Ebene  liegenden  Erzeugenden  der  Linienfläohe 

(8)  ^y  =  ^2z!,\ 

Diese  zerfällt  in  die  Ebene  ^  =  0  und  das  geradlinige  Paraboloid  x  =  —  2zy,  dessen 
Seheitel  in  O  liegt,  und  dessen  Scheitelgeraden  die  y~  und  z-Acbse  sind.    Das  für  uns 

^*)  Genauer  gesagt   beginnen  wir  mit  der  durch  eine  Drehung  von  90°  um  die 
a-Aehse  aus  (3)  entstehenden  Fläche  xn  = —  2zx^~  2ey^ +211^11'. 
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m  Betracht  kommpnde  ErzPUKendensyatem  diekt  'neh  um  die  Athie  m  posifcnem 
Sinne  um  l^OS  nenn  man  ;  von  —  "v  his  +  CXJ  waohsen  laßt  so  daß  also  dai  Pira 
ho]oid  zuHammen  mit  den  Ebenen  y  =  0  :  —  0  und  der  uneodliuh  fernen  Ebene  den 
Raum  in  acht  Kammern  teilt  von  denen  \ier  nach  ölen  bzw  naeh  unten  immer 
enger  werden  wahrend  die  anderen  vier  imniei  weiter  werden  Das  Äaaloge  gilt  iur 
die  lon  den  Asymptoten  selbst  j,eluldete  Linienflaohe  Und  nun  ist  die  Sache  die 
daß  die  Flacto  (7)  fui  Weite  |  s  [  <  1  in  den  vier  weiter  werdenden,  für  Weite  |  s  >  1 
jedoch  in.  den  vier  enger  werdenden  Kammern  verlauft  wahrend  sie  für  1 1  —  1  die 
letztgenannten  Lioienfläche  in  einem  Geradenpaar  durchsetzt  Es  bleibt  noch  einigei 
über  die  reellen  Geraden  der  Fläche  (7j  zu  bemeiken  Die  j  Achse  zahlt  als  Verbin 
dungslinie  des  biplanaren  und  konischen  Knotens  sechsfach  Durch  ersteren  lauft  m 
der  Ebene  i/  =  0  noch  eine  dreifach  zahlende  Gerade  und  laufen  m  der  Ebene  y  =  i) 
noch  drei  je  dreifach  zählende  Gerade.  Durch  den  lionischen  Knoten  gehen  noch  drei 
je  aneifach  zählende  Gerade  (nnter  ihnen  die  uneiidhth  teme  Gerade  dei  Ebene 
z  =  0)  ").  Außerdem  enthält  die  Fläche  drei  emtach  zahlen  le  Gerade  '^u  Rchort  also 
zur  Art  I. 

Wir  betrachten  schließlich  die  Flächenschar 
144-(i  — 2o=— o" 


Läuft  0  von  +  1  nach  —  1,  so  ergeben  sich,  von  der  Fläche  (5)  beginnend,  für  o  >0 
Flächen  von  derselben  Art  wie  (5),  für  o<0  aber  Flächen  von  der  Art  der  Fläche 
(2),  mit  welcher  die  Reihe  schließt.  Wir  betrachten  wieder  besonders  die  Übergangs- 
fläehe  mit  o  =  Oi 

(10)  xy  =  2zx'^--*-.  2>.-'z''-\lz''y, 

welche  außer  dem  biplanaren  Punkt  0  noch  einen  konisclien  Knoten  (im  unendlich 
fernen  Punkt  der  y- Achse)  besitzt.  Die  Horizontal  schnitte  von  (10)  sind  Hyperbeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  kubischen  Kurve  x  =  "/.z^,  y  ==  ^zx  =  4?.z'  liegen,  und  deren 
Asymptotenrichtungen  durch  die  Linienfläche 

(11)  ^i,=^2zx- 

bestimmt  sind.  Diese  Linienfläche  geht  durch  eine  positive  Drehung  von  270"  um  die 
s  ichse  aus  (8)  hervor.  Analoges  gilt  von  der  neuen  und  alten  kubischen  Raumkurve. 
Also  ist  die  Raumeinteitung  durch  die  von  den  Asymptoten  selbst  gebildete  Linien- 
flache  durch  die  Ebene  s  =  0  und  die  unendlich  ferne  Ebene  ganz  die  entsprechende. 
Die  Flache  (11)  verläuft  jedoch  diesmal  durchweg  in  den  vier  enger  werdenden 
Kammern  Die  Flä«he  enthält  die  ^- Achse  als  sechsfach  zählende  Gerade.  Durch  den 
biphnaren  Punkt  geht  noch  eine  weitere  dreifach  zählende  Gerade  in  der  Ebene  ^  —  0 

"  )  "Über  die  durch  den  biplanaren  Punkt  0  der  Flächen  der  Schar  (6)  laufenden 
Geraden  laßt  sich  folgendes  aussagen.  In  der  Ebene  x  ^  0  sind  unverändert  die  drei 
Geraden  i:  0,  !.z±x  =  G  enthalten,  während  die  in  der  Ebene  j/ =  0  gelegenen  Ge- 
raden gegeben  sind  durch: 

,.^'-^.    0    ;     [^ü    v-V) 

Man  "Jieht,  daß  dies  für  o  ^  0  dre  reelle  Gerade  s  nd  von  dene  zwe  t  ir  o  =  0  zu 
sammenfallen  nährend  tur  er  <  1  e  ne  reelle  und  zne  maginare  f  erade  auftreten.  — 
Ebenso  veieinigen  sich  zwei  dre  faeh  zai  le  de  und  sech  e  nfa  he  Gerade  der 
Flachen  cf>0  bei  Entstehen  le«  Doppelpunktes  (a  0)  z  de  oben  angegebenen 
Geraden  durch  diesen  und  werden  beim  Auflösen  desselben  (o  <...  0)  ..amthch  imaginär. 
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und  eine  dreiftu?h  zählende  Gerade  In  der  Ebene  y  =  0.  Durch  den  konischen  Knoten 
lauft  noch  als  zweifach  zahlende  deiade  die  unendlicli  ferne  Gerade  der  Ebene  *,=  0^") 
Außerdem  enthalt  die  FHthe  noch  eine  emfaeSi  zahlende  Gerade  Sie  gehört  also 
zur  4rt  II 

Nun  besteht  der  Ben  eis  fui  die  liinflußlosjgkeit  des  Durchganges  eines  konischen 
Jvnotena  durch  die  biplamare  Form  auf  die  Art  einer  FlaLhe  bei  Flachen  mit  zwei 
konischen  Knoten  wiedei  dann  dah  wir  konstatieren  daß  die  Flache  |7)  bzw  ilO| 
durch  eine  Drehung  von  l^f"  «m  die  /  4chse  bzw  die  r  Afh^ie  in  iioh  übergeht 
und  daß  demnach  die  Auflosung  des  biplanaren  Knotens  in  einen  komsohen  Knoten 
gemäß  des  ^  4  det  Teitea  keine  \ erschiedenea  Flaohenarten  liefern  kann  naoh  welL-het 
der  beiden  Seiten  hm  die  Autl">aung  aurh  erfclgen  mag 

Es  bleibt  nooh  die  Fmge  zu  erledigen  bei  welch'-r  der  hier  genannten  Flachen 
mit  biplanaiem  Punkt  zwei  emandei  spiegelbildlich  zugeordnete  Flachen  zu  derselben 
Art  gehuien  'i.uf  diese  Frage  mad  Eodenbeig  und  Herting  nicht  eingegangen 
Die  Antwort  lautet  Die  Flachen  welche  mit  den  Flachen  (^i  und  |3)  zu  derselben  Art 
gehören  zerfallen  nioht  in  epiegelbildlich  vereehiedene  Arten  eben  wegen  der  Existenz 
dei  zu  sich  selbst  symmetrischen  Flachen  |2)  und  (3)  Dagegen  sind  die  Flachen 
( 'i  I  I " )  ( 10 1  wesentlich  rechts  oiientiert  und  man  kann  bi--  nicht  m  die  entsprechen 
den  bnks  orientierten  Flachen  überfahren,  ohne  daß  eine  neue  oder  höhere  Singulantat 
dabei  auftritt,  weil  die  beiden  Ebenen  des  biplanaren  Punktes  hinBiohtlich  der  in  ihnen 
liegenden  Geraden  gäuzUch  verschieden  sind.  Also  bestimmen  die  Flächen  (5),  (7),  (10| 
■and  die  aus  ihnen  ditreh  Spiegelung  hervorgehmidm  sechs  Arten. 

Man  kann  nun  noch  die  Frage  aufwerfen,  warum  die  durch  Auflösung  dieser  bi- 
planaren Punkte  in  konische  Knoten  entstehenden  Flächen  nicht  mehr  spiegelbildlich  ver- 
schiedene Arten  bilden,  wie  bereite  auf  S.  23  des  Textes  angegeben  wurde.  Die  Antwort 
lautet:  Die  Bedingung,  daß  drei  Gerade  des  biplanaren  Punktes  in  einer  Ebene  liegen, 
bzw.  daß  eine  Gerade  in  der  festen  Tangentialebene  der  Fläche  länge  der  Verbin dunga- 
geraden  des  biplanaren  und  des  konischen  Knotens  liege,  stellt  eme  Einschränkung 
für  die  Beweglichkeit  dieser  Geraden  vor,  die  bei  der  Auflösung  des  biplanaren  Knotens 
in  einen  konischen  fortfällt.    V." 

Die  vorstehenden  Ausführungen  über  die  verschiedenen  Arten  von  Flächen  mit 
konischen  und  gewöhnliohen  biplanaren  Knoten  erfahren  eine  hübsche  Bestätigung,  wenn 
man  die  Fläche  durch  elementare  Projektion  von  einem  ihrer  Knotenpunkte  aus  auf  die 
Ebene  abbildet.  Diese  Abbildung  iet  im  wesentHohen  eindeutig.  Nur  das  Projektions- 
zentrum oder  vielmehr  die  von  diesem  auslaufenden  Linienelemente  der  Fläche  bilden 
sich  dabei  als  einteiliger  oder  nullteüiger  Kegelschnitt  oder  als  reelles  Geradenpaar 
oder  als  konjugiert  imaginäres  Geradenpaar  mit  reellem  Schnittpunkt  ab,  je  nachdem 
man  von  einem  nicht  isolierten  oder  isolierten  konischen  Knoten  oder  von  einem 
biplanaren  Knoten  mit  reellen  oder  konjugiert  ims^inären  Ebenen  projiziert.  — 
Andererseits  bilden  sich  die  sechs  durch  das  Projektionszentrum  gehenden  Geraden 
der  Pläehe  als  Pundamentalpuiikte  ab,  die  auf  diesem  eigentlichen  oder  uneigentlichen 
Kegelschnitte  liegen.    Sind  die  Geraden  reell,  so  sind  die  ent sprechenden  Fundamental- 

"")  Die  Geraden  des  biplanaren  Punktes  0  der  Flächen  der  Schar  (9)  sind  in 
der  Ebene  j/  =  0  unverändert  die  reelle  Gerade  ^  =  0,  während  die  in  der  Ebene  x  ^d 
verlaufenden  Geraden  gegeben  sind  durch 


±^l^'^] 


^  l.       ^  ^ 

Dies  sind  für  o  >  0  drei  reelle  Gerade,  von  denen  für  o  0  zwei  zusammenfallen,  um 
für  o  <  0  imaginär  zu  werden.  — ■  Ebenso  vereinigen  sich  zwei  dreifach  zählende  und 
zwei  einfache  Gerade  beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  zu  den  durch  diesen 
laufenden  Geraden  und  werden  beim  Verschwinden  desselben  sämtlich  imaginär. 
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punkte  in  den  folgenden  Figuren  durch  kleine  Kreise  bezeichnet.  Werden  im  Falle 
eines  komBchen  Knotens  zwei  der  durch  ihn  gellenden  Geraden  imaginär,  so  haben 
sie  eine  reelle  Bbene  gemeinsam,  die  die  Fläche  in  einer  dritten  nicht  durch  den 
Knoten  gehenden  Geraden  schneidet.  Die  Projektion  dieser  Geraden  ist  in  den  Fi- 
guren gezeichnet,  auf  ihr  liegen  zwei  konjugiert  imaginäre  Fundamentalpimkte.  (Sie 
darf  also  den  FundaicentalkegelBohnitt  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden.)  Bnt- 
apreohendes  giifc  für  einen  biplanaren  Punkt  mit  konjugiert  imaginären  Ebenen. 
Wenn  aber  im  Falle  eines  biplanaren  Punktes  mit  reellen  Ebenen  zwei  der  durcii 
ihn  gebenden  Geraden  konjugiert  imaginär  werden,  so  fällt  ihre  reelle  Verbindungs- 
ebene  mit  einer  Ebene  des  biplanaren  Punktes  zusammen.  Diese  Ebene  achneidet 
dann  aus  der  Fläche  noch  eine  dritte  durch  den  biplanaren  Punkt  gehende  reelle 
Gerade  aua,  deren  Bild  als  reeller  Fundamentalpunkt  schon  gezeichnet  vorliegt. 

Die  (in  den  folgenden  Fig.  11  bis  17  nicht  gezeichneten)  Bilder  der  übrigen 
reellen  Geraden  erhält  man,  wenn  man  im  Falle  eines  einteiligen  Fundamentalkegel- 
schnittes  die  Verbindungsgeraden  aller  reellen  Fundamentalpunkte  und  die  Tangenten 
in  etwa  zusammengerückten  Fundaraenfcalpunkten  zeichnet,  im  Falle  eines  reellen 
Fundamentalgeradenpaares  aber  die  Verbindnngslinien  derjenigen  reellen  Fundamental- 
punkte zieht,  welche  auf  verschiedenen  Geraden  des  Geradenpaares  liegen.  (Diese 
letzteren  sind  keine  Bilder  von  Geraden  der  Fläche.)  —  Die  Geraden  dieses  Geraden- 
paarea  sind  in  den  folgenden  Figuren  durch  stärkeres  Ausziehen  kenntlich  gemacht. 
Die  Abbildungen  der  FJächen  lassen  sich  durch  solche  stetige  Umänderungen, 
welche  weder  die  oben  beschriebene  Art  des  Fundamentalkegelschnittea,  noch  die 
Vielfaehheit  von  Fundamentalpunkten  ändern,  noch  einen  Fundamentalpunkt  mit  dem 
ßildpunkt  der  Achse  des  biplanaren  Punktes  zusammenfallen  lassen,  in  die  folgenden 
schematischen  Fig.  11  bis  17  verwandeln. 

Ini   einzelnen   erhalten  wir    dabei   für   die  P'lächen   mit   einem  konischen  Knoten 
die  folgenden  Bilder^'): 


Man  sieht,  die  Flächen  mit  derielhLU  'inzahl  leeller  Ireradcn  i  w  ihei  deren  \  lelfachheit 
zu  berücksichtigen  ist)  bilden  je  nur  eine  Art  Kmo  Aiiinahme  machen  nur  die 
durch  die  Fig.  II,  IV  und  II    IV     chaiakt^ri'uerten  Flachen  mit  diei  leellen  GeradPn 

^')  Die  römischen  Nummern  diesei  Figuren  «timmen  mit  den  ent^piechenden  Be 
Zeichnungen  des  Textes  und  des  eisten  Teiles  dieses  Zusatzes  uberem 
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welche  einen  nichtisolierten  bsw.  isolierten  Knoten  besitzen.  Wie  die  iPläche  der 
Fig.  12,  IV  mit  biplauarem  Knoten  mit  imaginären  Ebenen  den  Übergang  zwischen 
beiden  vermittelt,  ist  deutlich  zu  sehen. 

Ea  folgen  jetzt  die  BÜder  der  Flächen  mit  zwei,  drei  und  vier  konischen  Knoten. 
Bei  der  Abbildung  von  jedem  der  auftretenden  Knoten  aus  ergibt  sich  die  gleiche 
sehematische  Figur: 


i-ig.  U. 


Fig.  ir,. 


Bei  den  llidiei  iii  t  diei  Knuten  und  d  r  Hochstzahl  d  r  eellen  Ceiadtn  «il  t  e? 
tffenbar  zwei  Arten  die  durch  die  Figuren  14  I  und  14  I  dargestellt  smd  '^le 
■«nd  durch  die  versohiedene  Anordnung  der  von  dem  Knoten  auslaufenden  zweifach 
und  vierfach  zahlenden  Geraden  unterschieden  —  Sonst  Bind  die  verschiedenen  Arten 
echon  durch,  dae  Anzahl  der  reellen  Geraden  gekennzeichnet 

SohbeQlicb  lasse  ich  noch  die  Abbildung  der  Flaihen  mit  einem  komechen  und 
biplanaren  Punkte  bzw  mit  zwei  komsohen  und  einem  biplanaren  Punkte  folgen 
und  z^%r  ]Cne)Ig  «owohl  die  Projektion  vom  konischen  als  au  h  vom  biplmiren 
P  nkte  aus, 


Fig-  17, 
=  Fig.  i6,  la  den  Übergang 


Tischen  den  Fig.  14,  I  und 
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1.  Durchläuft  ein  Punkt  eine  Gerade  der  Fläche,  die  durch  kei Ben  Knotenpunkt  geht, 
so  dreht  sich  natürlich  seine  Tangentialebene,  Ehithalt  die  Gerade  imt^näre  Asymptoten- 
punkte, so  erfolgt  die  Drehung  beständig  im  gkichen  Sinne,  entweder  rechtsherum 
oder  linksherum,  im  ganzen  am  den  Winkel  2.-t;  eine  solche  Gerade  werde  mit  2r  bzw.  21 
bezeiobnet.  Enthält  aber  die  Gerade  zwei  reelle  Asymptotenpunkte ,  so  erfolgt  die 
Drehung  in  dem  einen  der  durch  die  beiden  Asymptotenpunkte  gebildeten  Abschnitte 
rechtsherum,  im  andern  linksherum,  je  um  denselben  Winkel  c<jr;  die  betreffenden 
Abschnitte  mögen  mit  (r)  oder  {Ij  bezeichnet  werden.  —  Geht  die  Gerade  durch 
einen  Knotenpunkt,  so  drehen  sich  ihre  Tangentialebenen  beständig  im  gleichen  Sinn 
um  den  Winkel  ic;  eine  solche  Gerade  heiße  r  oder  l,  je  nachdem  die  Drehung  rechts- 
herum oder  linksherum  erfolgt.  Geht  eine  Gerade  durch  sivei  Knotenpunkte,  so  sind 
die  Tangentialebenen  aller  ihrer  Punkte  identisch;  die  Gerade  werde  mit  0  bezeichnet. 

2.  Schneiden  sich  zwei  gewundene  Gerade  der  Pläehe  in  einem  Punkt,  der  weder 
Knotenpunkt  noch  Asymptotenpunkfc  ist,  so  ist  dort  die  eine  rechts  und  die  andere 
links  gewunden.  Dies  folgt  aus  der  Betraehtung  des  oskulierenden  Hyperboloids.  — 
Ist  der  Schnittpunkt  zweier  gewundener  Geraden  für  die  eine  Asymptotenpunkt,  so 
ist  er  es  auch  für  die  andere;  und  es  geht  noch  eine  dritte  Gerade  durch  diesen 
Punkt,  für  welche  dasselbe  gilt.  Umkreist  man  den  Asymptotenpunkt  in  der  Ebene 
dieser  drei  Geraden,  so  trifft  man  abwechselnd  auf  rechts  oder  links  gewundene  Ab- 
schnitte. —  Schneidet  eine  Verbindungslinie  zweier  Knotenpunkte  eine  zweite  durch 
keinen  Knotenpunkt  laufende  Gerade,  so  ist  dieser  Schnittpunkt  für  die  aweite  ein 
Asymptotenpunkt,  denn  in  ihm  wird  die  Tangentialebene  stationär. 

3.  Bei  unserer  stereographischen  Projektion  bildet  sieh  eine  Gerade  mit  zwei 
imaginären.  Asymptotenpunkten  als  solche  Verbindungshnie  zweier  reeller  einfacher 
Fundamentalpunkte  ab,  welche  die  übrigen  reellen  Fundamentalpunkte  unter  Berück- 
sichtigung, ihrer  Vielfaehheit  im  Falle  eines  einteiligen  Fundamentalkegelschnittes 
schlechthin,  im  Falle  eines  reellen  Fundamentalgeradenpaares  aber  noch  zusammen 
mit  dessen  Schnittpunkt  in  zwei  ungerade  Gruppen  teilt.  Die  übrigen  Verbindungs- 
geraden einfacher  Fundaraentalpunkte,  besonders  die  konjugiert  imaginärer  Punda- 
mentalpunkte  besitzen  reelle  Asymptotenpunkte.  —  Zum  Beweis  überlege  man,  daß 
ein  EbenenbÜBchel  durch  eine  (keinen  Knotenpunkt  enthaltende)  Gerade  der  Fläche 
aus   dieser  solche  Kegelschnitte   ausschneidet,   weiche  sich  bei  unserer  Projektion  als 
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ein  Kegel  schnitt  butehel  abbilden  da  diejenigen  viez  lunda  mentalpunkte  ili  Grund 
punkte  betitat  welche  nicht  auf  dem  Bild  der  zu  unterauchenden  Geiaden  hegen  Dif 
Frage  ist  nun  ob  die  von  den  Kegelschnitten  des  BuseheU  auf  dei  (.  eiaden  anage 
schuittene  Involution  elh'ptiBch  oder  hj/petbohsch  let  d  h  (b  die  Schnittpunkte  zweier 
behetiger  Kegelschnitte  sich  (harmomseh)  trennen  oder  dies  nieM  tun  (.Vgl  Fuß 
ntte  '^)  auf  S  31  )  Da  ea  aidi  um  projektive  Eigenaobaftea  handelt  können  wir  tur 
Verbindungslinien  reeller  Fußdamen talpunkte  unsere  Untersuchung  auf  den  Fall  be 
schlanken  daß  das  Fundamentaigebilde  eme  Elhpse  ist  odei  ein  Geradenpaai  dessen 
Schnittpunkt  die  auf  jedei  der  beiden  Geraden  hegenden  Fundamentalpunkte  im  fcnd 
hohen  nicht  trennt  Sind  nun  die  \ier  (.rundpunkte  des  Kegelschnittl usehels  samthuh 
reell  so  genügt  es  zum  Beweise  die  drei  im  Busehel  enthaltenen  zerfallenden  Kegel 
Bohnitte  also  die  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  von  den  brundpunkten  gebil 
deten  vollständigen  Viereckes  zu  betiachten  ^md  aber  awei  oder  vier  Grundpuokte 
paarweise  1  onjugiert  iin»iginar  so  projiziere  man  die  Figur  so  daß  die  reelle  Verbin 
dungsgeiade  zweier  nm^narei  Funkte  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  diese  selbst 
in  die  Kieiapunkte  übergehen  Dann  wird  aus  dem  Kepelsohnittbusohel  ein  Kreis 
huschel  welches  die  andern  znei  Grundpunkte  als  reelle  bz«  imaginäre  Grundpunkte 
besitzt  (d  h  dessen  Kreise  sämtlich  durch  die  zwei  reellen  (  rundpunkte  hindurch 
geben  bzw  die  \ erbindui^sluiie  der  zwei  imagmaien  Giundpuukte  als  gemeinsame 
Chordale  habenj  Die  Betrachtung  dieser  Kreisbuschel  lehit  die  Richtigkeit  unserer 
Behauptung  —  Ganz  analog  wird  die  Behauptung  fui  die  V  erbindungsiimen  imagi 
narer  Fundamentalpuiikte  bewiesen  —  Rucken  im  Falle  von  vier  reellenCiundpunkten 
etliche  zusammen  so  bleiben  immer  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  bestimmt  außerdem  Veaohte  man  daß  das  Fundamentaigebilde  selbat  ja 
stets  zum  Büschel  gehört  Rucken  im  Falle  von  zwei  reellen  Grundpunkten  diese  zu 
sammen  so  eihilt  man  em  Kreisbuschel  dessen  Kreise  sich  sämtlich  in  demselben 
Punkt  beruhien      Im  Übrigen  verlauft  der  Beweis  ebenso 

4  Die  Lage  dei  lepllen  Asymptotenpunbte  eigilt  sich  aus  der  Bcmeikung  daß 
Bie  bekanntlich  die  beiden  Schnittpunkte  eines  beliebigen  zu  ihrei  Geraden  gehoiigpn 
Kegelschnittes  harmonaich  tiennen  Dies  wenden  wir  auf  den  Fall  an  daß  diesei 
Kegelschnitt  in  em  reelles  Geradenpaar  zerfallt  das  sich  in  unseier  Abbildung  ent 
weder  als  Geiadenptai  oder  als  zwei  Fundamentalpnnkte  darstellt  Die  Asymptoten 
pui  kte  sind  in  den  folgenden  1  iguren  durch  kurze  Querstriche  angegeben 


Fig,  18. 
Diese  Angaben  genügen, 


■stehend  gezeichneten  Figuren  mit  den  Buch- 
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Üali  bei  Auflösung  des  biplanaren  Knoteos  in  einen  konischen  die  Unterscheidung 
spiegelbildlich  getrennte  Arten  fortfällt,  sieht  man,  indem  man.  bei  Projektionen  vo 
konischen  Punkt  aus  den  dreifachen  Fundaraentalpunkt  in  einen  zweifachen  und  ei 
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fachen  anflöEt,  bei  Projektionen  vom  biplanaren  Kuoten  aus  das  Geradenpaar  in  eine 
benachbarte  Hyperbel   übergehen  läßt.     Das   letztere  ist  in  den  Fig.  23,  24  und  25 


[Zusatz  II:  tilber  die  durch  die  37  reelieii  Geraden  vermittelte 
Zerlegung  der  Clebsehsehen  Diagonalfläelie'-).] 

[Bekanntlich   iaesea  eich  nach  Clebsch  und  Cremona  die  siiiguJaritätenfreieii 
in  de  r  Weise  im  allgemeinen  eineindeutig  auf  die  Ebene  abbildeUj  daß  in  letzterer 


^)  [Ich  gebe  hier  noch  einige  Awatührungen,  weil  mir  die  klare  Durcharbeitung 
der  Einzelheiten  des  besonderen  Falles  für  die  Erfassung  der  allgemeinen  Überlegungen 
sowohl  der  vorliegenden  als  namentlich  auch  der  folgenden  Abhandlung  XXXVI  nützlieh 
scheint.    K,] 
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sechs  Fun  'an  entalpunkte  i,  f  re  c  ie  en  a  t  d  F  1  e  C  erade  e  er  1  e  eb  g 
heraUBz  gre  fenden  halbei  Doppelee  1  e  entspre  I  en  De  andern  aechs  C  erade  d  ese 
Doi  pelsechs  werden  dann  i  ez  d  rcli  d  e  sechs  Kegelschnitte  vorgestellt  welche  dur  1 
je  fünf  der  Bsels  F  ndaneEtaljunkto  bnlurchgelen  del  dann  o  h  fei  lenden  Te 
ra  len   d  reh    le  \firl  ndurgsgerade     von   ]      awe    Fq  dame   taJpunkte       Wr    noge 

ne  her  auf  den  tal!  betohranke  wo  alle  "7  Oera  le  reell  b  d  u  d  nfolgedessen 
d  e  Abi  Idu  g       e  die  sechs  F  ndamentafpu  kte  e  nzeln  reell  ausfallen 

Zweeks  konkr  t*r  trfa  Bung  let  I  erl  ei  auftietendeu  ge^taltl  cl  en  \  e  haltn  ase 
st  es  noch  zwetkniafl  g  zwe  Maßregeli  zu  treffen  die  allge  le  n  in  Abi  ai  diu  g  XXX\  I 
d  cbe  Ausgal  e  zur  C  elt  ng  koQ  me  sollen,  naml  ch  1  Bieh  die  Fg  wie  d  e  Abb  Idu  gs 
eLene  do[pelt  ul  erdeckt  z  denken  wodurd  gemäß  der  n  Abhandlung  XXXVI  zu 
entwickelnden  projektiven  Auffassung  zwei  geschlossene  Doppelflachen  entstehen,  2.  die 
Doppelfläohe  der  F^  längs  der  sechs  bei  der  Abbildung  benutzten  Geraden  aufzuschneiden 
und  die  Doppelebene  in  den  sechs  Fundamentalpunkten  mit  unendlich  kleinen  Öffnungen 
au  versehen,  deren  Randpunkte  den  Fortschreitungerichtungen  vom  Fundam entalpunkte 
aus  eindeutig  zugeordnet  sind  Lange  jeder  l3(hmttgeraden  hangt  dann  die  eine  Hälfte 
der  vordeien  Überdeckung  dei  r,  iramer  noch  durch  das  Unendhche  hindurch  mit 
der  anderen  Hälfte  der  hinteren  Uberdeckung  zusammen  sodaß  jede  der  sieohs  &e 
radea  zweimal  als  Band  der  zeischnittenen  Doppelflache  erscheint  nnd  diese  im  ganzen 
12  Eandkuiven  hat  Nicht  minder  tiagt  die  doppeltub eideckte  Bildebene  12  Öffnungen 
namhch  jedem  Fun  dam  entalpunkte  entspiechend  eine  auf  dei  oberen  Seite  eine  auf 
der  unteren  Die  beiden  su  mit  13  Randern  veisehenen  Flachen  sind  nun  in  der  Wewe 
auNnahmtJot.  eineindeutig  aufeinander  lezogen  daß  dies  auch  fiii  die  einzelnen  Rand 
kunea  gilt 

Man  kann  also  die  Zeilegung  in  Einzelgebiete  welche  die  F  duiuh  ihie  2''  &e 
mden  erfahrt  in  der  ebenen  Abbildung  ablesen  Dabei  lat  nur  zu  beathtea  daß 
wenn  man  auf  der  F,  u)  er  eme  dei  sech«  auigezeiohneten  Geraden  stetig  hmubei 
geht  dies  m  der  Ebene  bedeutet  daß  man  uutei  Duichschieitung  de«  aogehcrigen 
Fundamentalpunkte 8  von  der  einen  Uberdeckung  der  Ebene  m  die  andere  gelangt 
So  hat  man  für  die  noch  fehlenden  Jl  Geraden  Abbildei  die  wir  in  dei  Ebene  loi 
gendeimaßea  unterscheiden  1  Jede  der  15  Verbindungsgeraden  zweiei  Fundamental 
punkte  wird  durch  diese  in  zwei  Segmente  zerlegt  und  es  steht  uns  fiei  ob  man  das 
eine  begment  zunächst  dem  oberen  das  folgende  'Segment  dem  unteren  Blatte  über 
n eisen  will  odei  umgekehrt  Da  aber  auch  der  Durchgang  duichs  Unendhche  ■vom 
oberen  in  das  untere  Blatt  fuhrt  schheßt  sich  die  Ceiade  auf  der  Doppelflache  erst 
nach  doppelter  Duiohlautung  2  Entsprechend  hat  man  mit  den  Segmenten  zu  ver 
faliren  m  welche  der  einzelne  dei  sechs  je  durch  fünf  1  undamentalpunkte  hmdurch 
gehendeu  Kegelschnitt  durch  diese  zeilegt  wird  Auch  der  Kegelschnitt  sohließt  sich 
eilt  nach  doppelter  Durchlaufung  mag  er  nun  in  der  Zeichnung  als  Ellipse  oder  als 
Hyperbel  eraoheinen  Sodann  beachte  man  noch  daß  jede  Gerade  der  F^  von  zehn 
andeieii  tieraden  geschnitten  und  dementsprechend  in  zehn  begmente  zerlest  wud 
Dies  gilt  naturliih  msbesondeie  von  den  sechs  bei  der  Abbildung  bevorzugten  Geraden 
Dementsprechend  laufen  duich  jeden  unserer  Fundamentalpunkte  im  obeien  wie  im 
unteien  Blatte  zehn  Fortschieituiigsiichtungen  hindurch  odei  wenn  man  liebei  will 
CS  laufen  lon  ihm  20  Fortschi eitungsriehtungen  aus  durch  welche  das  umgebende 
Oval  (im  obeien  wie  im  unteren  Blatte)  m  '■0  begmente  zerlegt  wird  fdie  den  20  Ufei 
stucken  einzeln  entspiechen  welche  die  zehn  Segmente  dei  dem  ü\al  auf  der  Fj  ent 
sprechenden  Geraden  fnr  jedes  der  beiden  \on  ihr  begrenzten  Ufei  daibietcn) 

Die  ganze  so  entwickelte  VorRtellungsvi eise  (  velche  man  gerne  durch  eine  aus 
geführte  Zeichnung  illustrieren  kann)  mtge  nun  insbesondere  fui  die  Diagonalflache 
durchgeführt  werden  Wir  n  ahlen  als  ausgezeichnete  C  erade  luf  ihr  die  in  )?  10  mit  den 
Ziffern  1  2  ■{  4  5  6  bezeiohneten  ('odei  auch  diejenigen  die  dort  1  2  "  4  5  ( 
heißen)  Man  eihalt  dann  m  der  Bildebene  wie  schon  Clebsch  m  seiner  grund 
legenden  Atbeit   Math   Annalen    Bd   4  (lb'"2)    hei\orbob    ein  merkwürdiges  bech'eck 
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\on  Fundamentalpunkten  namiieh  na  silcliea  welches  zehnfach  Buanchonsch  st 
In  meinen  spateien  Untersuchungen  über  das  „Iko^aeder  ")  habe  ich  hervoigehoben 
daß  em  •jolches  ''echseck  in  einfaohBter  Weise  mit  emer  m  der  Elementargeometne 
wohlbekannten  Konfigaration  zusammenhangt  nämlidi  mtt  dem  tiehmtt  den  irgendeitte 
Ebene  fnit  den  sechs  Uurehmessem  hat  welche  die  gegemtberitegendeti  Ecken  eines  rega 
laren  Ikosaedet''  i.eib%nden  Die  aehn  Bnanchon  chen  Punkte  entsprechen  dabei 
den  zehn  Duithmessem  welche  je  durch  zwe  gegenüberstehende  Mittelpunkte  dei 
20  Seitenflächen  des  Iko^aedeib  iin  du  ichlaufen  '| 

Nun  i^t  die  Saehe  die  daß  man  zHcckc  anschBunngsmaßi^er  Lifaasung  der  Ver 
haltnisse  die  doppeltul  erdeokte  Bildebene  geradezu  dwich  die  eine  bette  der  Oberfilil /. 
(alac  etwa  die  nach  außen  geiicktete  feeite)  des  regvlaien  Ikosaedeis  etseU^t  kann 
Auf  ihr  verlaufen  den  doppeltdurcldaufenen  Verbind ungehmen  zweier  Fundamental 
punkte  entsprechend  die  1)  Schnittlinien  mit  den  Sj  mmetneebenen  des  Ikoaacders 
{d  h  den  Ebenen  welche  ]e  zwei  der  sechs  Durchmesser  enthalteni  Ferner  al 
Bilder  der  sechi  Kegelschnitte   die  je  durch  fünf  Fundamental  punkte  hindur  hgchen 


St]  mtte  mit  seths  Rotations  kegeln    \un  denen  jedfr  durch  funf  der  sechs  Durcbme&sei 

hindurchgelegt  ist     Jedei  dieser  Schmtte  be 

steht  zunachat  aus  zwei  getrennten  Kunen 

71  f,en     aber  diese  zwei  fugen  «ach  doch  ver 

11  Ige  dei  Verabredung  die  wir  nun  über  die 

Etken    des   Ikosaeders    treffen   müssen     zu 

e  nem   einheithchem   Knntmuum    zusammen 

Diese  Verabredung  geht  davon  au";    daß 

11  soeben  um  die  sechs  Fundamentalpunkte 

d-T  Ebeae  heium  sechs  ovale  Öftnungen  an 

1   atbten    Wir  werden  denientspi eckend  das 

Ikosaedet  jetzt  wie  die  Kristallographen  sagen 

enteclen    etwa    um  bestimmte  Vorstellungen 

zu  haben    die  znolf  Ecken  und  ihre  nächste 

L  mgebung  duich  '^echs  nnendlich  dimtie  Z\ 

linder  von   ovalem  Querschnitt     die  wir  um 

1^ )?      '  Iit  Durchmesser  des  Ikosaeder    herumlegen 

\  egsohneiden     so  daß  m  der  Obeiflachc  dfs 

Ikoiacdcr     zw  11    Ütfnungen   entstehen      Das   Nähere    mag   Fig    26  erlautem     welche 

eine  der  20  Seitenflachen  der  „präparierten     Ikosaedei flache  darstellen  soll 

Man  sieht  wie  quei  xiber  die  Seitenflache  drei  Stucke  den  15  Sj  mmetnelinien 
hintanfen  die  suh  im  Mittelpunkte  schneiden  wahrend  drei  andere  die  Begrenzung 
der  Seltenflache  abgehen  ferner  erkennt  man  drei  (in  dei  Figui  punktierte)  Stucke 
der  Schnitte  mit  den  sechs  soeben  genannten  Rotationakegeln  Die  Randlinien  dei 
Öffnungen  aber  die  wir  an  Stelle  der  Ikosaederecken  angebracht  haben  weiden 
soweit  Bie  in  der  Figur  hervortreten  duich  die  genannten  Kurven  in  vier  Segmente 
geteilt  Da  von  jeder  Ecke  des  IkoBaeders  funf  Seitenflächen  auslaufen  ist  d  e  emzehi 
%on  20  Segmenten  umgeben   nie  ea  Bsin  sollte 

Die  volle  Verabredung  aif  die  es  ankommt  enlBteht  erst  indem  wir  ingehei 
wie  wir  die  Konturen  welche  die  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Ikosaeders  um 
geben  aneinander  geheftet  denken  muBBen  damit  wir  das  \bbild  der  geschlobhenpi 
doppeltuberdeckten  Di»gonalfiaL,he  erhalten  Ich  wage  daß  dies  folgendermaßen  7u 
geschehen  hat  man  denke  Bith  zwei  gegenüberstehende  Eckpunkte  durch  dm  sie 
enthaltenden  Durchnieeser  \eibunden      \oii  den  beiden  7Ug( hörigen  Konturen  geliere  i 


")  Für  das  Folgend  lergleiche  man  die  ur 
Lntei Buchungen  ubei   das  Ikosaeder      le  onder 

^  1  Der  Leser  ist  gebeten  sich  ein  Modell  eini 
ui  1  auf  ihm  die  einschlägigen  Verhaltnisse  in  cü 


n  abgediuckte  Abb   LH      We  tere 
n  i^  Ui  des   ■ibsohnittes  II 
regulären  Ikosieders  zu  \   iscl  allen 
rcto  7u  studieie 
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dann  immer  solclie  zwei  Punkte  zusammen,  die  eine  su  dem  Durchmesser  parallele 
Verbindungelinie  haben.  Kommt  man  an  die  eine  Kontur  heran,  so  hat  man  von  dem 
entsprechenden  Punkte  der  anderen  Kontür  aus  weiter  zu  gehen,  wohei  für  den  Be- 
schauerj  da  man  doch  aut  der  durchlöcherten  Iküsaederfläche  bleiben  muß,  eine  Um- 
kehr der  Beweg ungsrichtnng  eintritt.  Der  Beweis  für  diese  Behauptungen  folgt  im 
wesentlichen  davaaa,  daß  die  doppeltüberdeckte  Ebene  mit  ihren  sEcha  Öffnungen 
durch  das  vom  Mittelpunkt  des  Ikosaeders  auslaufende  Strahlen bündel  eindeutig  auf 
dag  „präparierte"  Ikoeaeder  bezogen  ist,  und  daß  alle  Bewegungen  im  Strahleabündel 
kontinuierlich  zu  erfolgen  haben.  Es  acheint  jedoch  unmöglich,  die  so  gemachten 
Angaben  bei  der  an  gegenwärtiger  Stelle  gebotenen  Kürze  noch  genauer  zu  begründen. 
Ich  will  aber  doch  die  analytischen  Formeln  hersetzen,  welche  die  Abbildung  der 
Diagonalfläche  auf  unsere  IkoBa«deTliguF  vermitteln.  Dabei  kanu  ich  mich  auf  meine 
1884  bei  B.  G.  Teiibner,  Leipzig,  ersohienenen  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  wew." 
S.  222,  225  (oder  auch  die  auf  S.  58  Fußnote  =')  zitierte  Abb.  LIV.  Abschnitt  I,  S  l^^) 
beziehen.     Man   findet  dort   in   zunächst   ganz  anderer  Ideen  Verbindung  die  Formeln: 

h,      ('{iA'^Ao-A,Ä^)-\-s--[-2A^Al-':-Al)-f^''C2A^Af-Al) 

+  f*--(-iA^A^r-ÄfA^) 

^={i'^''Aj    -f''^.,)((l  -!-\'5)  J„+f*"-ä^-E''.d3)((l  -^'"5)  J[j  :  i-*"  A^-:  ?•'  A.,) 
(i'-0,],2,3.4), 

wo  t  -=  e  "     und  übrigens  rV'äj  =0,    5/*,?  =  0  ist.     Wir  werden   hier  Ä,,,  ji,,  -L  als 
Koordinaten  eines  Punktes  der  Ikosaederftäehe  gelten   lassen,   indem    wir,    unter  Ein- 
führung eines  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
A^^^z,    A^^-x  +  iy,    A^--x~iy 

setzen.  Dann  bezeichnen  die  är  (wegen  der  beiden  zwischen  ihnen  bestehenden  Ke 
lationen)  die  homogenen  Koordinaten  des  zugehörigen  Punktes,,  der  Diagonalflache 
fvgl  Ibosaederbuoh  S.  226,  237  oder  Abb.  UV,  Abschnirt  II,  §  lU)  Jedei  dieser 
Punkte  tritt  dabei  Kweimal  auf  (man  erhäit  also  die  Diagonalftäehe  als  Doppel  fläch  e  ], 
inBofeni  die  6, ,  wenn  man  die  Vorzeichen  A„,  j1,,  A.^  gleichzeitig  ändert,  nur  einen 
gemeinsamen  Voraeichenweohsel  erleiden.  Umgekehrt  lassen  sich  aus  den  dy  auch  nur 
die  Verhältnisse  der  Äg,  Ä^,  A,^  berechnen,  ihr  absoluter  Betrag,  bez  ihr  Vorzeichen 
wird  von  der  Stelle  der  Ikosaederfigur  abhängen,  die  man  gerade  betrachtet.  Man 
Bef7e  abkui?end; 

bp^-^y/'''f>,.,  {>:-■  1,2,3,4) 

also 

p,    -  -iAgA,  +  A'lA.,,        p.^^^2A„Al~Ai  , 
p.,  ^-.  -2Ao  A^  -f  A^  ,  p,  ,-^  4  Ao  Aj -  A^  a!  . 

Zur  lieroohnung  der  A^:A,:A..  kann  man  dann  eine  beliebige  der  drei  stetigen  Pi-o- 

portionen  benutzen 

A„:A-^■.A..=■  iPiP-.  +  Pi)---s-'ipiPj:  —  ^PiP;t 
--  {P4P1  +  Pi^ :  - 2 p, j)2 :  -f  2 p, jj^ 
-  (Vi  Pä  - Pi  P4) :  3  (p. P4  J-  Pä') :  2  (p.  p,  +  p,J ) . 

Im  übrigen  möge  noch  kurz  auf  die  geometrisch  anschauliche  Seite  der  ge- 
wonnenen Beziehung  eingegangen  werden.  Ich  sage,  daß  man  in  der  dweh  die  vor- 
stehende Skizze  erläuterten  Ikosaederfigur  die  Zerlegung,  welche  die  als  Doppelfiäehe 
gedaclUe  Diagonalfläclte   dweh  die  27  Geraden  erfährt,  in  concreto  vor  sicA  hat.     In 
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dieser  Hinsicht  mögen  nur  folgende  Einzelheiten  hervorgehoben  werden ;  Man  hat  in 
jeder  der  20  Seitenflächen  des  Ikosaeders  zunächst  aechs  Vierecke,  welche  im  Mittel- 
punkte zuBammenstoßen,  und  damit  auf  der  Diagonal  fläche  120  von  geradlinigen 
Stücken  begrenzte  Vierecke,  die  wir  Vierecke  der  ersten  Art  nennen  mögen.  Man  hat 
dann  entlang  jeder  der  30  Kanten  des  Ikosaeders  vier  Vierecke  und  damit  auf  der 
Diagonal  flache  eine  Reihe  von  120  weiteren  geradlinig  begrenzten  Vierecken,  die  man 
Vierecke  der  zweiten  Art  nennen  wird.  —  Diese  Zahlen  sind  doppelt  eo  groß,  wie  die 
in  ^  10  der  vorstehenden  Abhandlung  angegebenen,  weil  jetzt  die  Diagonalfläche  als 
eine  Doppelfläche  angesehen  wird;  im  übrigen  stimmen  alle  Einzelheiten. 

Hat  man  die  Zerlegung  der  Diagonalfläehe  durch  ihre  geraden  Linien  völlig  er- 
faßt, so  wird  man  leicht  zu  den  Verhältnissen  aufsteigen,  die  auf  einer  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  mit  27  Geraden  herrschen.  Die  ganze  Abänderung  (im  Sinne 
der  Änalysis  situs)  ist  nur,  daü  die  drei  Querlinien,  die  sich  bei  der  vorstehenden 
Skizze  im  Mittelpunltt  der  Figur  schneiden,  dies  nicht  mehr  tun.  Von  den  jedeamai 
sechs  nisammengeJuirigen  Vierecken  erster  Art  der  Diagonalfiäche  gehen  bei  dieser 
Änderung  drei  in  FAnfec&e  über,  tmd  die  sedis  Polygone  iusammen  schHeSen  zwischen 
sich  ein  Dreieck  ein.  Dies  gibt  im  ganzen  20  Dreiecke,  —  oder,  wenn  wir  die  Vor- 
stellung der  Doppelfläohe  jetzt  wieder  fallen  lassen  wollen,  auf  der  einfach  gedachten 
F„  zehn  Dreiecke.  Innerhalb  dieser  zehn  Dreiecke  liegen  die  im  Texte  der  Abhandlung 
näher  bezeichneten  zehn  Ovale  der  parabolischen  Kurve,  welche  die  elliptisch  ge- 
krümmten Teile  der  Fläche  umschließen. 

Zeuthen  hat  in  seiner  schon  oben  genannten  Abhandlung  (Math.  Annalen, 
Bd.  8  (1874))  insbesondere  die  WandiiTtgen  der  in  §  12  des  Textes  genannten  zehn 
„Öffnungen"  der  Fläche  studiert.  Über  eine  solche  Wandung  läuft,  wie  dort  be- 
merkt wurde,  eine  Doppelsechs  von  geraden  Linien  der  Fläche,  wie  etwa  in  dem  ersten 
der  dortigen  Beispiele  die  Doppelsechs: 

1        H       b     4B      62      24 


Zeuthci!  schließt  nun  die  Wandung  durch  die  beiden  Dreieeksebencn  A  ab,  welcher 
dieser  Doppelsechs  zugehören,  also  im  Beispiel  nach  der  in  §  12  gegebenen  Tabelle 
durch  die  Ebenen 

12,  34,  56    und    16,  28,  ib. 

Ei  erhält  so  eiue  von  zwei  dreieckigen  Figuren  begrenzte  ringförmige  Zone  der  l'läche, 
die  man,  in  roher  Weise,  einem  ringförmigen  Ausschnitt  eines  einschahgen  Hyper- 
boloids vergleichen  kann,  übet  welches  die  zweimal  sechs  Geraden  der  Doppelsechs 
als  Linien  der  zweierlei  Erzeugungen  hinlaufen.  Er  bemerkt  ferner,  daß  die  Fläche 
dritter  Ordnung  von  den  zehn  so  definierten  Zonen  im  ganzen  genau  dreifaeh  über- 
deckt wird. 

Nun  wird  es  interessant  sein,  diese  Zonen  im  Falle  der  Diagonalfläche  (auf  den 
ich  mich  der  Einfachheit  halber  beschränke)  in  der  ikoaaedrischen  Abbildung  nach- 
zuweisen. Ea  ist  dabei  bequem,  die  Ikoaaederfigur  durch  Zentralprojektion  auf  eine 
umgeschriebene  Kugel  zu  beziehen,  bei  der  dann  eine  „ikosaedrische  Einteilung"  zu 
studieren  ist.  Die  Ebenen  A  sind  im  Falle  der  Diagonalfläche  nichts  anderes  als 
die  Pentaederebenen,  und  drei  in  der  einzelnen  dieser  Ebenen  enthaltene  Geraden, 
z.  B.  12,  34,  56  bilden  sich  auf  der  Ikosaederkugel  als  drei  Symmetriekreise  ab, 
die  aufeinander  senkrecht  stehen.  Nun  wollen  zwei  weitere  Umstände  in  Befcraeht 
gezogen  sein. 

1.  Die  Geraden  1',  3,  5  (um  beim  Beispiel  zu  bleiben)  zerlegen  die  Zone  in 
drei  Stücke,  deren  einzelnes  sich  an  zwei  dieser  Gereden  (etwa  3  und  5)  von  entgegen- 
gesetzten Seiten  heranzieht.  Aber  die  Geraden  1,3,5  liefern  bei  der  ikosaedrischen 
Abbildung  je  zwei  diametrale  Fundamentalpunkte,  die  in  verständlicher  Weise  mit 
1,  T;  H.  3;  5,  5   bezeichnet  sein  sollen.    Wir  schließen,  daß  das  Abbild  der  Zone  auf 
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der  Ikosaederkugel  aus  drei  Flachenstücken  bestehen  muß,  die  sich  etwa  von  1  nach 
3,  von  3  nach  5,  von  5  nach  T  erstrecken  werden;  nach  den  Regeln  für  den  konti- 
nuierlichen Durchgang  durch  die  Fundaraentalpunkte,  die  wir  oben  gaben,  bilden 
diese  drei  Stücke  ein  zusammenhängendes  ringförmigea  Ganzes. 

2.   Aber  dieses  Ahbild  gibt  nur  erst  die  eine  Flächenseite  der  Zone  wieder,  die 
andere  Fläohenseite  wird  sieh  auf  drei  entsprechende,  je  diametral  au  den  gen 


.Fig.  27. 

Stuck       f,  legcK,  Fl  chf     t   ckt    ibb  Hen     ac  tich   als  sololie  von  1  nach  8,  von  :-l 
nach        von  ■»  nach  1  ziehpn  weiden 

Das  Nähere  i-it  au«  der  beigegebenen  Fig.  27  zu  ersehen,  welche  eine  sterco- 
graphiBche  Projektion  der  ILosaederkugel  \or6teilt,  die  derart  gewählt  ist,  daß  die 
Symmetrie  welche  die  sechs  schraffierten  Abbilder  der  beiden  Fläehenseiten  der  Zone 
darbieten  unmittelbar  hervortritt  Ich  gebe  hier  außerdem  in  Fig.  28  noch  eiae 
besondere  Zeichnung  Pines  dieser    echs  Ölbilder,   in  welche  außer  Teilen  der  um  die 
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Eckpunkte  des  Ikosaeders  beschriebenen  Ovale  auch  noeb  solche  der  Schnittkurven 
mit  den  Eotatiooskegeln  durch  je  fünf  Durchmesser  des  Ikosaeders  eingezeichnet  sind, 
um  die  Einteilung    unseres  Abbildes  in  sechs  Vierecke  erster  Art,  und  sechs  Vierecke 


F)g   iV 

Nun  ist  es  ?ehr  schön  zu  "eben  wie  allf  Sitze  die  ^euthen  über  die  von  ihm 
uuterachiedeBen  Zonen  in  seiner  Arbeit  ableitet  an  diesen  Figuren,  oder  besser  noch 
an  einem  Modell  der  Ikosaederkugel  Helbst  sinnfällig  hervortreten.  Zunächst  ja  nur 
für  die  Diagonalfiäclie.  Aber  man  hat  nur  die  kleine  vorhin  bezeichnete  Änderung 
ansubringen,  um  auch  die  Veihaltnisse  bei  der  aJlgomeinen  Fläche  mit  27  reellen 
Geraden  der  Art  nach  ohne  weitere«  ru  überblicken  K.] 
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XXXVI.   Bemerk  in  Igen  über  den  Zusammeiihanj;'  der 

[MMh.  Aniiiiaen,  Bd.  7  (1874)  und  Bd.  9  (1875/7ß). 

Dil!  auf  den  Zusammenhang  der  Flächen  bezüglichen  Definitionen 
werden  bei  Riemann  zunächst  ohne  besondere  Festsetzungen  hinsichtlich 
des  Unendlichweiten  hingestellt.  Aber  entsprechend  der  von  ihm  beab- 
sichtigten Verwertung  dieses  geometrischen  Begriffes  für  funktionentteo- 
retische  Untersuchungen  wird  bei  ihm  eine  solche  Festsetzung  implizite 
eingeführt,  indem  nämlieh  die  mibegrenzte  Ebene  einer  Kugelfläebe  äqui- 
valent gesetzt  wird,  auf  die  sie  durch  stereographische  Projektion  bezogen 
ist.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  jede  sich  ins  Unendliche  erstreckende 
Fläche  auf  eine  durchaus  im  Endliehen  gelegene  reduzieren:  man  braucht 
sie  nur  einer  Transformation  durch  reziproke  Radien  zu  unterwerfen,  deren 
Inversionszentrum  nicht  selbst  der  Fläche  angehört.  Man  kann  dann  alle 
Betrachtungen  über  den  Zusammenhang  der  Flächen,  wie  sie  gewöhnlich 
unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  durchaus  im  Endlichen  gelegener 
Flächen  angestellt  werden,  auf  beliebig  sich  ins  Unendliche  erstreckende 
übertragen. 

Aber  die  so  eingeführte  Festsetzung,  vermöge  deren  das  Unendlich- 
weite als  ein  einzelner  Punkt  erscheint^),  ist  an  und  für  sich  willkürlich; 
sie  widerspricht  überdies  dem  Wesen  der  Sache,  wenn  man,  wie  in  der 
projektivisohen  Geometrie,  das  Unendlichferne  als  eine  zweifach  ansgedehnfce 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  als  eine  Ebene,  betrachten  muß.    Auch  bei 

')  ."Vorbemerkung:  Nachstehender  Aufsatz  ist  aus  zwei  Mitteilungen,  die  eich  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  7  und  Bd.  9  finden,  zusammengesclioben,  indem  eine  unrichtige 
AuBführung  von  Bd.  7  und  ihre  in  Bd.  9  gegebene  Berichtigung  weggelassen  wurden. 
Die  verschiedenen  Stücke  sind  durch  Horizontalstriche  getrennt.] 

^)  Dieselbe  ist  auch  in  anderen  auf  die  Analysis  situa  bezüglichen  Fragen  ge- 
legentlich gebraucht  worden;  vgl.  z.  B.  Listing:  Der  Census  der  ränmJichen  Coni- 
plexe.  Göttinger  Abhandlungen  1861.  —  Daß  man  und  wie  man  dieselbe  verwerten 
kann,  um  auf  sie  ein  ganzes  System  der  Geometrie  zu  begründen,  welches  als  eine 
Art  von  Seitenstück  zur  projektivischen  Geometrie  betrachtet  werden  darf,  vgl,  meine 
Schrift:  T&^leichende  Betrachtungen  über  mriere  geometrische  Forschungen.  Rrlangen 
1872   [s.  Abb.  XXVII  in  Bd,  I   dieser  Ausgabe]. 
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dieser  projekfcivischen  Ans chaiiimgs weise  kann  man  füc  Flächen,  die  sich 
beliebig  ins  Unendliche  erstrecken,  dieselben  Probleme  aufstellen,  auf  welche 
sich,  bei  durchaus  im  Endlichen  gelegenen  Flächen,  die  Biemannschen 
Betraehtmigen  beziehen.  Es  fragt  sich,  ob  dann  spezifisch  neue  Über- 
legungen notwendig  werden,  oder  ob  es  gelingt,  die  betr.  Probleme  durch 
bloße  Benutzung  der  Riemannschen  Betrachtungen  zu  erledigen.  So  un- 
gefähr stellte  sich  diese  Frage  in  einem  neuerdings  in  den  Math.  Annalen 
erschienenen  Aufsätze  (Über  Flächen  dritter  Ordnung,  Ed.  6  [Abh.  XXXV 
dieser  Ausgabe]),  ohne  aber  eine  Beantwortung  derselben  in  definitiver  Form 
zu  versiichen^).  Vielmehr  machte  ich  nur  aiii  eine  Reihe  von  Schwierigkeiten 
aufmerksam,  die  sich  einer  unmittelbaren  Verwertung  der  Riemannschen 
Betrachtungen  entgegenstellen.  Ich  betonte  besonders,  daß  der  „ungewöhn- 
liche" Zusammenhang  der  unbegrenzten  Ebene  in  Anlehnung  an  die  pro- 
jektivische  Anschauung  nicht,  wie  in  der  Riemannschen  Theorie,  gleich 
Null,  sondern  gleich  Zwei  zu  setzen  ist,  falls  man  ohne  nähere  Festsetzung 
die  übliche  Definition  dieses  Zusammenhangs*)  beibehalten  will.  Denn 
die  Ebene  wird  entsprechend  der  projektivischen  Anschauung  durch  eine 
in  ihr  verlaufende  Gerade,  die  doch  auch  eine  geschlossene  Kurve  ist,  noch 
nicht  in  zwei  Stücke  geteilt.  Dementsprechend  glaubte  ich  die  Zahlen, 
welche  Hr.  Schläfli  in  einem  kurz  zuvor  veröffentlichten  Aufsatze  (Annali  di 
Matematica,  ser.  II,  t.  5  (1872)  Quand'e  che  dalla  superficie  generale  di  terz'- 
ordine  si  stacca  una  parte  etc.)  für  die  fünf  verschiedenen  Arten  der  allge- 
meinen Fläche  dritter  Ordnung  aufgestellt  hatte,  alle  um  zwei  Einheiten 
erhöhen  zu  sollen. 

Ich  bin  nun  von  Hrn.  Schläfli  brieflich  darauf  aufmerlfsam  gemacht 
worden,  daß  man,  unbeschadet  der  Richtigkeit  dieser  meiner  Betrachtungen 
und  Einwände,  doch  auch  bei  projektivischer  Anschauung  für  die  unbe- 
grenzte Ebene  den  Zusammenhang  Null  ansetzen  kann,  wenn  man  dieselbe 
nämlich  als  Doppelfläche  betrachten  will,  also  etwa  als  Grenze  eines 
zweischaligen  Hyperboloids.     In  der  Tat,    man  denke    sich,    um    eine   be- 

^)  Daß  aich  die  Problemstellung  tJer  Anaiysis  situB  je  nach  der  Beurteilung  des 
Unendlich  weiten  modifiziert,  hatte  ich  bereits  in  der  oben  zitierten  Schrift:  „Ver- 
gleichende Betrachtungen  usw."  angegeben  (S.  30  derselben)  [S.  482  in  Bd.  1  dieser 
Ausgabe]. 

')  Wenn  man  auf  einer  geschlossenen  Fläche  im  Maximum  q  geschlossene  Kurven 
ziehen  kann,  ohne  die  Fläche  z«  zerstücken,  so  setzt  Eiemann  den  Zusammenhang 
depselben  ~2q  +  l.  Aber  es  ist  bereits  ia  den  Neumannsohen  „Vorlesungen  über 
Riemanns  Theorie  usw."  (1865)  angedeutet  und  neuerdings  von  Hrn.  Schläfli  hervor- 
gehoben worden  (vgl.  z.  B.  Grelles  Journal,  Bd.  76(1873),  S.  152,  Note),  daß  es  kon- 
sequenter ist,  in  einem  solchen  Falle  nur  von  einem  2  g-faehen  Zusammenhange  zu 
sprechen.  Indem  ich  mich  im  Texte  dieser  Bezeichnung  anschließe,  füge  ich,  nach 
dem  Vorgange  Schlaflis,  wo  eine  ündeutlichkeit  entstehen  könnte,  dem  Worte  „Zu- 
sammenhang" das  Attribut  „ungewöhnlich"  hinzu. 
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stimmte  Vorstellung  zu  liaben,  eine  Ebene  horizontal  uiid  ziehe  in  ihr  eine 
Linie  Süd-Nord.  Dann  wird  die  als  Doppelfläohe  betrachtete  Ebene  in  zwei 
Teile  zerfallen,  deren  einer  die  östliche  Hälfte  des  oberen  Blattes  und  die 
westliche  des  unteren,  deren  anderer  die  beiden  übrigen  Hälften  enthält. 
Dabei  wird  die  gerade  Linie  selbst  doppelt  gedacht,  nämlich  sowohl  im 
oberen  als  im  unteren  Blatte  verlaufend. 

Eine  solche  Einführung  von  Doppeiflächen  erscheint  um  so  mehr  zu- 
lässig, als  sie  schon  in  den  Untersuchungen  der  Analysis  situs,  welche  sich 
nur  auf  im  Endlichen  gelegene  Flächen  beziehen,  notwendig  wird^).  Ein 
bekanntes  Beispiel  dafür  bietet  die  (mit  einer  Randkurve  versehene)  Fläche, 
welche  man  aus  einem  Papierstreifen  bilden  kann,  indem  man  die  beiden 
Enden  des  Streifens  so  aneinander  heftet,  daß  die  eine  Seite  desselben  in 
die  andere  übergeht.  Ein  anderes  Beispiel .  für  eine  solche  Fläche,  und  zwar 
eine  geschlossene  Fläche,  gibt,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  die 
Steinersche  Fläche,  die  man  ja  bekanntlich  als  völlig  im  Endlichen  ge- 
legen voraussetzen  darf ).  (Von  den  isolierten  Stücken,  welche  ihre  Doppel- 
geraden  besitzen,  wird  dabei  abgesehen.) 

Ich  habe  nun  gefunden,  daß  man  die  Theorie  des  Flächenzusammen- 
hangs, wie  sie  gewöhnlich  entwickelt  wird,  in  der  Tat  auf  die  projektivischen 
Vorsteüungen  unverändert  übertragen  kann,  wenn  man  sich  überhaupt  ent- 
schließt, dia  unpaaren  Flächen  der  projektivischen  Geometrie  als  Doppel- 
flachen  zu  betrachten,  und  eine  unpaare  Kurve  [auf  ihnen]  erst  dann  als 
geschlossen  anzusehen,  wenn  man  sie  zweimal  durchlaufen  hat''). 

Ob  man  sich  dieser  Anschauung  ansehließen  will,  oder  nicht,  wird 
zunächst  dem  freien  Entschlüsse  des  einzelnen  überlassen  sein.  Es  mag 
sogar  hervorgehoben  werden,  daß  es  von  vornherein  sehr  unnatürlich 
scheint,  in  der  projektivischen  Geometrie  die  Ebene  als  Grenzfall  der  nicht- 
geradlinigen Flächen  zweiter  Ordnung  betrachten  zu  sollen.  Aber  die  An- 
schauung empfiehlt  sich  durch  ihren  Erfolg.  Denn  man  kann  im  Anschlüsse 
an  sie  auch  für  die  projektivische  Auffassung  des  Unendlich  weiten  den 
Satz  aussprechen,  der  den  Zusammenhangs  begriff  für  die  funktionentheo- 
retischen Untersuchungen  so  wertvoll  macht:  daß  nämlich  zwei  geschlossene 

*)  Freilich  verlangt  dann  die  Konsequenz,  daß  man,  wenn  von  einer  Fläche, 
deren  entgegengesetzte  Seiten  [bwm  DurchlanfenJ  nicht  ineinander  übergehen,  schlecht- 
hin die  Rede  ist,  unter  dem  Zusammenhange  der  Fläche  die  Grundzahl  versteht,  die 
man  dem  von  den  beiden  Seiten  gebildeten  Systeme  beizulegen  hat  (vgl.  Neumanns 
Vorlesungen,  1865).  Der  Zusammenliang  der  Kugel  wäre  dann  =  —  2;  der  Zii8am.men- 
hang  der  einKcliien  Kugelsdfe  gleich  Null. 

*)  [Vgl.  auch  den  am  Schluß  dieser  Abhandlung  hinzugefügten  Zusatz  über  die 
Steinersche  FJä«he.] 

')  [Di^  ist  eine  an  sich  willkürliche  Auffassung,  die  aber  für  das  Folgende  ver- 
pflichtend wird.  Die  zunächst  nur  verabredete  Benennung  „Doppelfläche"  wlid  weiter- 
hin als  feststehend  beibehalten.    K.] 

Klein,  Gasammelte  math,  Abhandlungen.  II.  5 
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Flächen  dann  und  nur  dann  aufeinander  Punkt  für  Punkt  bezogen 
werden  können,  so  daß  konsekutiven  Punkten  der  einen  konsekutive 
Punkte  der  anderen  entsprechen,  wenn  der  Zusammenhang  der  beiden 
Flächen  der  gleiche  ist.  (Für  ungeachlossene  Flächen  kommt  nur  die 
weitere  Bedingung  hinzu,  daß  auch  die  Anzahl  der  Randkurven  bei  beiden 
übereinstimmen  muß*)). 

Dem  widerspricht  nicht,  wie  vorab  bemerkt  sei,  wenn  ich  in  meinee 
schon  genannten  Arbeit  hervorhob,  das  einsohalige  Hyperboloid  und  die 
Eingfläche  seien  nicht  ineinander  überfübrljar,  obgleich  ihr  Zusammenhang 
nach  Schläf  iis  wie  nach  meiner  Zählung  übereinstimmend  gleich  Zwei  zu 
setzen  ist.  Denn  unter  Überführbarkeit  wurde  damals  etwas  anderes  ver- 
standen, als  hier  für  die  Tran sformi erb arkeit  zweier  Flächen  ineinander 
verlangt  wird.  Eine  Fläche  wurde  damals  (vgl.  §  16  meiner  Arbeit)  in 
eine  andere  übertührbar  genannt,  wenn  es  gelang,  durch  Verbindung  von 
Kollineationen,  die  das  Unendliche  ins  Endliche  bringen,  mit  stetigen,  un- 
endlichen kleinen  Transformationen,  die  nur  das  Endliche  betreffen,  die 
eine  Fläche  aus  der  anderen  abzuleiten.  Durch  solche  Mittel  ist  das  ein- 
schalige  Hyperboloid   allerdings  nicht  in  eine  Eingfläche  zu  verwandeln. 

Dagegen  kann  eine  eindeutige,  stetige  Beziehung  zwischen  beiden  durch 
den  folgenden  unstetigen  Prozeß  ohne  weiteres  hergestellt  werden:  Man 
zerschneide  das  Hyperboloid  längs  der  unendlich  fernen  Ebene,  bringe  die 
so  entstandene  zweifach  berandete  Fläche  durch  Verzerrung  ganz  ins  End- 
liche und  hefte  die  beiden  Ränder  dann  wieder  in  der  Weise  aneinander, 
daß  jeder  Punkt  des  einen  Randes  mit  demjenigen  des  anderen  vereinigt 
wird,  von  dein  er  vorher  durch  den  Schnitt  getrennt  worden  war.  (Damit 
dies  geschieht,  muß  man  den  einen  Rand  des  Hyperboloids  gegen  den 
anderen  Rand  um  180  Grad  drehen,  ehe  man  die  Ränder  durch  Zusammen- 
biegen vereinigt.)  —  Ähnliche  unstetige  Prozesse  zur  Herstellung  der  ein- 
deutigen Beziehung  werden  übrigens  schon  notwendig,  wenn  man  nur  von 
Flächen  handelt,  die  ganz  im  Endlichen  liegen  Man  kann  z.  B.  eine  ein- 
fach berandete,  mit  einem  Verzweigungspunkte  versehene  Riemannsche 
Fläche  nur:dadurch  mit  einem  einfach  zusammenhängenden  Stücke  einer 
Ebene  zur  Deckung  bringen,  daß  man  sie  durch  einen  vom  Verzweigungs- 
punkte zum  Rande  gehenden  Schnitt  zerschneidet  und  hinterher  die  durch 
den  Schnitt  getrennten  Partien  wieder  aneinander  heftet.  Ich  finde,  daß 
die  Darstellangen  dieser  Theorie,  welche  mir  gerade  zur  Hand  sind,  hier- 
über keine  volle  Klarheit  geben;  es  wird  von  der  Möglichkeit  eines  solchen 
Zerschneidens  und  Wieder verbindens  gesprochen,    aber   dasselbe   wird   nur 

^  Daß  diese  Bedingungen  für  die  Tranaformierbftrkeit  zweier  Pläidiea  in  der 
Tat  hmreiehend  sind,  findet  sich  liurz  und  übersiclitlich  bei  C.  Jordan  bewiesen  in 
LiouviÜes  Journal,  Bd.  11  (1866). 
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als  nützlieli,  nicht  als  für  viele  Fälle  notwendig  dargestellt.  —  Es  ist 
wohl  kaum  nötig,  hervorzuiieben,  dali  der  Unterschied,  den  ich  zwischen 
Hyperboloid  und  Ringfläche  und  überhaupt  zwischen  paaren  und  nnpaaren 
Flächen  in  meiner  früheren  Arbeit  hervorhob,  durch  diese  Bemerkungen 
nicht  bedeutungslos  wird;  er  kommt  nur  bei  der  Frage  nach  der  Möglich- 
keit der  eindeutigen  Beziehung  zweier  Flächen  aufeinaaider,  wie  sie  hier 
gestellt  wird,  nicht  in  Betracht.  — 

[loh  setze  nun  fest,  daß  die  eben  bei  der  Bestimmung  des  Zusammen- 
hanges des  einsehaligen  Hyperboloids  eingeschlagene  Methode  auch  in 
allen  komplizierteren  Fällen  angewandt  werden  soü.  Daraus  folgt  dann 
leicht  der  Beweis  für  den  oben  angeführten  Satz  betr.  die  Transformier- 
barkeit  zweier  Flächen  ineinander.] 


Diese  Festsetznng,  die  denn  auch  für  die  Beurteilung  des  Zusammen- 
hangs meiner  neuen  Eiemannschen  Flächen*)  maßgebend  sein  wird,  ordnet 
sich  in  eine  allgemeine  Auffassung  vom  Wesen  des  ZusammenhangbegrifEes 
ein,  die  so,  wie  in  der  Folge  geschehen  soll,  wohl  noch  nicht  ausgesprochen 
wurde,  so  daß  ihre  Formulierung  als  Mitzweck  der  vorliegenden  Mitteilung 
gelten  darf. 

Die  Eigenschaften,  die  einem  geometrischen  Gebilde  oder  überhaupt 
einer  Mannigfaltigkeit  bei  beliebigen  Verzerrungen  erhalten  bleiben,  kann 
man  in  absolute  und  relative  sondern. 

Absolut  nenne  ich  diejenigen  Eigenschaften,  welche  der  betr.  Mannig- 
faltigkeit unabhängig  von  dem  umfassenden  Räume  zukommen,  in  welchem 
gelegen  man  sie  vorav^isetzen  mag. 

Melative  Eigenschaften  hängen  von  dem  umgebenden  Räume  ab;  sie 
sind  invariant  bei  Verzerrungen  der  Mannigfaltigkeit,  die  innerhalb  des 
betr.  Raumes  stattfinden,  nicht  aber  bei  beliebigen  Verzerrungen. 

Eine  absolute  Eigenschaft  einer  Kurve  ist  z.  B.  durch  ihre  Veräste- 
lung gegeben.  Dagegen  wird  eine  relative  Eigenschaft  einer  geschlossenen 
Kurve,  —  wenn  sie  in  der  Ebene  liegend  vorausgesetzt  wird,  —  durch 
die  Oesamthriimmung  der  Kurve  vorgestellt,  —  wenn  sie  dem  dreifach 
ausgedehnten  Räume  angehören  soll,  durch  die  Zahl  der  Windungen  der 
Kurve  um  sich  selbst  (Knotenzahl)^^).  Für  eine  geschlossene  Fläche,  die 
dem    dreifach   ausgedehnten  Punktraume    angehört,    besteht  ein   relatives 


»)  [Vgl.  Abb.  XXXVIII  «nd  XL  dieser  Ausgabe.] 

'")  [Hierin  boU  liegen,  daß  es  für  geeohlossene  Kurven  im  Raum  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  keine  Knoten  melir  gibt.  Zitate  über  daran  sich  ousohließende 
Literatur  siehe  in  dem  Artikel  von  Dehn  und  Heegaard  über  „Analysia  Situs"  in 
Bd.  III,  I  der  math.  Enzyklopädie,  auf  den  auch  sonst  verwiesen  sein  mag.  Vgl.  Fuß- 
note auf  S.  168  daselbst.    K,] 


y  Google 


68  Änschauliciie  Geometrie, 

Gharakteristikum  ebenfalls  in  der  OesaTnikTV/mmiing;  derartige  Attribute 
sind  es,  von  denen  [oben  auf  S.  66]  beiläafig  gesprochen  wird. 

Die  gemeinte  Auffaasimg  des  Zusammenhangbegriffes  zielt  nim  darauf 
ab,  den  Zusammenhang  der  Flächen  so  zu  definieren,  daß  er  ah  ein  „ah- 
solides"  Charakteristikum  zweifach  ausgedehnter  Mannigfaltigheiten  gelten 
kann^'-).  Der  größte  Teil  der  bei  der  gewöhnlichen  Definition  des  Zu- 
sammenhangs benutzten,  der  Geometrie  entlehnten  Ausdrücke;  Eandturve, 
Querschnitt  usw.  hat  von  vornherein  absolute  Bedeutung,  Es  ist  das  nur 
bei  einer  Hilfs  vor  Stellung  nicht  der  Fall,  die  ausdrücklich  den  die  M^  um- 
gebenden Punktraum  voraussetzt.  Man  hat,  wie  ich  es  [oben  auf  S.  64,  65] 
Eur  Sprache  brachte,  bei  der  Definition  des  Zusammenhangs  einen  Unter- 
schied zu  machen  zwischen  einfachen  Flächen  und  Doppelflächen  ^^).  Der 
Unterschied  ergibt  sich  durch  Betrachtung  der  FIdchennormale.  Errichtet 
man  gegen  ein  Element  der  Fläche  in  bestimmtem  Sinne  eine  Normale 
und  läßt  die  Normale  mit  ihrem  Fußpunkte  über  die  Fläche  hinwandern, 
so  heißt  die  Fläche  eine  Doppelfläche,  sobald  es  möglich  ist  [durch  Fort- 
schreiten, über  die  Fläche  hin],  zum  Ausgangspunkte  mit  umgekehrtem 
Sinne  der  Normalenrichtung  zurückzukehren. 

Diese  Festsetzung  läßt  sich  nun  aber  durch  leichte  Umstellung  so 
verwandeln,  daß  eine  absolute  Bedeutung  resultiert.  Statt  gegen  das  Flächen- 
element eine  Normale  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  zu  errichten,  zeichne 
man  in  dem  Flachenelemenie  eine  in'  sich  zurücklaufende  Kurve  (Jndi- 
Icatrix)  und  belege  sie  mit  dem  einen  oder  andern  Sinne^^).  —  Eine  Fläche 
heiße  dann  und  nur  dann  eine  Doppelfläche  (eine  M^  eine  Doppel- 
mannigfaltigkeit),  wenn  es  möglich  ist,  diese  Indikatrix  so  über  die  Fläche 
hin  bis  zu  ihrer  u/rsprünglichen  Stelle  zurück  zu  verschieben,  daß  der 
Sinn  der  Indikairix  umgekehrt  scheint. 

Nach  dieser  Eegel  ist  die  unbegrenzte  projektive  Ebene  und  über- 
haupt jede  unpaare  Fläche  eine  Doppelfläehe,  das  einschaiige  Hyperboloid 
aber  eine  einfache.  Querschnitte,  die  man  auf  diesen  Flächen  ziehen  mag, 
sind  entsprechend  zu  beurteilen.  Es  ist  nur  ein  Mittel  der  Bequembchkeit, 
wenn  man,  wie  auf  [S.  66],  nicht  das  Hj^erboloid  selbst  der  direkten  Unter- 
suchung unterwirft,  sondern  dasselbe  vorab  durch  einen  umkehrbar  eindeu- 
tigen und  desliilb  immer  gestatteten  Pjozeß  m  eme  Emgflaehe  \  erwandelt. 

'')  Ea  ist  dann  zusammen  mit  dorZaJiI  der  Randkur\  en  augleich  das  ausreichende 
Charakt  eriat  ikum 

'^)  [Die  neueren.  Tutoren  nennen  die  eintichen  Fliehen  zweiseitig  und  die 
DoppclflaoheD     einoeitig        K  ] 

^'l  [Ersetzt  man  die  gekrümmte  Fliehe  duroJi  ein  el  enflachigci  Polyeder,  so 
kommt  die  Einführung  der  zu  jedem  Punkte  gehörigen  in  bestimmtem  Sinne  durch- 
laufenen Indikatnii  dem  Wesen  Qach  auf  MobiuB  sogenanntes  Kantengesetz  heraus. 
Vgl,  Dehn  und  Heegaard    a   a   O     S   l-SS      K] 
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Die  eben  vorgetragene  Indikatnxmethode  drangt  si  h  bei  den  neuen 
Riemannschen  Flächen  [vgl  die  unten  abgediuckte  Abhandlung  XXXVIII] 
von  selbst  auf,  sofecn  man  die  Entstehuuj^  dieser  Fht hen  mit  >  Staudts 
Repräsentation  der  Imaginären  zus'iinnienhringt  Die  Punkte  welche  unsere 
Riemannache  Fläche  bilden  repräsentieren  je  eine  imaginaie  Linie,  und 
sind  also  bei  v.  Staudt  die  Trager  emer  mU  hestimmtem  Sinne  zu 
nehmenden  StraMeninvolution  Indem  wir  um  den  Punkt  einen  kleinen 
Kegelschnitt  als  Indikatrix  herumlegen  und  die^fem  einen  Smn  erteilen, 
geben  wir  der  v.  Staudtschen  Voistellung  in  leicht  ver^tTOdhoher  Weise 
Ausdruck^*).  Wir  können  uns  de mentsj reihen d  die  bez  Ei  mannschen 
Flächen  mit  Indikatrizen  überdeckt  denken  deren  S)nw  nicht  nur  sondern 
deren  Gestalt  auch  den  v.  Staudtschen  Forderungen  entspiicht.  Eine  be- 
sondere Berücksichtigung  etwaiger  Doppelflachen  erwei&fc  ?ioh  dabei  freilich 
als  überflüssig,  sofern  wir  diejenigen  Partien  unserer  Fläche,  die  mit 
übrigens  kongruenten,  nur  in  verschiedenem  hinne  zu  nehmenden  Indi- 
katrizen überdeckt  sind,  schon  von  vornherein  dmch  die  Definition  unserer 
Flächen  als  verschiedene  Blätter  unterschieden  haben^  ) 


Bs  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  Platz  finden,  die  sich  auf 
gewisse  Beziehungen  erstrecken ,  welche  zwischen  dem  Zusammenhange 
algebraischer  Flächen  und  ihrem  Verhalten  bei  algebraisch  eindeutigen 
Transformationen  stattfinden. 

Wenn  zwei  Flächen  algebraisch  eindeutig  ineinander  übergeführt  werden 
können,  wenn  dabei  jedem  reellen  Punkte  der  einen  ein  reeller  Punkt  der 
anderen  entspricht'"),  wenn  endlich  auf  keiner  von  beiden  dabei  reelle 
Fundamentalpunkte  auftreten,  so  haben  die  Flächen  ersichtlich  denselben 
Zusammenhang.  Man  kann  von  dieser  Bemerkung  Gebrauch  machen,  um  den 
Zusammenhang  gewisser  algebraischer  Flächen  ohne  weiteres  zu  bestimmen. 
Die  vierte  der  von  Schläfli  aufgezählten  Arten  von  Flächen  dritter  Ordnung 
2.  B.  (welche  nur  drei  reelle  Gerade  und  sieben  reelle  Dreiecksebenen  besitzt) 
läßt  sich  auf  die  Ebene  ohne  Zwischentreten  reeller  Fundamentalpunkto 
reell  abbilden,  denn  die  sechs  bei  ihrer  reellen.  Abbildung  im  algebraischen 

")  Der  Kegelachnitt  soll  so  gewählt  sein,  daß  für  ihn  die  in  der  Involution  zu- 
sammengehörigen Strahlen  konjugierte  Linien  aind,  insbesondere  also,  wenn  man  will, 
bei  Zentren,  die  im  Endlichen  liegen,  konjugierte  Durchmesser. 

*^)  [Bei  den  gewöhnlichen  Riemannschen  Flächen  hat  man  es  im  Gegonaatz 
zu  den  Erörterungen  des  Textes  dnrohaus  mit  einfachen  Flächen  zu  tnn,     K.] 

^'')  Dies  ist  nicht  immer  der  Fall.  Z.  B.  kann  die  Fläche  dritter  Ordnung  ohne 
Knoten,  mit  drei  reellen  Geraden  und  18  reellen  Dreieeksebenen  (die  fünfte  Art  der 
allgemeinen  Fläche  nach  SeiiläfÜB  Einteilung)  nur  durch  Funktionen  mit  komplexen 
Koeffizienten  eindeutig  auf  die  Ebene  abgebildet  worden,  [weil  sie  im  Reellen  aui? 
zwei  Stücken  besteht]. 
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Sinne  vorlianiienen  Fundament  alpunkte  sind  paarweise  konjugiert  imaginär. 
Der  Znsammenhang  der  Fläche  ist  daher  Null;  überdies  ist  sie  eine  Doppel- 
fläche, weil  jedem  Punkte  der  Ebene,  unabhängig  davon,  ob  man  ihn  der 
einen  oder  anderen  Seite  der  Ebene  zurechnet,  ein  und  derselbe  Punkt  der 
Fläche  entspiieht.  Aus  demselben  Grunde  ist,  wie  bereits  oben  angegeben 
wurde,  die  Stcinersche  Fläche  eine  Doppelfläche  vom  Zusammenhange 
Null;  denn  es  ist  bekannt,  daß  sie  ohne  Auftreten  von  Fundamental- 
punkten durch  reelle  Punktionen  zweiten  Grades  auf  die  Ebene  abgebildet 
werden  kann^'). 

Es  drängt  sich  nun  von  selbst  die  Frage  auf,  welche  Beziehungen  für 
den  Zusammenhang  zweier  Flächen  gelten,  die  zwar  auf  reelle  Weise 
algebraisch  eindeutig  aufeinander  bezogen  werden  können,  bei  deren  Ab- 
bildung aber  reelle  Fundamentalpunkte  auftreten.  Dabei  müssen  natürlich 
solche  Flächen  von  der  Bedeutung  ausgeschlossen  sein,  die  nicht-isolierte, 
vielfache  Punkte  besitzen,  [von  denen  getrennte  Mäntel  auslaufen].  Denn 
es  wird  bei  den  Definitionen  des  Zusammenhangs,  wie  sie  gewöhnlich  ge- 
geben werden,  überhaupt  von  solchen  Flächen  abgesehen.  Läßt  man  sie 
beiseite,  so  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen;  Finden  sieh  auf  der 
einen  Fläche  ji,  auf  der  andern  v  (reelle)  Fundamentalpunkte,  so  ist  der 
Zusatmaenhang  der  ersten,  vermehrt  um  /i,  gleich  dem  Zusammenhang 
der  zweiten,  vermehrt  um,  v. 

Einige  Beispiele  mögen  das  zunächst  erläutern. 

1.  Zwei  Ebenen  sollen  algebraisch  eindeutig  fdmth  eine  ficmona- 
transformation)  aufeinander  bezogen  sein.  Dann  ist  bekannt,  daß  die  Zahl 
der  beiderseits  überhaupt  auftretenden  (reellen  und  imagmaren)  Funda- 
mentalpunkte die  gleiche  ist;  gemäß  unserer  Behauptung  muß  auch  die 
Zahl  der  reellen  Fundamentalpunkte  allein  beiderseits  übereinstimmen. 

2.  Eine  Kugel  werde  stereographisch  auf  die  Ebene  (die  Doppelebene) 
bezogen.  Dann  entspricht  die  Ebene  eindeutig  dem  Aggregate  der  beiden 
Kugelflächen,  welche  durch  die  innere  und  äußere  Seite  der  Kugel  vorge- 
stellt werden,  und  die  zusammen  nach  einer  bereits  oben  gemachten  Be- 
merkung den  Zusammenhang  —  2  repräsentieren.  In  der  Tat  treten  auf 
der  Kugel  bei  der  Abbildung  zwei  Fun  da  mentalpunkte  auf,  nämlich  sowohl 
auf  der  äußeren  als  der  inneren  Seite  je  einer, 

3.  Ein  einschaliges  Hyperboloid  werde  durch  stereographisehe  Pro- 
jektion auf  eine  Ebene  bezogen      Dann  ist  wiederum   die   eine  Seite    der 


")  Ea  Bei  tier  daran  ennnert,  daß  Olobeoh  gelegentlich  seiner  Untersuchung  der 
Linienfläehen  ¥oin  Geschlechte  Null  (Math.  Annalen,  Bd.  5,  1872/73}  alle  Flächeo, 
die  ohne  Auftreten  von  ueellen  und  imaginären)  Pundamentalp unkten,  algebraisch 
eindeutig  aufeinander  bezogen  n  erden  können,  als  Flächen  eines  Ty^vs  v. 
faßt  (a.  a,  0.  §  8  u.  9). 
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Flachp  dei  einen  Seite  dei  Ebene  die  andere  der  zweiten  Seite  der  Ebene 
ent^pietliend  gesetzt  und  man  h  it  nicht  sowohl  ein  einzelnes  Hyperboloid, 
a,K  ein  Spätem  \on  zwei  Hyperboloiden  mit  der  [doppelt  gedachten] 
Ebene  zu  ^er^leithen  Jedes  dei  beiden  Hyperboloide  trägt  einen  Fun- 
damentalpunkt den  Projektionspunkt.  Aber  die  Ebene  trägt  vier  Fun- 
dament alpunkte  denn  man  muß  die  beiden  Fundamentalpunkte,  von  denen 
man  bei  dei  Abbildung  eme&  Hyperboloids  gewöhnlich  spricht,  hier  doppelt 
zj,hlen  weil  sie  sowohl  dei  emen  als  der  anderen  Seite  der  Ebene  ange- 
hoien  Der  Zusammenhing  des  Hyperboloidsystema  wird  daher  gleich  +  2, 
wie  es  m  Übereinstimmung  mit  der  üblichen  Zählung  sein  muß;  denn 
jedes  der  beiden  Hyperboloide  ist  zweifach  zusammenhängend,  und  ihre 
Trennung  zählt  für  —  2. 

4.  Wenn  man  die  drei  ersten  Schläflischen  Arten  der  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  {die  bez.  27,  15,  7  reelle  Gerade  enthalten)  auf 
die  Ebene  abbildet,  so  erscheinen  in  der  Ebene  bez.  sechs,  vier,  zwei  reelle 
Fundamentalpunkte,  die  man  wiederum  doppelt  zu  zählen  hat.  Auf  der 
Fläche  selbst  treten  keine  Fundamentalpunkte  auf.  Dementsprechend  wird 
der  Zusammenhang  bes.  gleich  zwölf,  acht,  vier.  Schlaf li  gab  die  Zahlen  fj, 
4,  2.  Aber  er  betrachtete  [damals]  bei  seiner  Abzahlung  die  Flächen  als  ein- 
fache, nicht  als  Doppelflächen.  Tut  man  das  lefeatere,  so  hat  man  die  Prozesse, 
vermöge  deren  Sehläfli  diese  Flächen  aus  der  mit  dem  Zusammenhange 
Null  vorausgesetzten,  unbegrenzten  Ebene  herstellt,  in  der  Tat  doppelt  zu 
zählen,  da  sie  sieb  auf  beide  Seiten  der  Fläche  beziehen.  Schlaf  lis  Zählung 
war  von  dem  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  inkonsequent,  weil  die 
Annahme,  daß  die  Ebene  nullfach  zusammenhängend  sei,  bereits  darüber 
entscheidet,  daß  man  die  Ebene  als  Doppelebene  betrachten  muß.  Will 
man  die  Ebene  und  dementsprechend  diese  Flächen  als  einfache  betrachten, 
so  ergeben  sich  für  die  Flächen  [rein  schematisch]  die  Zusammenhangs - 
zahlen  8,  6,  4,  wie  ich  in  meiner  früheren  Arbeit  ausführte.  ■ — 

Um  den  Beweis  der  nunmehr  an  einzelnen  Beispielen  erläuterten  Regel 
zu  führen,  ist  es  nötig,  für  reelle  Elemente  insbesondere  einige  Über- 
legungen zu  entwickeln,  welche  sonst  nur  für  beliebig  komplexe  Elemente 
in  der  Theorie  des  algebraisch  eindeutigen  Entsprechens  bewiesen  werden^**). 

Es  seien  zwei  geschlossene  Flächen  aufeinander  reell  eindeutig  bezogen. 
Jedem  Fundamentalpunkte  der  einen  Fläche  entspricht  auf  der  anderen 
eine  Fundamentalkurve.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Kurve  nur  aus 
einem  Zuge  bestehen  kann.  Denn  mau  muß  sich  die  Vorstellung  bilden, 
daß  dem  Büschel  von  Fortschreitungsrichtungen,  welche  durch  den  Funda- 

'*)  [Zum  Verständnis  der  hier  folgenden  Überlegungen  ist  ee  nützhch,  auf  die 
in  Znaafcz  II  zu  Abh.  XXXV  bereits  vorweggenommenen  Erläuterungen  über  die  Ab- 
bildung der  Di^pnalfläohe  auf  die  Ebene  bez.  das  Ikosaeder  zaiüokzugreifen,    K.] 


y  Google 


72  Änsphauliehe  GeomeLrie. 

mentalpuiikfc  hindurchgehen,  eindeutig  die  Funkte  dieser  Kurve  ents 
sowie  jenes  Büschel  ohne  Unterbrechung  ist,  so  müssen  die  Punkte  der 
Kurve  eine  einzige,  zusammenhängende  Reihenfolge  bilden.  Die  den  ver- 
schiedenen Fundamentalpunkten  der  einen  Fläche  entsprechenden  Funda- 
mentalkurven werden  sich,  wie  IcicKt  zu  sehen,  nur  in  den  Fundamental- 
punkten der  zweiten  Fläche  sehneiden  können.  Sie  werden  durch  sie  in 
eine  Anzahl,  S,  von  Segmenten  zerlegt,  die  gleich  ist  der  Anzahl  von  Malen, 
daß  sie  überhaupt  durch  die  Fundamentalpunkte  durchgehen^®). 

Man  überzeugt  sich  nun  von  folgendem  Satze;  Die  Anzahl  8  der 
Segmente,  in  welche  die  Fwndamentalkurven  zerlegt  werden,  ist  auf  beiden 
Flächen  dieselbe.  Geht  nämlich  die  Fundamentalkurve,  welche  dem  i-ten 
Fundamentalpunkte  der  ersten  Fläche  entspricht,  a-j^  mal  durch  den  fe-Fun- 
damentalpunkt  der  zweiten,  so  wird  auch  die  Kurve,  welche  letzterem  auf 
der  ersten  Fläche  entspricht,  a^^  mal  durch  den  i-ten  Fimdamentalpunkt 
der  ersten  Fläche  gehen  müssen.  Denn  durch  beide  Behauptungen  wird 
nur  gleichmäßig  ausgesprochen,  daß  a^^  Fortechreitungslinien  in  dem  einen 
und  dem  anderen  Fundamentalpunkte  existieren,  welche  einander  ent- 
sprechen. Die  Zahl  S  ist  aber  die  Summe  aller  a^^;  sie  fällt  also  beider- 
seits gleich  aus.  —  Durch  die  «^^  Fortschreit ungslinien,  welche  den  ver- 
schiedenen Fundamentalp  unkten  k  der  zweiten  Fläche  entsprechen,  wird 
das  Büschel  der  durch  den  ^-ten  Fundamentalpunkt  der  ersten  Fläche  hin- 
durchgehenden Richtungen  _^^«;^   Teile,  oder,  wenn  man  will,   in  2^^/(1,.^ 

k  i: 

Halbbüschel  zerlegt.  In  ebenso  viele  Segmente  wird  die  dem  i-ten  Punda- 
mentalpunkte  auf  der  zweiten  Fläche  entsprechende  Kurve  durch  die  Fun- 
damentalpunkte der  zweiten  Fläche  geteilt;  der  Unterscheidung  der  Halb- 
büschel  entspricht  die  Unterscheidung  der  beiden  Seiten  der  verschiedenen 
Segmente, 

Nunmehr  wandele  man  jede  der  beiden  Flächen  in  folgender  Weise 
um.  Man  hebe  die  fi  Fundamentalpunkte  der  ersten  Fläche  und  die 
V  Fundamentalpujdrte  der  zweiten  heraus  {d.  h,  man  schneide  aus  den 
Flächen  kleine  [ovale]  Stücke  aus,  welche  diese  Punkte  umgeben).  Dadurch 
wächst  der  Zusammenhang  der  ersten  Fläche  um  /t,  der  der  zweiten  um  v. 
Sodann  zerschneide  man  die  Flächen  längs  der  auf  ihnen  liegenden  Funda- 
mentalkurven: eine  Operation,  welche  nun,  nachdem  durch  das  Herausheben 
der  Fundamentalpunkte  Begrenzungen  entstanden  sind,  in  dem  Ziehen  von 

"')  [Ea  sei  ausdrücklifih  hervorgehoben,  daß  eine  Fundamental  kurve,  welche  durch 
keinen  Fundamentalpunkfc  hindurchläuft,  zur  Zahl  S  der  Segmeute  den  Beitrag  0 
liefert.  Bei  der  Zerschneidung  längs  der  Fundamentalkurven,  von  der  weiter  unten 
die  Rede  ist,  gibt  eine  solche  Fundamental  kurve  zu  einem  Rückkehrschnitt  Anlaß; 
das  Auftreten  eines  aolchen  ändert  die  Zueammenhangszahl  nicht.     K.] 
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S  Querschnitten  [bzw.  in  dem  Ziehen  von  fiückkehrschnitten ]  besteht. 
So  ist  die  eine  Fläche  um  fi  —  8,  die  andere  um  v  —  S  im  Zusammen- 
hange vermehrt;  die  so  veränderten  Flächen  sind  aher  nunmehr  ohne 
Zwischentreten  von  Fundamentalpunkten  eindeutig  aufeinander  bezogen. 
Der  Rand  jeder  dei  beiden  so  erhaltenen  Flächen  besteht,  wie  der  größeren 
Bestimmtheit  wegen  hervorgehoben  sei,  abwechselnd  aus  Segmenten  von 
Fundamentalkurven  und  Stücken  der  um  Fundamentalpunkte  herumgelegten 
kleinen  Ovale,  wie  sie  auf  diesen  Ovalen  durch  die  von  den  Fundamental- 
punkten  ausgehenden  Halbbüschel  bestimmt  werden.  Die  beiden  Ränder 
der  beiden  Flächen  sind  dann,  ao  eindeutig  aufeinander  bezogen,  daß  jedem 
Stücke  des  einen,  welches  aus  einem  Segmente  einer  Fundamental  kurve 
besteht,  ein  Stück  des  anderen  zugeordnet  ist,  welches  einem  der  kleinen 
Ovale  angehört,  und  umgekehrt.  Zu  jedem  von  einem  Halbbüsohel  aus- 
geschnittenen Stück  eines  Ovals  gehört  ein  zweites,  welches  durch  das 
komplementäre  Halbbüschei  bestimmt  wird.  Dem  entspricht,  daß  auch 
jedes  Segment  einer  Fundamentalkurve  zweimal  in  der  Begrenzung  auf- 
tritt. —  Aber  der  Zusammenhang  der  beiden  so  erhaltenen  Flächen  ist 
am  ft  —  S  und  bez.  v  —  S  größer,  als  der  Zusammenhang  der  beiden 
ursprünglichen  Flächen;  addiert  man  also  zum  Zusammenhange  der  einen 
ursprünglichen  Fläche  //,  zu  dem  der  anderen  i-,  so  erhält  m> 
Zahlen,  wie  behauptet  wurde. 


Um  die  Bedeutung  der  Indikatrixtheorie  und  der  absoluten  Auffassung 
des  ZiisammenhangbegrifEes  vollends  hervortreten  zu  lassen,  mag  hier  noch 
der  Zusammenhang  zweier  zweifach  ausgedehnter  Mannigfaltigkeiten,  die 
keine  Flächen  sind,  bestimmt  werden,  nämlich  der  Lvnienkongruenzen 
erster  Ordnung  und  Klasse  mit  zwei  reellen  oder  zwei  imaginären  Leit- 
linien. (Fallen  die  Leitlinien  zusammen,  so  hat  die  Kongruenz  einen 
singuläien  Strahl,  und  es  kann  von  Abzahlung  des  Zusammenhanges  ohne 
vorherige  neue  Festsetzungen  keine  Rede  sein.) 

Es  bietet  sich  zu  dieser  Bestimmung  zunächst  eine  analytische  Methode. 
Führt  man  statt  der  Linienkoordinaten  p^^  sechs  reelle  lineare  Funktionen  3;^ 
ein,  so  kann  man  bekanntlich  erreichen,  daß  die  zwischen  den  p^,^  be- 
stehende Identität  in  folgende  übergeht^"); 

x'l  -|-  x^  -j-  x^  —  xl  —  xl  —  xl^O . 
Eine  lineare  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  ist  dann,  beispiels- 
weise, durch 

a?!  =^  0  ,     a:^  =  0  , 


2«)  Math.  Annalen,  Bd.  %  S.  204  [s.  Abh.  II  in  Bd.  I   dieser  Ausgabe,  8.  58], 
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eine  solche  mit  reellen  Leitlinien  dnich 

daigeatellt.  Anders  ausgedrückt:  Die  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien 
ist  eindeutig  (und  ohne  Auftreten  von  Fundamentalelementen)  abgebildet 
auf  diejenige  M^,  welche  aus  dem  projektiven  R^: 

du  cell  die  Gleichung 

xl  —  xl  —  a;.^  —  «^  ^  0 

ausgeschieden  wird;  die  Kongruenz  mit  reellen  Leitlinien  entsprechend  auf 
diejenige  M^  des  R^: 

x.^  :x^:x^:Xf^, 
die  durch 

xl  +  xl  —  x'l  —  x^  =  0 

repräsentiert  wird.  Aber  dieselben  Gleichungen  bedeuten,  bei  anderer  Inter- 
pretation der  Verhältnisgrößen  x,  reelle  Flächen  zweiten  Grades,  die  bez, 
nichtgeradlinig  und  geradlinig  sind,  d.  h.  also  z.  B.  eine  Kugel  und  ein 
einschaliges  Hyperboloid. 

Somit  kommt: 

Beide  Linienkongruenzen  sind  ,,einf  aohe"  Mannigjaltigkeiien.  Die 
Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  hat  den  Zusammenhang  Null,  die 
Kongruenz  mit  reeÜen  Leitlinien  hat  den  Zusam/menhang  Zwei. 

Versuchen  wir  jetzt,  uns  unmittelbar  geometrisch  zunächst  von  dem 
ersten  Teile  der  vorstehenden  Behauptung  Rechenschaft  zu  geben. 

Für  eine  Linie  der  Kongruenz  die  Indikatrix  konstruieren  heißt,  unter 
den  unmittelbar  benachbarten  Linien  einfach  unendlich  viele  zu  einer  in 
sich  zurücklaufenden  (geschlossenen)  Linienfläche  zusammenfassen.  Die  Er- 
zeugenden diesei  Fläche  sind  dann,  damit  die  Indikatrix  ihren  Sinn  erhalte, 
in  bestimmter  Eeihenfolge  zu  nehmen. 

Diese  Forderung  läßt  sich  nun  für  die  beiden  zu  betrachtenden  Fälle 
in  geläufigere  Vorstellungen  umsetzen,  die  dann  in  beiden  Fällen  leicht 
übersehen  lassen,  daß  man  es  in  der  Tat  mit  einfachen  Mannigfaltigkeiten 
zu  tun  hat"^). 

Nehmen  wir  zunächst  die  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien,  Um 
die  Ideen  zu  fixieren,  denken  wir  uns  in  einer  Ebene  senkrecht  gegen  den 
zu  betrachtenden  Strahl  um  diesen  Strahl  einen  kleinen  Kreis  gezogen  und 
wählen  als  Indikatrix  die  Linienfläche,  die  von  den  Kongruenzstrahlen  er- 
zeugt wird,  welche  von  den  Punkten  des  Kreises  ausgehen.    Dieselben  bilden 


'*')  Ein  liniengeometrieolies  Boispiol  für  eine  Doppelmannigfaltigkeit  vom  Zu- 
Bammeotaiige  Null  gibt  etwa  das  Sekanten  System  einer  Raumkurve  dritter  Ordnung, 
wie  man  am  rasehesten  auch  wieder  analytisch  erschließt. 
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ein  enges,  um  den  Strahl  henimgelegtea  einschaliges  Hyperboloid,  oder 
wenigstens  eine  ähnlich  gestaltete  Fläche.  Statt  nun  diese  Kongruenzlinien 
in  bestimmter  Reihenfolge  zu  durchlaufen,  ei-teilen  wir  dem  Hyperboloide 
in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  eine  Drehung  um  seine  Achse.  Denkt 
man  sich  dami  die  Erzeugenden  als  Tangenten  von  Schraubenlinien,  die 
sich  um  die  Achse  hemmwinden,  so  ist  mit  der  Drehung  eine  Verachiebmig 
der  Achse  in  sich  verbunden.  Statt  also  unserer  Indikatrix  einen  Sinn  zu 
erteilen,  können  wir  einfach  auch  dem  als  Punktreihe  betrachteten  Kon- 
griienzstrahle  einen  Sinn  beilegen. 

Genau  dasselbe  Mittel  [der  Unterscheidung  des  Sinnes]  benutztv.  Staudt, 
um  die  beiden  von  allen  Linien  der  Kongruenz  geschnittenen  imaginären 
Leitlinien  zu  unterscheiden,  v.  Staudts  Entwicklungen  zugegeben,  ist  also 
deutlich,  daß  ein  Kongruenz  strahl,  mit  einem  bestimmten  Verschiebungs- 
sinne behaftet,  dann  beliebig  durch  die  Kongruenz  hin  bewegt,  zu  seiner 
Anfangelage  nur  wieder  mit  seinem  ursprünglichen  Sinne  zurückkehren 
kann:  die  Kongruenz  erster  Ordnung  und  Klasse  mit  imaginären  Leit- 
linien ist  also  eine  einfache  Mannigfaltigheit. 

Entsprechende  Überlegungen,  bei  der  Kongruenz  mit  reellen  Leitlinien 
angestellt,  ergeben  dieses  Resultat: 

Jeder  Strahl  wird  durch  die  beiden  Direktrizen  D^  und  D^  in  zwei 
Segmente  zerlegt,  und  der  wechselnde  Sinn,  welcher  der  Linienindikatrix 
beigelegt  werden  kann,  kommt  darauf  hinaus,  auf  jedem  dieser  Segmente 
übereinstimmend  einen  Sinn  von  i)^  zu  D^  oder  von  D^  zu  jDj  anzunehmen. 
Daß  dieser  Sinn,  einmal  festgestellt,  sich  bei  stetiger  Verschiebung  der 
Geraden  innerhalb  der  Kongruenz  nicht  ändern  kann,  ist  deutlich,  und  also 
haben  wir  wiederum  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  vor  uns. 

Die  wirkliche  Bestimmung  des  Zusammenhangs  der  beiderlei  Kon- 
gruenzen ergibt  sich  nach  dieser  Voruntersuchung  am  anschaulichsten  durch 
den  Vergleich  mit  der  unbegrenzten  Ebene.  Sind  die  Leitlinien  der  Kon- 
gruenz imaginär,  so  entspricht  Jedem  Punkte  der  Ebene  ausnahmslos  ein 
(hindurchgehender)  Strahl  und  auch  umgekehrt  jedem  Strahle  ein  Punkt, 
bis  auf  den  einen  Strahl,  der  ganz  in  der  Ebene  enthalten  ist.  Sind  die 
Leitlinien  reell,  so  modifizieren  sich  diese  Verhältnisse  insofern,  als  dann 
auch  noch  zwei  Punkte  der  Ebene  auftreten  (die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  den  beiden  Leitlinien),  denen  unendlich  viele  Linien  der  Kongruenz 
entsprechen.  Aus  diesem  Verhalten  bestimmt  sich  die  Zusammenhangszahl 
der  beiderlei  Kongruenzen  bez.  zu  Null  und  Zwei,  genau  so,  wie  [oben  auf 
S.  70,  71]  aus  dem  entsprechenden  Verhalten  der  Kugel  und  des  einschaligen 
Hyperboloids  bei  ihrer  Abbildung  auf  die  Ebene  der  Zusammenhang  dieser 
beiden  Flächen  bestimmt  wurde.  Zugleich  gibt  die  Abbildung  auf  die 
Ebene  ein  geometrisches  Mittel,    um  die  umkehrbar  eindeutige  Beziehung 
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zwischen  der  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  und  der  Kugel,  resp. 
zwischen  der  Kongruenz  mit  imaginären  Leitlinien  und  dem  einschaligen 
Hyperboloide  herzustellen,  eine  Beziehung,  die  oben  auf  analytischem  Wege 
gewonnen  wurde. 

[Zusatz,  betr.  die  ZuBammenhangsverhältnisse  der  Stciiiersclieii  Fläche.] 

[loh  möchte  der  DeuUichkeit  halber  nooh  die  auf  H.  65  gestreiften  Zusammen- 
hangsvelhältniBse  der  Steinerschen  Pläohe  etwas  naher  erläutern. 

Die  Steioersche  Fläche  wird  entweder  drei  reelle  Doppelgerade  haben  oder  auch 
nur  eine.  Brsterer  Fall  ist  in  dem  bekannten  schonen  Modell  realisiert,  welches  Kummer 
8.  Z.  angefertigt  und  epäter  im  Verlage  Brill-Schilling  hat  eraoheinen  lassen.  Im 
Gegensatz  dazu  will  ich  hier  an  den  Fall  nur  einer  reellen  Doppelgeraden  anknüpfen, 
der  sieh  gesbalfclioh  leichter  erfassen  und  auch  dementsprechend  durch  eine  einfache 
Figur  wiedergeben  läßt,  die  hier  nebenstehend  skizziert  ist.  In  der  Tat  lassen  sich 
au  diese  Figur  bereits  alle  Erläuterungen  anknüpfen,  die 
I  ich  hier  zu  geben  habe. 

71  Die  Doppelgerade  ist  in  der  Figur  vertikal  gestellt. 

>-'''''"^^^~^\  Man  erkennt,    daß  sie  nur  in  dem  Intervall  von  p  bis  p' 

y'  ^fc         ^\  Durchdriugungskurve  zweier  reellen  Mäntel  der  Fläche  ist: 

/  ^ft  \         oberhalb  p  und  unterhalb  p'  verläuft  sie  isohert;  speziell 

/  ^^'  \        ist  der  Punkt  o,  wo  sie  die  Fläche  quer  durchsetzt,  ihr 

I  i        Durchschnitt  mit  den  beiden  imaginären  Doppelgeraden 

\  i        der  Fläche  und  insofern  ein  dreifacher  Punkt  der  letzteren. 

\  m         Die  Punkt«  p  und  p'  sind,  was  Cayley  pinch-points  zu 

\  „^W  nennen  pflegte  (wofür  man  den  deutschen  Namen  „Zwiok- 

\.^^J^^^^^  punkte"  vorgeschlagen  hat)'^).    Übrigens  stimmt  die  ganze 

^^'  "15  Figur  mit  derjenigen  speziell   überein,   welche  Dyck   in 

Bd.  32  der  Math.  Annalen  (1888)  als  einfachstes  Beispiel 
einer  geschlossenen  einseitigen  Fläche  gegeben  hat. 
Die  Sache  ist  nun  die,  daß  entsprechend  den  Überlegungen  des  Textes  die  Zu- 
sammenhangs Verhältnisse  unserer  Fläche  so  beurteilt  werden  wollen,  wie  sie  in  der 
Abbildung  auf  die  reelle  Ebene  erscheinen.  Hierbei  fallen  vor  allen  Dingen  die  iso- 
lierten Stücke  der  Doppelgeraden  ganz  weg,  denn  jeder  ihrer  Punkte  bekommt  in  der 
Ebene  zwei  (konjugiert)  imaginäre  Bildpunkte.  Andererseits  bildet  sich  das  nicht 
isolierte  Stück  (p.ji')  zweimal  ab,  nämlich  auf  die  beiden  Segmente,  in  welche  die 
Verbindungsgerade  zweier  Punkte  st,  Jt'  der  Ebene  gemäß  der  projekti vischen  An- 
schauung durch  diese  Punkte  zerlegt  ist.  %  und  n'  sind  die  Bilder  beziehungsweise 
von  -p  und  j»';  jeder  auf  der  Doppelgeraden  zwischen  p  und  p'  gelegene  Punkt  hat, 
den  beiden  Mänteln  der  Stoineraohen  Fläche  entsprechend,  die  sich  in  ihm  durch- 
setzen, zwei  Bildpuükte,  die  auf  der  Geraden  3t,  n'  harmonisch  zu  jr  und  n'  liegen. 
Insbesondere  sind  auch  die  Aussagen  des  Testes,  die  sich  auf  die  einen  Flächen- 
punkt umgebende  Indikatrix  beziehen,  so  zu  verstehen,  wie  sie  sieh  in  der  Bildebene 
aus  der  dort  jeweils  zu  konstruierenden  Indikatrix  ergeben.  leh  wiU  hier  die  Auf- 
merksamkeit insbesondere  auf  die  Indikatrizen.  der  beiden  pinch-points  jj, p'  lenken. 
Überträgt  man  die  Indikatrizen  der  Punkte  a,  m'  der  Bildebene,  welche  kleine  Ovale 
sind,  auf  die  Steinersche  Fläche,  so  entstehen  dort  als  Indikatrizen  der  beiden 
pinch-points  p,p'  Kurven,  wie  sie  durch  kleine,  um  diese  Punkte  gelegte,  ovale 
Flächen    aus    der   Steinerschen  Fläche    ausgeschnitten   werden.     Von   oben   gesehen 

^^)  Es  sei  darauf  hingewiesen,  daß  die  Doppelgerade  in  Fig.  ]  des  Zusatzes  zu 
Abh.  XXXrV  vier  solcher  Zwiokpunkte  trägt.  Desgleichen  traten  Zwiebpunkte  auch  bei 
den  Erläuterungen  über  die  Gestalten  des  Zylinderoids  in  Zusatz  I  zu  Abh.  XXXV  auf. 
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werden  Bioh  beide  Indikatrizen  wie  Schleifen  (wie  eine  8)  darstellen.  Von  vorne 
projiziert  flacht  sich  die  Indikatrix  von  p  zu  einem  doppelt  überdeckten  Kurvenbogen 
ab,  während  die  von  ■p'  ein  doppelt  durchlaufenes  Oval  wird,  das  p'  im  Innern  ent- 
hält. Die  Verhältnisse  in  p'  stellen  sieh  dabei  genau  so  dar,  wie  die  Umlaufung  eines 
einfachen  Verzweigungspunktea  einer  gewöhnlichen  mebrblättrigen  Biemannsehen 
Fläche'äj_  Projiziert  man  endlich  von  der  Seite,  so  bildet  sieh  die  Indikatrix  von  p' 
als  doppelt  überdeckter  Kurvenbogen  ab,  während  die  von  p  ein  doppelt  durchlaufenes 
Oval  gibt,  das  allerdings  p  nicht  im  Innern  enthält. 

In  diesem  Auftreten  der  pinch-pointä  liegt  für  die  Betrachtung  des  Zusammen- 
bajiges  eine  gewisse  Unvollkommenheit  der  von  Dyck  vorgeschlagenen  Normalform 
bez.  unserer  Steincrschen  Fläche.  Ich  erwähne  darum  gern,  daß  Hubert  später 
durch  Herrn  Boy  ganz  im  Endlichen  gelegene  einseitige  Flächen  hat  konstruieren 
lassen,  deren  Doppelkurven  nach  ihrer  ganzen  Erstteekung  auf  reellen  Mänteln  der 
Fläche  liegen.     (Math.  ÄnnaJen,  Bd.  57  (1903)).     K.] 

^^)  In  der  Tat  erscheinen  die  Verzweigungspunkte,  wenn  man  die  Rieinannsolien 
Flächen  algebraisch  definiert,  als  richtige  pinch-points;  die  in  sie  einmündenden  Ver- 
Eweigungssehnitte  sind  dabei  als  Doppelkurven  anzusehen,  welche  jenseits  des  Ver- 
zweigungspunktes isoliert  weiterlaufen.  Man  definiere  etwa,  um  ein  einfachstes  Bei- 
spiel zu  geben,  als  Riemannsche  Fläche  der  Funktion  )/»  +  iy  die  folgende: 


(unter  e  eine  beliebig  kleine  Konstante  verstanden).  Die  hierbei  hervortretenden  Einzel- 
heiten sind  so  einfaeh,  daß  sie  hier  nicht  durchgeführt  au  werden  brauchen. 
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XXXVII.  Eine  neue  Relation  zwischen  den  Singularitäten 
einer  algebraischen  Kurve^). 

[Math.  Annalen,  Bd,  10  (187fi).] 

In  seiner  Untersuchung  der  Kurven  vierter  Ordnung  (Math.  An]ialen, 
Bd.  7  (1874),  S.  410,  Comptes  Rendus,  Juli  1873)  hat  Zeuthen  eine 
Reihe  schöner  Sätze  bewiesen,  die  sich  auf  die  Reaütäteverhältnisse  der 
28  Doppeltangenten  dieser  Kurven,  wie  ihrer  24  Wendetangenten  beziehen. 
Wir  greifen  untei  ihnen  folgende  heraus: 

1.  Zeuthen  unterscheidet  bei  den  reellen  Doppeltangenten  solche 
von  der  ersten  und  solche  von  der  zweiten  Art.  Die  letsrteren  berühren 
je  zwei  verschiedene  Züge  der  Kurve,  während  die  ersteren  entweder  den- 
selben Zug  zweimal  berühren  oder  überhaupt  keinen  Zug,  d.  h.  isolierte 
Doppeltangenten  sind.  Die  Zahl  der  DoppeltangeTttsn  erster  Art  ist  nun 
immer  gleich  Vier,   solange  die  Kurve   keinen  vielfachen  Punkt  besitzt. 

2.  Andererseits  bemerkt  Zeuthen,  daß,  bei  den  Kurven  vierter  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt,  jede  Doppeltangente  erster  Art,  welche  reelle  Be- 
rührungspunkte hat,  eine  „Einbuchtung"  des  von  ihr  berührten  Kurven- 
zuges abschließt,  d.  h.  einen  Teil  der  Kurve,  welcher  zwei  Wendungen 
enthält.  Und  auch  umgekehrt,  so  oft  bei  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
(die  keinen  vielfachen  Punkt  besitzt)  eine  reelle  Wendung  auftritt,  wird 
sie  mit  einer  zweiten  Wendung  zusammen  einer  Einbuchtung  angehören 
und  ao  zu  einer  Doppeltangente  erster  Art  mit  reellen  Berührungspunkten 
Anlaß  geben.  Es  ist  also  die  doppelte  Zahl  derjenigen  DoppeUangenten 
erster  Art,  Vielehe  reelle  Berührungspunkte  haben,  gleich  der  Zahl  der 
reellen  Wendungen.  (Insbesondere  folgt  hieraus  als  Maximalzahl  der  reellen 
Wendungen  bei  Kurven  vierter  Ordnung  Acht,  wie  Salmon  vermutet  hatte. 
[Higher  Plane  Curves,  2.  Aufl.  (1881),  S.  248]). 

Indem  man  diese  beiden  Sätze  kombiniert,  kann  man  sagen: 

Bei  einer  Kurve  vierter  Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  ist  die  Zahl 

^)  [Vgl.  die  unter  dem  Titel  „Über  eine  Eelation  zwischen  den  Singularitäten 
einer  algebraiechen  Kurve"  in  den  Erlanger  Sitzunpberichten  vom  13,  Dezember  1875 
erschienene  Note,] 
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der   reellen   Wendungen,    vermehrt   um  die  doppelte  Zahl   der  isolierten 
Doppeltangenten,  gleich  Acht. 

Es  ist  nun  sehr  merkwürdig,  daß  der  so  ausgesprochene  Satz  einer 
unmittelbaien  Verallgemeinerung  auf  Kurven  re-ter  Ordnung  fähig  ist,  zu 
deren  Ableitung  eben  die  einfachen  Methoden  ausreichen,  deren  sichZeuthen 
in  seinem  Aufsatze  bedient*).  Sei  bei  einer  Kurve  n-ter  Ordnung  ohne 
vielfachen  Punkt  w'  die  Zahl  der  reellen  Wendungen,  ("  die  Zahl  der 
reellen,  isolierten  Doppeltangent«n. 

Dann  hat  man  das  Theorem: 

w'  +  2t"  =  n{n-2). 

Auch  ist  die  Modifikation,  welche  dieser  Satz  beim  Auftreten  eingulärec 
Punkte  erheischt,  übersichtlich  anzugeben.  Es  soll  die  Kurve,  wie  im 
folgenden  der  Einfachheit  wegen  durchgehends  angenommen  wird,  nur  mit 
einfachen  Plückerschen  Singularitäten  behaftet  sein,  und  es  bezeichne  h 
ihre  Klasse,  r'  die  Zahl  ihrer  reellen  Spitzen,  d"  die  Zahl  ihrer  reellen, 
isolierten  Doppelpinikte. 

Dann  besteht  die  Relation: 

■ft  +  Mj' +  2  ("  =  fc  +  »■' -I- 2i^" . 

Diese  Formel  kommt  auf  die  vorige  zurück,  sobald  man  der  Kurve 
keine  anderen  vielfachen  Punkte,  als  isolierte  reelle  Doppelpunkte  beilegt. 
Denn  dann  ist  r'=0,  k  =  n{n —  l)  —  2d".  Andererseits  umfaßt  unsere. 
Formel  z.  B.  die  bekannten  Eealitätsverhältnisse  der  Wendepunkte  bei  den 
Kurven  dritter  Ordnung,  sofern  für  w  =  3  Doppeltangenten  noch  nicht  auf- 
treten können  und  also  t"  ^  0  zu  setzen  ist. 

Wir  beweisen  zunächst  die  Formel: 

w'  +  2i"  =  n{K  — 2) 
in  ihrer  Gültigkeit  für  Kurven  ohne  vielfachen  Punkt.  Wir  zeigen  vor 
allem,  daß,  bei  diesen  Kurven,  v}' -\-2t"  einen  konstanten  Zahlenwert  be- 
sitzen muß;  hinterher  bestimmen  wir  den  letzteren  an  einem  Beispiele, 
Die  Kurvengleichungen  sind  dabei  immer  mit  reellen  Koeffizienten  gedacht, 
wie  im  Gegensatze  zu  einer  späteren  Betrachtung,  bei  der  ausdrücklich 
das  Gegenteil  vorausgesetzt  wird,  bemerkt  sei. 

Es  mögen  also  <p  ^0,ij)  =  Q  zwei  Kurven  n-ter  Ordnung  ohne  singulare 
Punkte  vorstellen:   es   sollen   die  Werte,   welche  bez.  bei   ihnen  die  Zahl 

^)  [Zeuthen  seHaet  war,  wib  er  mir  damals  soLrieb,  an  dieser  Verallgemeinerung 
Torbeigeführt  worden,  weil  er  Eich  zu  starr  auf  den  von  ihm  eingeführten  Allgemein- 
begriff der  „Doppeltangenten  erster  Art"  festgelegt  hatte.  Die  Resultate,  die  loh 
später,  mit  freilich  ganK  anderen  Methoden,  für  die  Berührungs-y  der  algebraischen 
Kurven  beliebigen  Geschleehtes  abgeleitet  habe  (siehe  unten  Abh.  XLII)  entsprechen 
insofern   gewissermaßen  mehr  der  ursprünglichen  Zentheusohen  Zielsetzung.     K.j 
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tu'  -[-  2t"  annimmt,  verglichen  werden.  Zu  dem  Zwecke  denke  man  sich 
durch  allmähliche  reelle  Änderung  der  Konstanten  <p  in  y>  übergefiihrt. 
Dies  kann  noch  in  sehr  mannigfacher  Weise  geschehen,  und  man  kann  es 
daher  immer  vermeiden,  daß  dabei  Kurven  überschritten  werden,  deren 
Koeffizienten  gleichzeitig  zwei  vorgegebenen  algebraischen  Bedingungen  ge- 
nügen. Kurven  dagegen,  deren  Koeffizienten  eine  einzelne,  beliebig  ge- 
gebene algebraische  Bedingung  erfüllen,  werden,  allgemein  au  reden,  beim 
Übergange  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auftreten;  —  im  besonderen 
Falle  kann  diese  Anzahl  Null  sein.  Kurven  z.  B.,  die  nur  einen  Doppel- 
punkt besitzen  (der  dann  selbstverständlich  röeU  ist),  müssen  in  Betracht 
gezogen  werden;  überflüssig  ist  es,  in  der  Kurvenreihe  Kurven  mit  Spitze, 
oder  mit  zwei  Doppelpunkten   oder  mit  einer  vierfachen  Tangente^)  usw. 


Eine  Änderung  der  Zahl  {w'-\-2t")  kann  bei  einem  solchen  Über- 
gänge nach  algebraischen  Prinzipien  nur  in  folgenden  Fällen  möglicher- 
weise eintreten: 

1.  wenn  zwei  Wendungen, 

2.  wenn  zwei  Doppeltangenten  koinzidiercn, 

3.  wenn  eine  isolierte  Doppeltangente  i!"  aufhört,  als  solche  zuzählen 
(resp.  umgekehrt,  wenn  eine  nicht  isolierte  Doppeltangente  isoliert 
wird). 

Diese  Möglichkeiten  können  aber  leicht  noch  weiter  eingeschränkt 
werden;    andererseits    erweisen   sie   sieh   zum  Teil  voneinander   abhängig. 

Wir  werden  den  Fall,  daß  die  Übergangskurve  einen  vielfachen  Punkt 
hat  (der  dann  nach  dem  Obigen  nur  als  reeller  Doppelpunkt  vorausgesetzt 
zu  werden  braucht),  erst  sogleich  diskutieren;  indem  wir  ihn  ausschließen, 
bleiben  nur  folgende  Fälle  eventuell  zu  berücksichtigen: 

ad  1.  der  Fall,  daß  zwei  reelle  Wendungen  eines  Kurvenzuges  konse- 
kutiv werden.  Dann  ist  die  betr.  Tangente  eine  vierpunktige.  Sie  ist  als 
solche  eine  Doppeitangente ,  welche  den  Übergang  bildet  zwischen  einer 
Doppeltangente  mit  j:eellen  Berührungspunkten  und  einer  isolierten  Doppei- 
tangente. Es  tritt  dami  also  gleichzeitig  die  unter  3  vorgesehene  Mög- 
lichkeit ein;  in  dieser  Gleichzeitigkeit  liegt  weiterhin  der  Kern  des  ganzen 
Beweises. 

ad  2.  Von  den  Fällen,  in  welchen  zwei  oder  mehr  Doppeltangenten 
koinzidieren,  sind  offenbar  nur  diejenigen  zu  berücksichtigen,  in  denen  eine 
isolierte  Doppeitangente  beteiligt  ist.  Aber  unter  ihnen  werden  schließlich 
nur  solche  möglicherweise  von  Einfluß  sein  können,  bei  denen  zwei  isolierte 

^  Vierfach  heißt  im  folgenden  eine  Tangente,  welche  an  vier  Stellen  berührt; 
eine  Tangente,  die  vier  konsekutive  Punkte  enthält,  ist  „vierpuoktig"  genannt. 
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Doppeltangenten  koinzidieisn.  Freilich  kann  sich  eine  isolierte  Doppel- 
tangente  mit  zwei  konjugiert  imaginären  zu  einer  reellen  dreifaeiien  Tangente 
vereinigen  {die  letztere  besitzt  dann  nur  einen  reellen  Berührungspunkt). 
Ubersclireitet  man  aber  eine  solche  Kurve,  so  wird  aus  der  dreifachen  Tan- 
gente nur  wieder  eine  isolierte  Doppeltangente  hervorgehen,  indem  sich  von 
neuem  zwei  imaginäre  Doppeltangenten  ablösen.  Denn  die  isolierte  Doppel- 
tangente hat  sich  mit  ihr  nicht  gleichwertigen  Doppeltangenten  vereinigt, 
und  das  kann  auf  die  Zahl  t"  keinen  Einfluß  haben. 

Sonach  bleibt  nur  das  Zusammenfallen  zweier  isolierter  DoppeÜan- 
genten  ad  2  zu  uniersuchen;  wir  werden  weiterhin  zeigen,  daß  ein  solches 
Zusammenfallen  zwei  Bedingungen  äquivalent  ist,  und  also  überhaupt  nicht 
in  Betracht  kommt. 

ad  3.  Der  einzige  Übergang,  der  zwischen  isolierten  und  nicht  isoUerten 
Doppeltangenten  besteht,  wird  durch  die  vierpunktige  Tangente  gebildet. 
Sonach  leitet  3  zu  der  unter  1  aufgeführten  Möglichkeit  zurück. 

Erörtern  wir  jetzt  vorab  den  Einfluß,  den  das  Auftreien  emes  reellen 
Doppelpunktes  auf  w'  und  ("  besitzt.  Dieser  Doppelpunkt  kann  isoliert 
oder  nicht  isoliert  sein.  In  jedem  Falle  absorbiert  er  nach  denPlüeker- 
schen  Formeln  sechs  Wendungen.  Auch  macht  Plüeker  schon  darauf 
aufmerksam*),  daß  beim  isolierten  Doppelpunkte  diese  sechs  Wendungen 
aämtlich  imaginär  sind,  während  beim  nicht  isolierten  Doppelpunkte  zwei 
und  nur  zwei  reell  sind.  Die  Zahl  w'  wird  daher  im  letzteren  Falle  und 
nur  in  diesem  um  zwei  Einheiten  vermindert.  Aber  diese  zwei  Wen- 
dungen w'  erscheinen  von  neuem  wieder,  wenn  man  die  Kurve  mit  Doppel- 
punkt überschreitet.  Denn  der  Doppelpunkt  absorbiert  eben  immer  zwei 
reelle  Wendungen,  von  welcher  Seite  man  ihn  auch  entstehen  lassen  mag. 
Deshalb,  erleidet  also  die  Zahl  w'  keine  Änderung,  wenn  man  eine  Kurve 
mit  Doppelpunkt  überschreitet. 

Dasselbe  ergibt  sich  für  (".  Hat  eine  Kurve  einen  Doppelpunkt,  so 
fallen  eine  Anzahl  Doppol tangenten  je  paarweise  in  die  Tangenten  zu- 
sammen, die  man  vom  Doppelpunkte  an  die  Kurve  legen  kann.  Von  den 
Berührungspunkten  der  Doppeltangente  ruckt  dabei  der  eine  in  den  Doppel- 
punkt hinein,  während  der  andere  abgetrennt  liegt,  da  immer  angenommen 
werden  kann,  daß  keiner  der  im  Doppelpunkte  sich  kreuzenden  Kurvenäste 
im  Doppelpunkte  eine  Wendung  besitzt.  Deshalb  kann  keine  reelle  Doppel- 
tangente  mit  imaginären  Berührungspunkten  beteiligt  sein.    Also  auch  die 


■')  Vgl.  „Theorie  der  algebraiacken  Kurven"  (1889)  Nr.  64.  Auf  das  von  Plüeker 
gebrauchte  Beweisprinaip  kommen  wir  noch  im  Texte  zu  sprechen.  Einen  Beweis  nur 
aus  Betrachtung  der  Lagenverhälfcnisae  gibt  für  die  G^  Möbius:  „Über  die  Grund- 
formen der  Linien  dritter  Ordnung".  Abhandi.  der  Sachs,  Akademie  1852  (vorgelegt 
bereits  1848)  [  =  \Verke,  Bd.  2,  S.  86-176], 

Klein,  Oeasrnmelte  msth,  AbhftadliiDgen.  IL  6 
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Zahl   t"  bleibt   umgeändert,    wenn    eine    Kurve   r<\ 
schritten  wird. 

Hiernach  ist  daa  Auftreten  vielfacher  Punkte  f  le  i  h  ei  j 
Zweck  nicht  weiter  zu  untersuchen.  Erörtern  wir  jetzt  len  Fall  ad  1. 
Zwei  reelle  Wendungen  werden  honsehativ,  man  hat  e.  le  vterpunktige 
Tangente.  Bei  Überschreitung  einer  solchen  Kur\e  vcl  gle  chzeitig  w' 
um  zwei  Einheiten,  t"  um  eine  Einheit  geändert.  Die  geometrische  An- 
schauung zeigt,  daß  eine  isolierte  Doppeltangente  aus  der  vierpunktigen 
entsteht,  wenn  die  beiden  Wendungen  w'  imaginär  werden;  t"  wächst 
daher  um  eine  Einheit,  wenn  w'  um  zwei  Einheiten  abnimmt,  reep.  um- 
gekehrt, und  daher  bleibt  w'-\-2t"  beim  Überschreiten  der  betr.  Kurve 
konstant. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  daß  das  Zusammenfallen  zweier 
isolierter  Doppeltangenten  zwei  Bedingungen  äquivalent  ist. 

Unteraachen  wir  zu  dem  Zwecke,  wie  überhaupt  bei  emei  Kui\  e  die 
keine  vielfachen  Punkte  besitzt,  ein  Zusammenfallen  \on  Doppeltangenten 
eintreten  kann,  und  welche  von  den  bez.  Möglichkeiten  duich  ni'i  eine 
Bedingung  zwischen  den  Koeffizienten  dargestellt  werden  Man  findet  daß 
eine  Doppeltangente  nur  dann  mehrfach  zahlt  wenn  sie  entweder  mehi 
als  zwei  Berührungspunkte  hat  und  also  vielfache  Tangente  ist,  oder  w  enii 
sie  zum  mindesten  in  einem  ihrer  Berührung=!punkte  emen  höheren  Kontakt 
besitzt.  Durch  eine  Bedingung  sind  charaktensieit  der  Fall  der  dreifachen 
Tangente  und  der  Fall,  daß  die  Doppeltangente  m  einem  ihiei  Beiuhrungs 
punkte  oskuliert  und  also  zugleich  Wendetangente  ist  Der  Beweis  dieser 
Behauptung,  die  sich  auf  allgemein  algebraische  Verhältnisse  und  nicht 
insbesondere  auf  Bedingungen  der  Realität  bezieht,  soll  hier  nicht  aus- 
geführt werden;  er  wird  mit  bekannten  Mitteln  geleistet. 

Aber  keiner  der  beiden  durch  nur  eine  Bedingung  dargestellten  Fälle 
kann  durch  das  Zusammenfallen  zweier  isolierter  Doppeltangenten  herbei- 
geführt werden.  Denn  jede  derselben  hat  ein  Paar  konjugiert  imaginärer 
Berührungspunkte,  und  indem  dieselben  auf  eine  gerade  Linie  rücken, 
können  nicht  drei  gleichwertige  oder  zwei  ungleichwertige  Berührungspunkte 
entstehen.  Man  würde  entweder  eine  vierfache  (nach  wie  vor  isolierte) 
Tangente  erhalten,  oder  eine  solche,  die  an  zwei  konjugiert  imaginären 
Stellen  oskuliert. 

Die  Zahl  w'  ■]-  2  t"  ist  also  für  alle  Kurven  ohne  vielfache  Punkte 
dieselbe,  wie  behauptet  wurde. 

Um  sie  jetat  an  einem  Beispiele  abzuzählen,  nehme  man  vorab  eine 
Kurve  der  re-ten  Ordnung,  die  in  lauter  niedere  Kurven  zerfallen  ist  nnd 
bei  der  man  daher  die  Lage  der  Singularitäten  und  die  Realität  derselben 
deutlich    übersieht.     Sodann    löse   man   die   dabei  vorhandenen  vielfachen 
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Punkte  iu  bekannter  Weise  auf,  und  man  erhält  eine  Kurve  olme  solche 
Punlcte,  bei  der  sich  ein  Abzählen  von  w'  und  t"  ohne  weiteres  ermög- 
licht. Der  Einfluß,  den  ein  reeller  Doppelpunkt  auf  die  Zahl  w'  ausübt, 
wurde  oben  für  den  allgemeinen  Fall  angegeben;  er  wird  ein  anderer"), 
wenn  einer  der  Äste  des  Doppelpunktes  im  Doppelpunkte  eine  Wendung 
besitzt.  Um  derartige  Untersuchungen  nicht  noch  au  benötigen,  wählen 
wir  die  zerfallene  0^  so,  daß  unter  ihren  Bestandteilen  sich  keine  gerade 
Linie  befindet. 

Sei  zunächst  n  eine  gerade  Zahl,  n  =  ^/i.  Dann  zeichne  man  etwa  /i 
kongruente  konzentrische  Ellipsen,  deren  Hauptachsen  unter  bez.  gleichen 
Winkeln  (— -)  gegeneinander  geneigt  sind.    Jede  Ellipse  schneidet  die  andere 

in  vier  reellen  Punkten ,  so  daß  im  ganzen  4  ^^-A- —  =  „ — -  reelle, 
nicht  isolierte  Doppelpunkte  bei  der  (7„  vorhanden  smd,  und  sonst  offenbar 
überhaupt  keine  Doppelpunkte.  Auch  die  Lage  dei  ^  n(»  —  2){»^  —  9) 
eigentlichen  oder  uneigentlichen  Doppeltangenten  dieser  (7„  ist  ersichtlich. 
Sie  sind  repräsentiert: 

1.  Durch  die  |n(n—  2)  reellen  Tangenten,  welche  irgend  zwei  der 
f.t  Ellipsen  gemeinsam  berühren. 

2.  Durch  die  \n{n  ~  2)[n  —  4:)  Tangenten,  welche  man  von  den 
Durchschnittepunkten  zweier  Ellipsen  an  eine  dritte  ziehen  kann.  Diese 
Tangenten  sind  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginär.  Keine  von 
ihnen  hat  zusammenfallende  Berührungspunkte.  Sie  zählen  als  Doppel- 
tangenten doppelt. 

3.  Durch  die  als  Doppeltangenten  vierfach  zählenden 

ln{n  ~  2){n''  ~  2n  -  2) 
Verbindungslinien   der   genannten  Durchschnittspunkte  untereinander.     Sie 
sind   alle   reell;    als   ihre  Berührungspunkte   sind   bez.  die   beiden  Durch- 
schnittspunkte aufzufassen,  welche  sie  verbinden. 

Geht  man  von  der  so  beschriebenen  C„  zu  einer  benachbarten  Kurve 
ohne  vielfachen  Punkt  über,  so  liefert,  nach  dem  wiederholt  benutzten 
Satze,  jeder  der  |n(n  — 2)  Doppelpunkte  zwei  reelle  Wendungen;  man 
bekommt  also: 

w'^nin-  2), 

da  vor  Auflösung  der  Doppelpunkte  überhaupt  keine  reellen  Wendungen 
vorhanden  waren. 

Ferner  ergibt  sich: 

("=0. 
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Denn  man  kann  einzeln  verfolgen,  was  aus  den  Doppeltangenten  der  zer- 
fallenen Kurve  wird.  Die  Doppeltaiigenten  1  bleiben  reell  mit  reellen 
Berührungspunkten.  Von  den  Doppeltangenten  2  spaltet  sich  jede,  je 
nach  der  Auflösungsart  des  Knotenpunktes,  in  zwei  reelle  und  dann  nicht 
isolierte  Doppeltangenten  oder  in  zwei  konjugiert  imaginäre.  Ebenso  über- 
sieht man,  daß  jede  der  Doppeltangenten  3  vier  reelle  und  nicht  isolierte 
oder  vier  paarweise  imaginäre  Doppeltangenten  ergibt.  Es  entsteht  also 
bei  der  Auflösung  der  Doppelpunkte  keine  isolierte  reelle  Doppeltangente; 
vor  der  Auflösung  war  keine  vorhanden,  und  also  hat  man  im  Beispiele 
(n^O  (mod2)): 

w'+2t"^n{n-2). 

Zugleich  ist  gezeigt,  daß  für  ein  gerades  n  Kurven  mit  der  Maximal- 
zahl reeller  Wendungen,  n(n  —  2),  wirklich  existieren. 

Für  ungerades  n  ergibt  sich  ein  geeignetes  Beispiel  folgendermaßen. 
Sei  n  =  2  ^  +  3 .  So  zeichne  man  /n  Ellipsen,  wie  im  vorigen  Falle,  und 
ergänze  dieselben  zu  einer  C^  durch  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
jede  der  Ellipsen  in  sechs  reellen  Punkten  schneidet.  Dies  ist  möglich, 
wenn  man  z.  B.  der  Kurve  dritter  Ordnung  folgende  Gestalt  gibt; 


-^CZ 


■^ys 


wo  AB  einen  Abstand  bedeutet,  der  größer  ist  als  die  große  Achse  der 
benutzten  Ellipsen,  CD  einen  Abstand,  der  kleiner  ist  als  die  kleine  Achse 
der  Ellipsen.  Diese  Kurve  lege  man  in  der  Art,  daß  M  in  den  gemein- 
samen Mittelpunkt  der  Ellipsen  fällt;  so  wird  sie  jede  der  Ellipsen  in  sechs 
reellen  Punkten  treffen. 

Man  mache  nun  ganz  ähnliche  Abzahlungen,  wie  soeben.  Es  ist  bei 
ihnen  nur  darauf  zu  achten,  daß  die  C^  bereits  an  sich  drei  Wendungen 
enthält.  Auch  sei  als  Moment  beim  Beweise  hervorgehoben,  daß  keine 
der  zwölf  Tangenten,  welche  die  C^  mit  der  einzelnen  Ellipse  geraein  hat 
{und  die  teils  reell,  teils  imaginär  sein  werden),  eine  isolierte  Doppel- 
tangente der  C,,  liefern  kann;  denn  isolierte  reelle  Tangenten  gibt  es  bei 
der  reellen  Og,  oder  gar  der  reellen  Ellipse  nicht.  Auf  diese  Weise 
findet  man: 

Auch  bei  ungeradem  n  ist 

w'  +  2t"  =  n{n-2), 
und  Kurven  mit  der  Maximalzahl  reeller  Wendungen,  n(n  —  2 ) ,  existieren. 

Andererseits  ist  evident,  daß,  bei  ungeradem  n,  eine  Minimalzahl  für 
die  reellen  Wendungen  existiert.     Denn  jede   solche  G^^   (ohne  vielfachen 
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Puiikt)  hat  bekanntermaßen  eineri  nnpaareti  Zug,  Jer  als  soidher  mindestens 
(Irei  Wendungen  besitzt.  — 

Die  allgemeinere  Formel: 

n  +  w'  -\-  2t"  ^  k  +  r'  +  2d" 
ergibt  sich  aus  der  jetzt  bewiesenen  folgendermaßen: 

Man  denke  sich  die  Kurve  mit  vielfachen  Punkten  aus  einer  benach- 
barten  ohne  vielfachen   Punkt  entstanden.     Dann    hat  man  für  letztere: 

und  es  sind  nun  die  Modifikationen  zu  untersuchen,  welche  die  vielfachen 
Punkte  an  den  Zahlen  w',  t"  anbringen.  In  dieser  Hinsicht  stelle  ich 
folgende  Sätze  voran,  von  denen  die  beiden  ersten  zum  Teil  schon  benutzt 
wurden : 

1.  Jeder  reelle,  nicht  isolierte  Doppelpunkt,  sowie  jeder  reelle  Eück- 
kehrpunkt,  absorbiert  zwei  reelle  Wendungen  w'. 

2.  Der  isolierte  reelle  Doppelpunkt  hat  au£  die  Zahl  w'  keinen  Einfluß. 

3.  Die  reelle  Verbindungsgerade  zweier  konjugiert  imaginärer  Doppel- 
punkte absorbiert  zwei,  und  die  reelle  Verbindungsgerade  zweier  konjugiert 
imaginärer  Rückkehrpunkte  absorbiert  drei  reelle  isolierte  Doppeltan- 
genten (". 

4.  Andere  Reduktionen   in  den  Zahlen  w'  und  ("  finden  nicht  statt. 
Die  Sätze  1,  2   werden   von  Plüoker  gegeben.     Er  beweist  sie   für 

Kurven  dritter  Ordnung  und  erschließt  daraus  ohne  weiteres  ihre  allge- 
meine Gültigkeit.  Es  heißt  das,  algebraisch  zu  reden,  daß  man  die  bei 
der  beliebigen  Kurve  in  der  singuläi'en  Stelle  stattfindende  Reihenentwick- 
lung bei  einem  bestimmten  Gliede  abbricht.  In  demselben  Sinne  wird  man 
ähnliche  Sätze  beweisen,  indem  man  sich  an  dem  Beispiele  einer  Kurve 
von  hinlänglich  hoher  Ordnung  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt. 

Für  den  Satz  3  geben  geeignet  gewählte  Kurven  vierter  Ordnung 
brauchbare  Beispiele;  z.B.  die  vieluntersuchten  C^ ,  welche  die  Kreiapunkte 
zu  Doppelpunkten  haben,  und  die  Kartesischen  Ovale,  bei  denen  die  Kreis- 
punkte Spitzen  sind.  Bei  ihnen  findet  man  nur  noch  zwei,  bez.  eine  Doppel- 
tangente erster  Art  (im  Sinne  Zeuthens),  und  daher  sind  zwei,  bez.  drei 
dieser  Doppeltangenten,  die  jedenfalls  isolierte  Doppeltangenten  waren, 
durch  die  vielfachen  Punkte,  resp,  deren  Verbindungelinie,  absorbiert. 

Die  allgemeine  Formel  ergibt  sich  jetzt  sehr  einfach.  Es  sei  für  eine 
gegebene  Kurve  der  n-ten  Ordnung  und  der  A-ten  Klasse: 

d'    die  Zahl  der  reellen,  nicht  isolierten, 

d     die  Zahl  der  reellen,  isolierten, 

d     die  Zahl  der  imaginären  Doppelpunkte. 
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Sei  ferner: 

r'  die  Zahl  dei  leelleii, 

)'"  die  Zahl  dei  imagiiiaieu  Spitzen 

Dann  hat  man  nach  den  \ oi ausgeschickten  Sätzen: 

M''-^2r  =  K(n-2)-^(?'-  2j'-2(^"'-3f". 

Aber  andererseits  ist  nach  den  Plüekerachen  Formeln: 

k  =  n(n   -l)-2{d'  +  d"  +  d")   -  Z(r' ■[■  r"). 

Also  folat:  „ 

n  +  w  -\   2t    =k-hr  -^2d   , 

was  zu  beweisen  war. 

In  dem  Umstände,  daß  die  Formel  sich  selbst  dualistisch  ist,  wird 
man  eine  Kontrolle  der  in  ihr  auftretenden  Zahlenkoeffizienten  erblicken. 

Es  mag  hier  zuvörderst  eine  Anwendung  dieser  Formel  angeschlossen 
werden.  Es  sei  eine  komplexe  Kurve  von  der  Ordnung  n  und  der  Klasse  k 
gegeben,  d.  h.  eine  Kurve,  deren  Gleichung  komplexe  Koeffizienten  besitzt. 
Dieselbe  wird  eine  Anzahl  reeller  isolierter  Punkte  (<?)  und  reeller  isolierter 
Tangenten  (t)  enthalten,  welche  aber,  allgemein  zu  reden,  nicht  weiter 
mit  besonderen  Singularitäten  behaftet  sind,  sondern  einfache  Elemente 
der  Kurve  vorstellen.  Zwischen  diesen  beiden  Zahlen  finden  vdr  eine 
Relation.  Man  vereinige  nämlich  die  Kurve  mit  der  ihr  komplex  konju- 
gierten. So  hat  man  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2  ^ ,  von  der  Klasse  2  &, 
weiche  aufler  d  isolierten  Doppelpunkten  und  t  isolierten  Doppeltangenten 
überhaupt  keine  reellen  Elemente  enthält.  Sie  enthält  keinerlei  höhere 
Singularitäten;  daher  ist  unsere  Formel  anwendbar.     Man  findet  also: 

n^T  ^k-]-  d. 
Bei  einem  komplexen  Kegelschnitte  z.  B.  können  0,  3,  4  Punkte  reell  sein; 
dann  sind  auch  0,  2,  4  Tangenten  reell").    Eine  komplexe  Kurve  dritter 
Ordnung  sei  in  Linienkoordinaten  durch 

ip  -\-  iyi  =  0 
dargestellt;  dann  haben  die  Kurven  sechster  Klasse 

(p  ^  0,     (/?  =  0 
sicher  viei  und  höchstens  zwölf  reelle    gemeinsame  Tangenten  usw 

Sodann  sei  noch  emei  Vei  allgemeine}  ung  gedacht,  welche  man  unserer 

^)  Es  ergibt  sich  Sind  zwei  und  nnr  zwei  Punkte  reell  -o  hegen  dieselben 
innerhalb  desselben  \on  den  beiden  dann  \ oitatnieneii  reellen  Tangenten  gebildeten 
V\  inkelriun  es  Nimmt  man  zwei  reelle  Punkte  in  an  lerer  Lage  gegen  zwei  reelle 
Taogenten  an  oo  neiden  gleirb.  iiei  Punkte  ui  d  vier  Tangenten  reell  dio  iiei  Punkte 
h^en  bei    inneihalb  der  i  ei  ^on  den  vier  Tangenten  gebildeten  Dreiecke 
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Formel  zuteil  wer<len  lassen  kann  und  die  sieh  darauf  bezieht,  daß  man 
statt  der  geraden  Linien  der  Ebene  ein  reelles  Netz  von  Kurven  beliebiger 
Ordnung : 

k'Pi  +  ^'i^-.-i-^'Pa  ==0 
betrachtet.    Man  kann  dieses  Netz  in  bekannter  Weise  daau  benutzen,  um 
eine  beliebig  gegebene  Kurve 

eindeutig  zu  transformieren;  den  Sehnittpimktsystemen  von  f  mit  den 
Kurven  des  Netzes  entsprechen  dann  die  Schnittpunktsysteme  der  trans- 
formierten Kurve  mit  den  Geraden  der  Ebene.  Den  bekannten  Erörte- 
rungen über  diesen  Gegenstand  hat  man  nur  einige  wenige.  Betrachtungen 
über  die  Eealitäteverhältaiiese  bei  einer  derartigen  Transformation  hinzu- 
zufügen, um  für  die  transformierte  Kurve  unser  Theorem  anwenden  zu 
können  und  damit  für  die  Kurve  f  die  gemeinte  Verallgemeinerung  zu 
finden.  Es  sei  in  dieser  Richtung  folgendes  hervorgehoben.  Auf  de:: 
Kurve  f  gibt  es  Paare  von  Pimkten,  durch  welche  noch  Büschel  von 
Kurven  ip  hindurchgehen.  Dieselben  vereinigen  sich  bei  der  eindeutigen 
Transformation  zu  Doppelpunkten  der  transformierten  Kurve.  Diese  Doppel- 
punkte sind,  sobald  die  betr.  zwei  Punkte  auf  f  reell  sind,  reell  und  nicht 
isoliert;  aind  aber  die  Punkte  auf  f  konjugiert  imaginär,  so  enthält  die 
transformierte  Kurve  einen  reellen,  isolierten  Doppelpunkt.  Auf  solche 
Weise  findet  man  folgenden  Satz: 
Es  sei 

N   die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  der  p  mit  f, 

K  die  Zahl  derjenigen  cp,  welche,  durch  einen  beliebig  gewählten 

Punkt  hindurchgehend,  f  berühren, 
W'  die  Zah!  derjenigen  reellen  (/?,  welche  f  oskulieren, 
T     die  Zahl   solcher  reeller  q>,   die  f  in  zwei  imaginären  Punkten 

berühren, 
R    die  Zahl  der  reellen  Spitzen  von  f,  mit  Ausnahme  derjenigen, 

die  etwa  Grnndpunkte  des  Netzes  sind, 
D  eine  Zahl,  die  aua  zwei  Bestandteilen  zusammengesetzt  ist.  Sie 
umfaßt  zunächst  die  Zahl  derjenigen  isolierten  Doppelpunkte 
von  /,  welche  nicht  Grundpunkte  des  Netzes  smd  Sie  umfaßt 
sodann  die  Zahl  der  eben  genannten  Vorkommnisse  daß  auf 
/■  Paare  konjugiert  imaginärer  Punkte  gefmiden  werdfn  können 
durch  welche  noch  ein  Büschel  von  Kui\en  /  hmduifhgeht 
Dann  hat  man  immer: 

N  +W'  +  2T"  =  K  H--  R'  -{-  2  D"' 
Man   nehme  z.  B,  als  Netz   die  Kreise,   welche   durch  einen  festen  Punkt 
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gehen  (wo  dann  die  betr.  eindeutige  Tranaformation  einfach  eine  Um- 
formung durch  reziproke  Radien  wird),  als  Kurve  f  eine  Ellipse  oder  eine 
Hyperbel. 

Dann  hat  man  beide  Mal: 

N  --^i,  K  =  6,  fi'  =  0. 
Aber  D  ist  das  eine  Mal  gleich  1 ,  das  andere  Mal  gleich  Null.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  nämlich  bildet  mit  allen  durch  den  angenommenen 
Punkt  hindiurchgehenden  geraden  Linien  ein  Büschel  von  Kreisen,  welche  f 
in  zwei  festen  Punkten  schneiden,  und  diese  beiden  Punkte  (die  unendlich 
fernen  Punkte)  sind  bei  der  Ellipse  konjugiert  imaginär,  bei  der  Hyperbel 
reell.     Man  hat  also; 

bei  der  Ellipse:        Tf'+23'"  =  4, 

bei  der  Hyperbel:   W'  +  2T"  ^-2. 

In  Worten:   Bei  einer  gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel  konstruiere 

man  alle  Krwmmungskreise,  sowie  alle  Kreise,  welche  in  zwei  konjugiert 

imaginären  Punkten    berühren.     Wenn  man  dann  die  letzteren  doppelt 

zähM,  so  erweist  sich  die  ganze  Ebene  bei  der  Ellipse  vierfach,   hei  der 

',  mit  Kreisen  überdeckt. 

,  im  Januar  1876, 


[Win  höhere  Singularitäten  in  die  von  mir  »t  fg  t  lit  R  lat'  in  ufüg  n  '  d 
hat  bald  heraachA-Brill  entwickelt  {Math.Äimalen  Bd  16  1879)  jed  Ih  S  ngu 
larität  bekommt  einen  BeaUlätBindex  r'  — jo'4-2((i— ()w      li  w     d      t     bw 

die  Anzahlen  der  reellen  Rückkehr-  nnd  Wendepunkt  1    rt       D  j  pelpunkte  n  d 

isolierten  Doppeltangenten  bedeuten,  welche  bei  b  1  bg  Äufl  g  d  S  g 
larität  entstehen.  Die  einfachste  Formulierung,  wel  h  11  F  11  a  1  1  d  km 
plexen  Kurven,  umfaßt,  hat  dann  später  Fr.  Schuh  g  g  b  n  (Am  t  tJam  V  r^Iae 
Deel  XII,  1904).    Er  aohreibt 

wo   y^u  die  Summe  der  Ordnungen  aller  Singularitäten  mit  reellem  Punkt,    \  v  die 
Summe  der  Klasoeii  aller  Singularitäten  mit  reeller  Tangente  bedeutet.     K,| 
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XXXVITT.  Über  eine  neue  Art  rter  Riemannschen 
Flächen  0- 

(Erste  Mitteilung.) 
[Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874).] 

Bei  der  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  y  einer  Veränder- 
lichen X  pflegt  man  sich  zweier  verschiedener  anschauungsmäßiger  Hilfs- 
mittel zu  bedienen.  Man  repräsentiert  nämlich  entweder  y  und  x  gleich- 
mäßig als  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  wo  dann  die  reellen  Werte 
derselben  allein  in  Evidenz  treten  und  das  Bild  der  algebraischen  Funktion 
die  algebraische  Kurve  wird  —  oder  man  breitet  die  komplexen  Werte 
der  einen  Variabeln  x  über  eine  Ebene  aus  ujid  bezeichnet  das  Funktions- 
verhältnis  zwischen  y  und  x  durch  die  über  der  Ebene  konstruierte  Rie- 
raannsche  Fläche.  Es  muß  in  vielen  Beziehungen  wünschenswert  sein, 
zwischen  den  beiden  Änschaiiungsbildern  einen  Übergang  zu  besitzen.  loh 
darf  mit  Bezug  hierauf  nur  das  Eine  hervorheben,  daß  nämlich  ein  solcher 
Übergang  vom  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  geradezu  gefordert 
werden  muß,  wenn  die  Sätze,  welche  sich  auf  die  Zahl  und  Periodizität 
der  längs  einer  algebraischen  Kurve  erstreckten  Integrale  beziehen,  zu 
einem  unmittelbaren  Verständnisse  gebracht  werden  sollen. 

Em  solcher  Übergang  ist  nun  in  einfachster  Weise  herzustellen.  Er 
s(hheßt  sirh  an  die  Auffassung  einer  Kurve  als  des  Umhüllungsgebildes 
ihrei  Tangenten^)  an;  er  setzt  ferner  in  einem  gewissen  Maße  diejenigen 
Erörterungen  ubei  den  Zusammenhang  der  Flächen  voraus,  welche  in  [der 
oben  abgedi  iickten  Abhandlung  XXSVI]  entwickelt  wurden. 

Man  gehe  von  der  Bemerkung  aus,  daß  man  jeder  Tangente  einer 
algebraischen  Kurve,  mag  die  Tangente  reell  oder  imaginär  sein,  im  all- 
gemeinen einen  reellen  Punkt  zuordnen  kann.     Ist  nämlich  die  Tangente 

^)  [Vgl  eine  imter  dem  gleichen  Titel  eracbicnone  vorläufige  Mitteilung  io  den 
Erlanger  Sitzungoberiohten  vom  2.  Februar  1874.] 

°)  Wollte  man  die  dualistisch  entgegenstehenden  Überlegungen  anstellen,  so 
wurde  die  Anschaulichkeit  des  Resultats,  auf  die  ich  eben  Gewicht  legen  möchte, 
verloren  gehen 
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reell,  so  wähle  man  als  entsprechenden  Punkt  ihren  Berühningspimkt;  ist 
die  Tangente  imaginär,  so  wähle  man  den  einen  reellen  Piuikt,  den  sie 
überhaupt  besitzt.  Diese  beiden  Festsetzungen,  deren  eigentlicher  Sinn 
übrigens  aus  den  weiter  unten  angeführten  Beispielen  völlig  deutlich  werden 
soll,  stimmen  insofern  miteinander,  als  die  auf  reelle  Tangenten  bezügliche 
aus  der  anderen  durch  Grenzübergang  hervorgeht.  Denn  der  reelle  Punkt 
einer  imaginären  Tangente  ist  ihr  Duichschnittspunkt  mit  der  konjugierten 
Tangente,  und,  wenn  diese  beiden  Linien  in  eine  reelle  zusammenfallen, 
so  wird  aus  ihrem  Durchschnittspunkte  eben  der  Beriihrungspunkt. 

Diese  Festsetzungen  werden  bei  etwaigen  mehrfach  berührenden  reellen 
Tangenten  ungenügend.  Wir  wollen  nur  den  Fall  reeller  Doppel-  oder 
Wendetangenten  ins  Auge  fassen.  Hat  die  Doppeltangente  reelle  Be- 
rührungspunkte, so  werden  wir  ihr  eben  diese  beiden  Punkte  zuordnen; 
ist  sie  aber  isoliert,  so  mag  ihr  die  Gesamtheit  der  ihr  angebörigen  reellen 
Punkte  entsprechend  gesetzt  sein.  Ebenso  sollen  einer  Wendetangente  alle 
auf  ihr  gelegenen  reellen  Punkte  zugeordnet  werden.  Es  wird  noch  aus 
den  weiteren  Ausführungen  hervorgehen,  daß  diese  Festsetzungen  mit  den 
voraufgeschickten  nicht  nur  verträglich  sind,  sondern  sich  aus  ihnen  in 
naturgemäßer  Weise  ergeben. 

Die  zweifach  unendlich  vielen  reellen  Punkte,  welche  man,  diesen  Fest- 
setzungen zufolge,  der  Gesamtheit  der  reellen  und  imaginären  Tangenten 
der  Kurve  zuordnet,  werden  eine  geschlossene  Fläche  bilden,  weiche  die 
verschiedenen  Teile  der  Ebene  mit  einer  Anzahl  von  Blättern  überdeckt, 
die  jedesmal  gleich  ist  der  Anzahl  der  imaginären  Tangenten,  welche  man 
von  einem  Punkte  des  betreffenden  Teiles  der  Ebene  an  die  Kurve  legen 
kann  (und  die  also  immer  gerade  ist).  Die  Fläche  ist  dann  ein  voll- 
ständiges Bild  der  durch  die  Kurve  definierten  algebraischen  Funktion. 
Sie  ist  auf  die  gewöhnliche  Riemannsche  Fläche,  wie  man  sie  für  diese 
Funktion  konstruieren  könnte,  im  allgemeinen  ein-eindeutig  bezogen.  Eine 
Ausnahme  tritt  nur  für  diejenigen  Wertsysteme  ein,  welche  den  reellen, 
isolierten  Doppeltangenten  und  den  reellen  Wendetangenten  der  Kurve  ent- 
sprechen. Denn  während  dieselben  auf  der  gewöhnlichen  Riematinschen 
Fläche  durch  je  zwei  Punkte  vorgestellt  werden  (welche  im  Falle  der 
Wendetangenten  konsekutiv  sind),  entsprechen  ihnen  bei  unserer  Fläche 
ganze  gerade  Linien,  die  der  Fläche,  wie  man  findet,  [nach  ihrer  ganzen 
ErstreckungJ  angehören:  die  beiden  Flächen  sind  also  in  der  Art  aufeinander 
bezogen,  daß  auf  der  einen  eine  Reihe  von  Fundamentalpunkten  auftritt. 
Um  also  von  dem  Zusammenbange  unserer  Fläche  auf  den  Zusammenhang 
der  entsprechenden  gewöhnlichen  Riemann sehen  Flache  schließen  zu 
können,  wird  man  den  Satz  benötigen,  der  [in  der  Abhandlung  XXXVI 
auf  S.  70—73]  aufgestellt  und  bewiesen  wurde. 
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Doch  betrachten  wir  eine  Keihe  von  Beispielen.  Sei  zunächst  ein 
Kegelschnitt  gegeben,  der  als  Ellipse  vorausgesetzt  sein  mag.  Die  reellen 
Punkte,  welche  den  imaginären  Tangenten  der  Ellipse  entsprechen,  erfüllen 
das  Innere  der  Ellipse  doppelt,  unsere  Fläche  hai  also  in  diesem  Falle 
die  Gestalt  eines  elliptischen  Doppelblattes,  oder,  wenn  man  will,  eines 
flachen  Ellipsoiäs.  Ein  Ellipsoid  ist  aber  eine  mülfach  zusammenhängende 
Fläche*);  deshalb  gibt  es  beim  Kegelschnitte  kein  längs  der  Kurve  er- 
strecktes überall  endliches  Integral. 

Nehmen  wir  ferner  eine  Kurve  dritter  Klasse.  Auch  sie  kann,  was 
für  die  Anschauung  bequem  ist,  [im  Beispiel]  als  völlig  im  Endliehen  ge- 
legen vorausgesetzt  werden,  und  besteht  dann  entweder  aus  zwei  ge- 
schlossenen Zweigen  oder  nur  aus  einem,  wie  dies  in  den  beistehenden, 
übrigens  nur  schematisohen  Zeichnungen  dargestellt  ist. 


Fig.  2, 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall.  Sowohl  von  jedem  Punkte 
außerhalb  des  Ovals  als  von  jedem  Punkte  innerhalb  des  mit  drei  Spitzen 
versehenen  Kixrvenzugs  kann  man  drei  reelle  Tangenten  an  die  Kurve 
legen;  die  reellen  Punkte,  welche  imaginären  Tangenten  der  Kurve  ent- 
sprechen, erfüllen  daber  den  Raum  zwischen  den  beiden  Kurvenzügen 
doppelt,  unsere  Fläche  ist  eine  Art  Singfläche.  Sie  ist  also  in  der  Tat  zwei- 
fach ausammenhängend,  wie  es  für  eine  Kurve  mit  dem  Geseblechte  1  sein 
muß,  oder  umgekehrt,  es  liegt  darin  der  Beweis,  daß  die  Kurve  dem  6e- 
schlechte  1  angehört.  Es  ist  leicht,  die  Werte,  welche  das  eine  auf  die 
Kurve  bezügliche  überall  endliche  Integral  für  die  einzelnen  Punkte  der 
Fläche  annimmt,  ihrer  allgemeinen  Verteilung  nach  anzugeben.  Zu  dem 
Zwecke  sei  es  gestattet,  von  Meridianen  der  Ringfläche  und  von  Breiten- 
kurven derselben  zu  sprechen;  die  beiden  Züge,  aus  denen  die  Kurve  dritter 

')  Wegen  dieser  Art  der  Zählung  vgl.   [Abh,  XXXVI,  S.  64]. 
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Klasse  besteht,  werden  selbst  zu  den  Ereitenlcurven  gehören.  Die  beiden 
Perioden,  weiche  daa  auf  die  Kurve  bezügliche  überall  endliche  Integral 
besitzt,  entstehen  dadurch,  daß  man  dem  zwischen  bestimmten  Grenzen 
geführten  Integrationswege  beliebig  Meridiankurven  und  Breitenkurven  zu- 
fügen kann.  (Diese  und  die  folgenden  Behauptungen,  welche  sich  aus  den 
bekannten  Sätzen  über  die  Integrale  auf  Riemannschen  Flächen  ohne 
weiteres  ergeben,  sollen  hier  ohne  Beweis  angeführt  sein.)  Die  erster© 
dieser  Perioden  sei  imaginär  genommen,  gleich  i  o>',  die  zweite  reell,  gleich  ü>  . 
Als  untere  Grenze  werde  dasjenige  Wertsystem  gewählt,  welches  durch  die 
in  der  Zeichnung  vertikal  gestellte  reelle  Rückkehrtangente  bezeichnet  ist, 
und  dem  auf  unserer  Fläche  der  obere  von  den  drei  reellen  Rückkehr- 
puntten  entspricht.  Das  bis  zu  irgendeinem  anderen  Punkte  hingeleitete 
Integral  werde,  unter  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles,  u-\-iv 
genannt,  wo  also  u  nur  bis  auf  Multipla  von  (ß,  v  bis  auf  Multipla  von 
co'  bestimmt  ist.  Dann  hat  man  als  Bedingung  dafür,  daß  drei  Tangenten 
der  Kurve  dritter  Klasse,  welche  den  Integralwerten 

entsprechen,  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  die  Relationen^): 
Wi  +  %  +  «s  =  ö  (mod.  (u  ) 
^1  +  "3  ■;-  ^3  —  0  (mod.  ß)'). 
Infolgedessen  ergibt  sich  eine  Verteilung  der  Werte  von  11  -!-■  iv  über 

unsere  Fläche,  wie  sie  auf  der  beigesetzten  Zeichnung  veranschaulicht  ist. 


;1.  Clebsoh  in  Grelles  Journal,  Bd,  63  (1864),  S.  105,  Es  mad  dort  nur 
im  Teste,  der  reelle  imd  imaginäre  Teü  getrennt,  überdies  ist  die  untere 
3  Integrals  beliebig  geJasaen, 
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Längs  des  Zuges  mit  drei  Spitzen  sind  die  reellen  Zahlen  von  0  bis  co 
in  der  Weise  verteilt,  daß  die  drei  Spitzen  die  Argumente  0,  |<w,  |a)  be- 
kommen. Die  Punkte  einer  Meridiankurve,  welche  durch  eine  Tangente 
dieses  Kurvenzuges  auf  der  Fläche  bezeichnet  ist,  besitzen  alle  dasselbe  m, 
längs  der  Kui've  ändert  sieh  nur  das  v  von  0  anfangend  bis  03'.  Für  die 
Punkte  des  umschließenden  Ovals  hat  v  gleichmäßig  den  Wert  -5- .  An  den 
drei  Stellen  etwa,  die  durch  kleine  Kreise  bezeichnet  sind,  befinden  sich 
diejenigen  Punkte,  welche  die  sechs  paarweise  konjugiert  imaginären  Rück- 
kehrtangenten   der  Kurve   repräsentieren;    ihre   Argumente   sind    bezüglich 

Für  die  Kurven  dritter  Klasse  ohne  Oval  gestalten  aich  diese  Ver- 
hältnisse im  allgemeinen  ähnlich.  Der  ganze  Raum  außerhalb  des  mit  drei 
Spitzen  versehenen  Kurvenzuges  wird  bei  ihnen  doppelt  von  den  Pnnkten 
überdeckt,  die  imaginären  Tangenten  entsprechen.  Die  zugehörige  Fläche 
erstrecht  sich  also  ähnlich  ins  Unendliche,  wie  ein  einschaliges  Syper- 
ioloid^).  Der  Zusammenhang  der  Fläche  ist  nach  wie  vor  gleich  2  [vgl. 
Abhandlung  XXXVI]  die  Kurve  hat  das  Geschlecht  1. 

Es  ist  nun  besonders  interessant,  zu  sehen,  wie  sich  die  zugehörige 
Fläche  modifiziert,  wie  im  Zusammenhange  damit  das  Geschlecht  der  alge- 
braischen Funktion  auf  Null  herabsinkt,  wenn  man  der  Kurve  eine  Doppel- 
tangente oder  Wendetangeute  erteilt.  Die  Doppeltangente  kann  isoliert 
oder  mit  reellen  Berührungspunkten  vorausgesetzt  werden.  Beidemal  bildet 
die  zugehörige  Kurve  einen  Übergang  zwischen  den  beiden  vorstehend 
unterschiedenen  Arten  ohne  Doppeltangente.  Die  Kurve  mit  Wendetangente 
endlich  stellt  sich  wieder  als  Übergangsform  zwischen  die  beiden  Kurven 
mit  Doppeltangente. 

Um  nämlich  zunächst  eine  Kuzve  mit  isolierter  Doppeltangente  zu 
erhalten,  kann  man  das  Oval  der  ersten  Figur  nach  allen  Eichtungen  gleich- 
mäßig unbegrenzt  wachsen  lassen.  Dann  geht  es  schließlich,  indem  es  zur 
isolierten  Doppeltangento  wird,  in  die  doppelt  zählende  unendhch  ferne 
Gerade  über;  setzt  man  den  Änderungsprozeß  noch  weiter  fort,  so  wird 
es  imaginär  und  man  hat  die  allgemeine  Kurve  ohne  Oval.  Doch  besser 
lassen  sich  diese  Verhältnisse  übersehen,  wenn  man  die  betreffenden  Figuren 
so  durch  eine  Kollineation  umgestaltet,  daß  die  fragliche  Doppeltangente 
ins  Endliche  fällt.  Die  Kurven  haben  dann  die  in  den  Fig.  4  bis  6  dar- 
gestellte Gestalt;  die  von  der  zugehörigen  Fläche  überdeckten  Partien  der 
Ebene  sind  schraffiert. 

5)  fWie  in  Abh.  XXXVI,  S.  65  bereits  gesagt  ist,  gelangt  man  beim  Duri;hgang 
durchs  Unendliche  von  dem  oberen  Blatt  in  das  enteprechen.de  untere  Blatt  der 
Mäche,     K.] 
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Im  Falle  der  Fig.  5  [enthält  dio  Fläche  di«  lu  Bptiacht  kommende 
Doppeltangente  nach  ihrei  ganzen  Erstreckung],  &ie  ist  nach  wie  vor  zwei- 
fach zusammenhängend.  Aber  die  zugehörige  gewöhnliche  Eiemannsche 
Fläche  ist  nur  noch  nullfach  zusammenhängend  Denn  sie  trägt  zwei  Fun- 
damentalpunkte, denen  diese  Doppelgerade  entspricht,  und  also  ist  ihr  Zn- 


Pig.  i.  Fig.  5.  Fig.  fi. 


sammenhang,  nach  den  Auseinandersetzungen  [der  Abhandlang  XXXVI], 
um  Zwei  kleiner  als  der  Zusammenhang  der  von  uns  konstruierten  Fläche. 
Doch  nehmen  wir  die  Doppeltangente  nicht  isoliert.  Dann  kann  sieh 
der  Übergang  in  der  folgenden  Weise  gestalten,  die  aus  den  Fig.  7  bis  9 
wohl  verständlich  ist: 


nun  \onig  deutlich     daß   die  m  Fig   7  und  4  zweitich 
ide  Fla^^he  im  Falle  der  Fig  8  nullfafh  zusammenhangend 
geworden  ist 

Den  Fall  der  Kurve  dritter  Klasse  mit  Wendetangente  endlich  mag 
man  in  der  Art  als  Zwischenfall  zwischen  den  zweierlei  Kurven  mit  Doppel- 
tangente betrachten,  wie  die  Fig,  10  bis  12  veranschaulichen.  [Offenbar 
bildet  die  Wendetangentc,  gleich  dem  reellen  Zug  der  Kurve,  eine  Eand- 
kurve  unserer  Fläche  (längs  deren  das  obere  und  untere  Blatt  der  Fläche 
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ziiaamnienhängen)].  Denn  sie  enteteht  in  Fig.  11  aus  den  beiden  sieh 
mit  der  isolierten  Doppeltangente  vereinigenden  Stücken  der  Kurve  von 
Fig.  10.  Kh  würde  in  gewissem  Sinne  konsequenter  sein,  die  Doppeltan- 
geiite  in  Fig.  12  als  isolierte  Kurve  unserer  Fläche  beizubehalten,  statt 
sie  durch  ihre  beiden   Berührungspunkte   zu   ersetzen;    man    müßte  dann 


Fig.  10, 


Fig.  11. 


Fig.  12- 


iolche   isolierte  Kurve   für  den 
!  nicht  in  Betracht  kommt,  wo- 


nuT  die  Festsetzung  hinzufügen,  daß   eine   i 
Zusammenhang  der  Riemannschen  B 
durch  das  Resultat  dasselbe  bleibt. 

Von  Kurven  vierter  Klasse  will  ich  nur  einige  Beispiele  in  Fig.  13  bis  16 
angeben,  welche  sich  der  Anschauung  besonders  leicht  darbieten.  Eine  solche 
Kurve  werde  zunächst  als  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallen  vorausgesetzt;  man 
nehme  für  diese  Kegelschnitte  zwei  Ellipsen  mit  vier  gemeinsamen  Punkten. 
Die  auf  sie  bezügliche  Fläche  besteht  dann  aus  zwei  Ellipsoiden,  welche 
sich  zum  Teil  überlagern,  aber  keinen  Punkt  miteinander  gemein  haben, 
womit  eben  dem  Umstände,  daß  man  es  mit  einer  reduzibeln  Kurve  vierter 
Klasse  au  tun  bat,  Ausdruck  gegeben  wird  und  geradezu  diese  Reduzibilität 
bewiesen  ist.  Man  konstruiere  nun  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  der 
beiden  Ellipsen  und  wende  auf  dieselben  (auf  eine  oder  mehrere)  den 
soeben  bei  den  Kurven  dritter  Klasse  bereits  gebrauchten  Auflösungsprozeß 
an.     Ich  will  hier  nur  diejenigen  Zeichnungen  hinsetzen,   welche  man  er- 


y  Google 


Aiisohauliohe  Geometrie. 


Fig.  16. 


;enen  Teile  dei  bez.  gemeinsamen 
Die   beigesetzten  Zahlen   be- 


hält, wenn  man  die  im  Endlichen 
Tangenten  in  reelle  Kurvenzweige 
ziehen  sich  auf  die  Zahl  dei  Blätter,  mit  der  die  Fläche  die  verschiedenen 
Teile  der  Ebene  überdeckt;  die  nicht  bezeichneten  Teile  der  Ebene  sind 
nvdHach  überdeckt,  insbesondere  also  die  kleinen,  mit  zwei  Spitzen  ver- 
sehenen Dreiecke  im  Innern  der  bez.  Zeichnungen. 

Die  so  hergestellten  Flächen  sind  in  der  Tat  bez.  0-,  2-,  4-,  6-fach  zu- 
sammenhängend, wie  sie  es  sein  müssen,  da  sie  sieh  auf  Kurven  vierter  Klasse 
mit  3,  2,  1,  0  Doppeltangenten  beziehen,  die  also  p  =  0,  1,  2,  3  ergeben. 


Fig.  17. 

Die  bisher  betrachteten  Flächen  zeichnen  sich  durch  ihre  große  XTber- 
sichtliehkeit,  durch  das  Fehlen  jeder  Verzweigung  aus.  Eine  solche  wird 
aber  im  allgemeinen  vorhanden  sein,  und  ich  darf  mit  Bezug  hierauf  als 
ein   Beispiel   die  Fig.  17    anführen.     Es   sei    eine  Kurve   dritter  Ordnung 
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mit  isoliertem  Doppelpunkte  gegeben;  als  Klassenkurve  aufgefaßt  ist  sie 
vom  vierten  Grade  und  dadurch  singulär,  daS  sie  drei  reelle  Wendetan- 
genten  besitzt.  Eine  solche  Kurve  werde  in  der  Art  gezeichnet,  daß  ihre 
Wendetangenten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind,  wo  dann  der  isolierte 
Punkt  in  dem  Innern  des  von  den  drei  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks 
liegen  wird. 

Es  sind  der  Figur  bereits  die  Zahlen  zugesetzt,  welche  angeben,  wie 
viele  imaginäre  Tangenten  von  den  Punkten  der  verschiedenen  Teile  der 
Ebene  an  die  Kurve  gehen.  Das  Innere  des  Äsymptotendreiecks  wird, 
wie  man  sieht,  viermal  von  der  Fläche  überdeckt,  während  es  die  an- 
grenzenden Partien  der  Ebene  nur  zweimal  oder  nullmal  sind.  Dies  wird 
möglich,  indem  man  der  Fläche  eine  von  dem  isolierten  Doppelpunkte 
ausgehende  Verzweigung  erteilt,  wie  sie  etwa,  in  symmetrischer  Weise, 
durch  die  beigesetzte  Zeichnung  veranschaulicht  ist. 


Kg.  18. 
Erlangen,  im  februar  1874. 


[Ich  möchte  noch  darauf  aufmerksam  machen,  daß  die  in  Fig.  9  dargestellte 
Kurve  von  jeder  reellen  Geraden  in  reellen  Punkten  geschnitten  wird,  daß  man 
insbesondere  die  Gerade  so  wählen  bann,  daß  sechs  reelle  Schnittpunkte  entstehen. 
Projiziert  man  eine  Sohnittgerade  der  letzteren  Art  ins  Unendliche,  so  bekommt 
man  eine  Figur  der  folgenden  Art  (bei  welcher  der  Deutlichkeit  halber  die  sechs 
Asymptoten  mit  eingezeichnet  sind).  Ich  erinnere  mich  deutlich,  daß  mir  einst 
Klein,  OeEUmmdte  rnath.  Abbandlungsn.  II.  7 
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FlüCker  diesen  hübschen  Kurventyp  zeigte,  den  er  mir  damals  als  gänzlich  unbe 
kanut  bezeichnete;  eben  darum  habe  ich  ihn  m  Fig  19  wiedergegeben  Hin'iichtlich  dei 
zugehörigen  neuen  Riemannschen  Fläche  i-it  nicht«  Besonderes  zu  vermerken,  ihi 
Verlauf  ist  unmittelbar  ersichtlich. 


Fig.  lü. 

Im  übrigen  verweise  ich  gern  daianf,  daß  Axel  Harnack  in  seiner  Erlanger 
Dissertation  (Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875))  den  Verlauf  der  Breitenkntven  auf  den 
zu  beliebigen  Kurven  dritter  Klasse  gehörigen  Flächen  analytisch  studiert  hat.  Sie 
erweisen  sich  als  reelle  Züge  bestimmter  zur  Kurve  dritter  Klasse  kovarianter  alge- 
braischer Kurven.  Leider  sind  Harnacks  bez.  Rechnungen  komphzierter,  als  nötig 
ist,  weil  er  sieh  nicht  der  (damals  noch  wenig  verbreiteten)  Weierstraßsohen  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  bediente,  die  von  vornherein  an  das  Studium  der  ebenen 
Kurven  dritten  Grades  angepaßt  ist,  sondern  der  traditionellen  Jacobisohen  Theorie. 
—  Man  vergleiche  femer,  wie  Harnack  in  Sohlörailehs  Zeitschrift,  Bd,  22  (1877), 
die  Lage  auch  der  imaginären  Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  im  Reellen 
im  Anschluß  an  meine  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe  abgedruckte  Abh.  XXIII  „Zur  Inter- 
pretation der  komplexen  Elemente  in  der  Gieomefcrie"  erläutert.     K.] 
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den  Kurven  vierten  Grades. 

(Erster  Aufsatz.) 
[Math.  Annale»,  Bd.  10  (1876).] 

Die  nachfolgenden  ünterauehungen  beschäftigen  sich  mit  der  Aufgabe, 
bei  den  allgemeinen  Kurven  vierten  Grades  den  Verlauf  der  Äbelachen 
Integrale  an  den  Kurven  selbst  zur  unmittelbaren  Anschauung  zu  bringen. 
Inzwischen  dürfen  sie  nur  als  ein  erster  Versuch  in  dieser  Richtung  be- 
trachtet werden;  denn  sie  sind  weder  methodisch  durchgebildet  noch  um- 
fassend genug,  um  als  abschließende  Behandlung  des  Gegenstandes  zu 
erscheinen.  Immerhin  hoffe  ich,  einen  brauchbaren  Anfang  zu  machen, 
ähnlich,  wie  ich  dies  früher  [Math.  Annalen,  Bd,  7  (1874)  —  vgl.  die 
vorstehende  Abb,  XXXVIII]  hinsichtlich  des  elliptischen  Integrals  bei 
den  Kurven  dritten  Grades  versuchte  —  ein  Versuch,  auf  welchem  dann 
Axel  Harnaek  weiter  gearbeitet  hat  [Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875),  8.  Iff. 
und  S.  218ff.J.  Hier  wie  dort  bildet  das  hauptsächliche  Hilfsmittel  die 
neue  Art  Riemannscher  Flächen,  welche  ich  damals  einführte  (obgleich  man 
dieselben  Dinge  minder  bequem  auch  bei  der  gewöhnlichen  Eiemannscben 
Fläche  würde  überlegen  können).  Ich  verwende  sodann,  bei  dieser  ersten 
Darstellung,  in  ausgiebiger  Weise  das  Prinzip,  komplizierte  Verhältnisse 
aus  einfachen  durch  Grenzübergang  entstehen  zu  lassen  und  so  der  Dis- 
kussion zugänglich  zu  machen.  Indem  ich  von  einem  Ellipsenpaare  als 
spezieller  Kurve  vierten  Grades  ausgehe,  erhält  der  Stoff  eine  Gruppierung 
und  Begrenzung,  die  man  vielfach  als  zufällig  erkennen  wird;  auch  wird 
man  finden,  daß  die  Darstellung  an  manchen  Orten  nur  skizzenhaft  ist. 
Was  mir  wertvoll  scheint,  ist  die  Tendenz  der  Betrachtungen  und  die  Art 
der  Resultate;  ich  gebe  der  Hoffnung  Raum,  später  dieselben  Dinge  spte- 
matischer  und  vollständiger,  vielleicht  unter  Ausdehnung  auf  Kurven 
7i-ten  Grades,  noch  einmal  vortragen  zu  können. 

§1- 
Graphisclie  Repräsentation  algebraischer  Integrale. 

Den   Verlauf  einer  Funktion  von  x-^iy 
f{x  +  iy)  =  P+iQ 

7* 
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kann  man  in  der  Art  passend  zui-  Anschauung  bringen,  daß  man  in  der 
x-\-  iy-Ehene  die  Kurwenaysteme 

zeichnet.  Ißt  f  insbesondere  das  Integral  emei  algebiaischen  Funktion, 
und  substituiert  man  für  die  a;-|- i^-Ebene  die  zugehörige  (gewöhnliche) 
Riemannsche  Fläche,  so  wird  dieselbe,  allgemein  zu  reden,  von  jedem 
der  beiden  Kurvensysteme  einfach  überdeckt  sein  und  in  jedem  Punkte 
wird  sich  die  hindurchgehende  Kurve  P  mit  der  hindurchgehenden  Kurve  Q 
rechtwinklig  kreuzen.  Eine  Ausnahme  machen  nui  die  Verschwindungs- 
punkte  des  Differentials  und  die  Unendlichkeitapunkte  Durch  einen  Ver- 
schwindungspunkt  (den  wir  in  der  Folge  immer  al=!  einfach  voraussetzen 
wollen)  gehen  zwei  zueinander  rechtwinklige  Kurven  P  und  ebenso  zwei 
zueinander  rechtwinklige  Kurven  Q;  wechselseitig  achließen  diese  Kurven 
Winkel  von  45"  ein.  —  Von  Unendlichkeitspunkten  mögen  auch  nur  die 
einfachsten  in  Betracht  gezogen  werden,  in  denen  das  Integral  unendlich 
wird  wie  c-logs  für  z  — 0.  Noch  fügen  wir  die  Beschränkung  hinzu,  daß 
c  eine  reelle  Konstante  sein  soll.  Dann  wird  der  betr.  Punkt  von  den 
Kurven  P  in  immer  enger  werdenden  Kreisen  umgehen,  während  in  allen 
Eichtungen  Kurven  Q  durch  ihn  hindurchgehen. 

Neben  diesen  Sätzen,  die  als  bekannt  gelten  können,  und  einigen 
anderen,  die  sich  weiterhin  an  den  einzelnen  Figuren  von  selbst  ergeben, 
werde  ich  noch  den  folgenden  gebrauchen: 

Ist  eine  Kurve  P  oder  Q  geschlossen,  so  sind  es  die  nächstfolgen- 
den auch. 

Um  ihn  zu  beweisen,  scheint  es  am  einfachsten,  das  Bild  einer  strö- 
menden Flüssigkeit  zu  verwerten,  und  deshalb  stelle  ich  ihn  hier  voran, 
da  diese  andersartige  Vorstellung  später  den  allgemeinen  Gedankengang 
zu  sehr  unterbrechen  würde.  Es  sei  die  Riemannsche  Fläche  mit  einer 
überall  gleich  hohen  Schicht  einer  homogenen  Flüssigkeit  überdeckt  und 
diese  bewege  sich  in  der  Art,  daß  P  das  Geschwindigkeitspotential  ist. 
Dann  sind  bekanntlich  die  Kurven  Q=C'  die  Strömungskurven  und  die 
Strömung  ist,  geometrisch  zu  reden,  stationär.  ■  In  jedem  Punkte  wird 
ebensoviel  Flüssigkeit  abgegeben  als  aufgenommen,  nur  die  Unendlichkeits- 
punkte  repräsentieren  Quellen  von  einer  gewissen,  positiven  oder  negativen, 
Ergiebigkeit.  (Vertauscht  man  die  Buchstaben  P  und  Q,  so  repräsentieren 
die  Unendlichkeitspunkte,  für  die  dann  gedachte  Flüssigkeitsbewegung, 
nicht  mehr  Quellen,  sondern  Wirbelpunkte.)  Auf  Grund  dieser  Vorstellung 
ergibt  sich  unser  Satz  sofort.  Man  betrachte  die  Flüssigkeit,  welche  in 
dem  Kanäle  strömt,  der  von  zwei  Kurven  Q  =  0'  und  Q^C  -\-  dC  ein- 
geschlossen wird.    Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  also  die  Breite 
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des  Kanals  ist  eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  in  der  Bie  mann  sehen 
Fläche;  läuft  also  das  eine  Ufer  des  Kanals  in  sioli  zurück,  so  das  andere 
auch,  w.  z.  b.  w.  Bei  diesem  Beweise  ist  vorausgesetzt,  daß  der  Kanal  keinen 
ünendlichkeitspunkt  und  keinen  Verschwindungspunkt  des  Differentials 
einschließt;  in  den  Fällen  wäre  auch  der  Satz  nicht  ohne  weiteres  richtig. 
Statt  der  gewöhnlichen  Riemannschen  Fläche  wollen  wir  jetzt  eine 
von  der  „neuen  Art"  voraussetzen.  Für  sie  werden  die  über  die  Kurven- 
systeme P,  Q  aufgestellten  Sätze  im  wesentlichen  auch  gelten,  d.  b.  soweit 
sie  bloße  Lagenverhältnisse  betreffen.  Unsere  Flächen  sind  an  sich  Aggregate 
ebener  Blätter  und  müssen  also  an  den  Randkurven,  in  welchen  zwei 
verschiedene  Blätter  zusammenhängen,  mit  unendlich  großer  Krümmung 
gedacht  werden.  Inzwischen  ist  es  vorteilhaft,  sich  die  betr.  Flächen  als 
stetig  gekrümmte,  im  Räume  gelegene  Flächen  vorzustellen,  von  welchen 
die  betr.  ebene  Figur  nur  eine  orthogonale  Projektion  gibt,  bei  der 
sieh  an  den  Randkurven  Verkürzungen  einsteilen.  Diese  räumlichen 
Flächen  werden  von  den  Kurven  P,Q  in  der  Art.  je  einfach  überdeckt, 
daß  sieh  die  beiden  Kurvenscbaren  überall,  freilich  nicht  rechtwinklig,  aber 
unter  endlichem  Winkel  durchschneiden  (vgl.  die  Bemerkungen  von  mir  bei 
Harnack,  a.  a.  0.,  S,  31  Fußnote).  In  den  Verachwindungspunkten  des 
Differentials  werden  sich  zwei  Kurven  P  und  zwei  Kurven  Q  kreuzen;  die 
Kurven  P  werden  die  Kurven  Q  voneinander  trennen.  In  den  Unendlich- 
keitspunkten werden  die  Kurven  Q  nach  wie  vor  von  allen  Seiten  zu- 
sammenlaufen; und  die  Kurven  P  werden  diese  Punkte  mit  immer  enger 
werdenden  Ovalen  umgeben.  Daß  auf  geschlossene  Kurven  P,  Q  zunächst 
weitere  geschlossene  folgen,  bleibt  richtig,  usf.^). 

')  [Entsprechend  kann  man  naturlieh  alle  Entwicklungen  der  Fimktionentheorie 
auf  unsere  neuen  Flächen  übertragen.  Ich  will  zur  Klarsteilung  des  Sachverhaltes 
hier  doch  hinaufügen,  was  aus  den  Gavchn- Riemannschen  Differentialgleichungen 
wird.  Sei  /'b  ("i,«2,«3)  =  0  die  Gleiohung  der  vorgegebenen  Kurve  m-ter  Klasse 
in  Linientoordinaten.  Um  die  Differentialgleich ungea  der  von  einem  Punkte  x  an 
diö  Kurve  laufenden  Tangenten  zu  haben,  wird  man  hier  die  -a  durch  die  entapreohenden 
Unterdeterminanten  der  Matrix  ,^'  .^^  ,^'  ersetzen.  Man  möge  femer,  um  über- 
zählige Koordinaten  ku  vermeiden  und  übrigens  den  äußeren  Anschluß  an  die  in  der 
Funktionentheorie  übliche  Bezeichnung  zu  haben,  x^  =  l,  rf«a  =  0  nehmen  und  für 
%,  a^  bez.  ■p,  q  aclireiben.  Wir  erhalten  so  eine  Gleichung  f  {p,  q,  dp,  iq)  =  fi,  die 
in  den  dp,  dq  homogen  vom  M-ten  Grade  ist.  Die  linke  Seite  dieser  Oleicliimg  wird 
sieh  dann,  nach  dem  Fundamental satz  der  Algebia  für  ]edeB  Wertsysiem  p  g  in 
homogene,  reelle  Faktoren  ersten  und  zweiten  Grades  in  d  p  und  d  q  zerlegen  lassen  Zu 
jedem  Paare  zusammengeordneter  Blatter  unser«  Eiemannschen  Flache  wird  ein 
soioher  quadratischer  Faktor  gehören  der  E dp^  +  2  Fdpdq  +  Gdq^  geothrieten 
werden  mag  (wobei  die  E,  F,  Q  nur  bis  auf  emen  beliebig  anzunel  tuenden  gemein 
Samen  Faktor  bestimmt  sein  werden)  entlang  der  beidin  Blatter  i  t  er  im  Reellen 
unzerlegbar,  verliert  aber  seinen  definiten  Charakter  wenn  wir  an  die  Eandkuive 
welche   die   beiden  Blätter  verbinden   mae    hinangehen  oder  gar  sie  überschreiten 
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§2. 
Das  Logai'iÜimus-Integral  beim  Kegelschnitt. 

Es  aeien  «^,  u^,  u^  die  homogenen  Koordinaten  der  geraden  Linie, 
/■(m)  =  0  sei  die  Gleichung  eines  als  Klassenkurve  aufgefaßten  Kegelschnitts. 
Dann  sind  die  einfachsten  Integrale,  welche  längs  desselben  erstreckt 
werden  können,  in  der  Form  enthalten: 

I  c,  u,  du,  I 

Wird  der  Punkt  m„  =  0  als  nicht  dem  Kegelschnitte  angehörig  voraus- 
gesetzt, so  besitzt  das  Integral  zwei  einfache  Unendliehkeitsstellen,  entspre- 
chend den  beiden  Tangenten,  die  man  von  dem  Punkte  an  den  Kegelschnitt 
legen  kann;  dagegen  gibt  es  keine  Verschwindungspnnkte  des  Differentials, 
Es  soll  nun  f=0  ah  Ellipse  gezeichnet  sein,  ita  =  0  sei  ein  reeller 
Punkt  außerhalb  derselben.  Dann  mag  eine  solche  Koordinatenbestim- 
mung C7j,  ü^,   Ü^  eingeführt  werden,  daß 

[7j  =  Ol    die   Berülirungspunkte    der    beiden    von    «„  ^  0    ausgehenden 

ü^  =0/  Tangenten, 

U^^O  den  Punkt  «„  =  0  selbst  vorstellt. 
So    wird   bei   geeigneter  Bestimmung    der  Faktoren  der  Kegel s(^luiitt   die 
Gleichung  erhalten:  „ 

während  das  Integral  die  Form: 

\CüdU] 


Ji 


angenommen  hat.      Setzt  man  (7^  =  0,   (7.j  =  0,  so  bekommt   man; 

rv,du„-u,dv,      ru.du.-  u.du,      ,,     u,    ,    -^ 

J I^üT--'^)  —-2U,Ü,      ■  =  1  ^°§  Ü,  +  ^' 

wo  die  Integrationskonstante  K  weiterhin  gleich  Null  gesetzt  werden  soll. 

Wie  immer  Blüh  dies  im  einzelnen  ge>talten  mag,  als  Funktion  u  +  iv  auf  unsorer 
F]aohe  wird  zu  betrathten  sein  was  innerhalb  der  einEelnen  Blätter  den  Kusehörigen 
Differentialgieichungen  geniiftt 


Wegen  der  genaueren  Ausführungen  verweise  icli   hier  kurzweg  auf  den  Kd,  3  diei 
GesanitauBgabe.     K.  j 
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Die  Werte,  welche  das  auf  diese  Weise  gewonnene  Integral 

|]og^^-  =  P  +  iÖ 

bei  seiner  Ausbreitung  über  die  zur  EUi-pse  gehörige,  das  Innere  der- 
selben doppelt  überdeckende  Riemannsche  Fläche  annimmt,  insbesondere 
die  Kurvensysteme  P  =  C,  Q^O',  sollen  jetzt  untersucht  werden. 

Zu  dem  Zwecke  setze  ich  die  Koordinaten  (/j,  (7g  einei  komplexen 
Tangente  des  Kegelschnittes  gleich: 

U.,  =  l, 

U^  =  Q  (cos  95  +  i  sin  fp); 
dann  wiid,  vermöge  der  Kegel solinittgl ei ch ung : 

U^  =  e^  (cos  2<p  -\-  i  sin  2q>). 

Der  reelle  Punkt,  welcher  dieser  komplexen  Tangente  angehört  und  der 
sie,  als  Punkt  der  Riemannachen  Fläche  gedacht,  repräsentiert,  wird  den 
beiden  Gleichungen  gentigen; 

Q  *  cos  2<p-x^-\-  X.,   J-  ß  ■  cos  ip  ■  a;^  —  0 , 
Q' sin  2  qj  ■  x^ -\-   ■   -\- Q- am  <p-Xg^  0. 
Hieraus  ergibt  sich; 

% :  Xj :  a^j  =  1 :  ß  "■' :  —  2  p  cos  »p 
und 

f)  _,  _Y^  ^         cos  7?  ^^  —  2  ■  -^^.■^-^^. . 

Andererseits  aber  ist  unser  Integral: 

iiog(g!-)_p+ie-iogs  +  iy, 

so  daJJ  also; 

P  =  loge,         Q=--rp. 

Die  Kurven  P  ^  G,  Q^^C  genügen  daher  auch  Gleichungen  der 
Form  e  =  C,  9.  =  C"  oder   *^  =  G,  -'-■  =  C' . 

Die  Kurven  P  =G  werden  also  vorgestellt  durch  Stücke  von  geraden 
Linien,  die,  verlängert  gedacht,  durdi  den  Punkt  U^  hindurchgehen.  Die 
Kurven  Q  ^=C'  bilden  Bestandteile  von  Kegelschnitten,  welche  die  gegebene 
Ellipse  in  den  Punkten  U^,   Ü^  berühren. 

Diese  Vcihäitnisse  sind  auf  der  umstehenden  Fig.  1  erläutert. 

Man  hat  die  geraden  Linien  P  ^G  aufzufassen  als  Kurven,  die  so- 
wohl au£  der  Vorderseite  als  auf  der  Rückseite  des  elliptischen  Doppel- 
blattes  verlaufen.     Denkt    man  sich  das  letztere  räumlich,    als  Ellipsoid, 
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SO  umgeben  diese  Kurven  die  beiden  ünendlichkeitsstellen  f/^  —  0.  f^  =  0 
mit  immer  enger  werdenden  Ovalen.  Ich  nenne  diese  Kurven,  sowie  auch 
später  ähnlich  gelegene  Kurven  bei  komplizierteren  Flächen,  Meridian- 
kurven. —  Die  Kurven  Q-^C  liegen  entweder  ganz  auf  der  Vorderseite 
oder  ganz  auf  der  Bückseite  der  Fläche  und  ziehen  sich  von  einer  Un- 
endlichkeitsstelle zur  anderen  hin.  Zu  ihnen  gehören  namentlich  auch  die 
beiden  Segmente,  in  welche  die  gegebene  Ellipse  durch  die  beiden  Un- 
endlichkeitspunkte zerlegt  wird,  sowie  die  geradlinige  Strecke,  welche  diese 
Punkte  verbindet.  Längs  des  einen  Segmentes  finden  sich  die  reellen 
Werte  des  Integrals,  oder  allge- 
mein diejenigen,  deren  imaginärer 
Bestandteil  ein  ganzzahliges  Multi- 
plum  von  ±  2  iiT  beträgt.  Die 
Punkte  des  anderen  Segmentes  er- 
halten Argumente  mit  dem  imagi- 
o^ — ""'  nären  Bestandteile  in,  resp.  unter 

Fig.  1.  i    eine    ganze    Zahl    verstanden 

in(±2k+rj.     Endlich,    längs 
der  geradlinigen  Strecke  sind  solche  Werte  verteilt,  welche  modulo  2jji, 

den  imaginären  Bestandteil  -^  oder  ^-g—  aufweisen.     Die  ersteren  mögen 

der  betr.  Strecke  beigelegt  werden,  sofern  sie  auf  der  Vorderseite  der 
Riemannschen  Fläche  gedacht  wird,  dann  finden  die  anderen  ihre  Re- 
präsentation an  den  entsprechenden  Stellen  der  Rückseite.  Durchläuft 
man  eine  Meridiankurve,  am  Segmente  der  reellen  Argumente  beginnend, 
über  die  Vorderseite  der  Fläche  hin  und  dann  über  die  Rückseite  zum 
Ausgangspunkte  zurück,  so  wächst  nach  dieser  Festsetzung  das  Integral 
um  -|-2*7r.  Die  Periode  tritt  also  positiv  zu,  wenn  man  den  negativen 
Unendlichkeitspunkt  in  einem  Sinne  umkreist,  der  für  einen  außenstehenden 
Beobachter  mit  dem  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr  übereinstimmt.  Diese, 
übrigens  willkürlich  aufgestellte,  Regel  soll  weiterhin  immer  festgehalten 
werden.  —  Noch  mag  hervorgehoben  werden,  daß  die  Kurven  Q  =  C, 
abgesehen  von  der  eben  besprochenen  geradlinigen  Strecke,  die  gegebene 
Ellipse  in  den  Unendlichkeitsstellen  alle  berühren.  Dies  hat  in  der  Tat 
zur  Folge,  wie  es  nach  §  1  sein  soll,  daß,  bei  der  räumlich  gedachten 
Fläche,  die  Kurven  Q  --=  C'  durch  die  Unendlichkeitspunkte  von  allen  Seiten 
hindurchlaufen. 

Die  hiermit  vorgetragenen,  auf  den  einzelnen  Kegelschnitt  bezüglichen 
Entwicklungen,  die  wir  als  Einleitung  zum  folgenden  hier  vorangestellt 
haben,  sind,  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus,  bereits  von  Herrn  Har- 
nack    [Math.  Annalen,  Bd,  9  (1875),  8.407]    gegeben    worden.     Sie    er- 
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scheinen  bei  ihm  als  ein  besonderer  Fall  umfassenderer  Sätze,  die  sich  auf 
das  überall  endliche  elliptische  Integral  bei  Kurven  dritten  Grades  be- 
ziehen. Die  Art  und  Weise,  vermöge  deren  er  von  der  allgemeinen  Kurve 
dritter  Klasse  hinabsteigt  zu  der  besonderen  Kurve,  die  aus  einem  Kegel- 
schnitte und  einem  Punkte  besteht,  ist  [die  Umkehr]  der  weiterhin  von 
uns  eingehaltenen  Methode,  von  einem  Kegelschnittpaare  zur  allgemeinen 
Kurve  vierter  Klasse  aufzusteigen.  Es  würde  zu  weit  führen,  diese  Ana- 
logie weiterhin  fortwährend  hervortreten  zu  lassen;  ich  beschränke  mich 
also  auf  das  hier  gegebene  Zitat. 

§3. 
Integrale  beim  Kegelschnittpaare. 

Es  mögen  jetzt  zwei  Ellipsen  gegeben  sein,  die  kongruent,  konzentrisch 
und  unter  90  Grad  gegeneinander  gekreuzt  sind,  Ihre  Gleichungen  seien, 
in  rechtwinkligen  Linienkoordinaten: 

v  =  o,    x  =  o, 

wo  iji  =  a^-M^  +  h"-v'^  —  w^, 

X  =  b'^u^  -\-  a'^v^  —  w^. 
So  soll  die  Vereinigung  beider: 

^  =  0    {<p--vx) 

als  Kurve  vierter  Klasse  betrachtet  werden,  und  bei  ihr  mögen  wir  einige 
derjenigen  Integrale  studieren,  die  bei  der  allgemeinen  Kurve  vierter 
Klasse  (die  keine  Doppeltangente  hat)  als  Integrale  erster  Gattung  be- 
zeichnet werden.     Dieselben  haben  die  Gestalt: 


(statt  11^,  11^,  Ug  ist  natürlich  bez.  u,  v,  w  zu  schreiben),  Sie  enthalten  drei 
wesentliche  Konstante,  die  Koeffizienten  a  des  Zählers;  der  Punkt  m„  =  0 
soll  der  „Nullpunld  des  Integrals"  genannt  werden. 

Diese  Integrale  haben,  ausgedehnt  über  die  Riemannsche  Fläche  der 
Kurve  <p  ^ifx^^  ^  i^^^  Fläche  besteht  aus  den  beiden  elliptischen  Doppel- 
blättern tj!  und  /),  im  allgemeinen  acht  (einfache)  Unendlichkeitsat  eilen, 
die  acht  Berührungspunkte  der  vier,  yj  und  x  gemeinsamen  Tangenten; 
ihr  Differential  femer  hat,  im  allgemeinen,  vier  einfache  Verschwindungs- 
punkte,  diejenigen,  welche  die  vier  Tangenten  repräsentieren,  die  man  von 
dem  „Nullpunkte"  a  an  das  Ellipsenpaar  legen  kann.  Man  kann  diese  Ver- 
schwindungsp unkte  dazu  benutzen,  um  vier  der  Unendlichkeite stellen  zu 
zerstören;  man  hat  zu  dem  Zwecke  den  ,, Nullpunkt"  k  nur  in  einen  der 
sechs  Kreuzungspunkte  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  von  if  und  x  ^^ 
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legen.  Das  Integral  hat  dann  nur  noch  vier  und  also  auf  dem  einzelnen 
elliptischen  Doppelblatte  nur  noch  zwei  Unendlichkeitapunkte,  reduziert 
sich  also,  nach  bekannten  Sätzen,  für  jede  der  beiden  Ellipsen  auf  einen 
Logarithmus,  der  bereits  betrachteten  Art. 

Von  den  genannten  sechs  Kreuzungspunkten  der  vier  gemeinsamen 
Tangenten  wollen  wir  die  vier  im  Endlichen  gelegenen  als  ,, Nullpunkte  von 
Integralen"  benutzen.    Die  Gleichungen  dieser  Punkte  sind: 

±  Va'^H-  b^'-u  +  w  =  0,       ±  Va^^'b^-v  i- w  =  0 . 
Dementsprechend  sei  gesetzt: 

J,  j        J  "  ^'^^V: 

Zugleich  werde  folgende  Bezeichnung  eingeführt.  Die  beiden  Ellipsen 
werden  durch  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  je  in  vier  Seg- 


i>^ig.  2. 

mente  zerlegt.  Wir  bezeichnen  dieselben  als  S, ,  S.^ ,  8^,  S^  in  der  Art,  daß 
das  Segment  8^  dem  „Nullpunkte  des  Integrals  J,."  abgewandt  liegt  (Fig.  2). 
Die  gemeinsamen  Tangenten  selbst  sollen  t^^,  i^^,  (33,  t.^^  genannt 
werden:  t,^,  wenn  sie  in  emem  Punkte  berühren,  der  das  Segment  Ä,.  von 
dem  Segmente  8/.  trennt. 
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Die  schon  genannte  Reduktion  der  (an  der  einzelnen  EUipse  hin- 
erstoeokten)  Integrale  J  auf  Logarithmen  mag  jetzt  an  dem  Beispiele  des 
Integrals  J^  und  der  Ellipse  '<j!  durchgeführt  werden. 


^  =  0  ist  fi^^X'Vi''  andererseits: 


Z  =  i^  u"-  —  a- v"- 


-{(a^-!-fc=)n^~ 


Daher  nimmt  das  Integral  J^ ,  indem  sich  die  lineare  Funktion  des  Zähler 
gegen  den  Nenner  forthebt,  folgende  Gestalt  an: 


Um  dasselbe  weiter  zu  vereinfachen,  führe  man  ein  neues  Koordinaten- 
system ein,  dessen  Ecken  sind:  die  beiden  Berührungspunkte  der  beiden 
nicht  durch  den,, Nullpunkt  von  J"^"  gehenden  gemeinsamen  Tangenten  mit  yi 
und  der  Kreuzungspunkt  dieser  Tangenten,  der  „Nullpunkt  von  J^".  Dem- 
entsprechend setze  man; 


f7  =    a^u 


-\-  h'v  —  Vo^  +  b^-'i 


(Substitutionsdeterminante  =— 26*).  Durch  dieselbe  Substitution,  ver- 
möge deren  hier  U,  V,  W  aus  m,  «,  w  entstehen,  mögen  aus  den  Kon- 
stanten c,  c',  c"  neue  Konstanten  G.  C,  0'    hervorgehen.     So  ist; 


■  &--V' 


c 

ü 

du 

C 

V 

dV 

c' 

w 

dW 

=  —  2  &^  I  c'  !J    dv  \ 


Andererseits  findet  man; 

UV-a"-W"-^T=  -b-{a^'u'  +  b-v^'-w-')=  - 
und  also; 


Daher  wird: 


Indem  wir  C=  0,  C   ^=0  t 
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,    _      _1  r  UdV-VdV 

_  1  C  VdV-Vdü 

~4"(o"=-6=)j  UV 

welches  die  gewünschte  Eedukfcion  ist.    Die  Integrationskonstante  K  wer- 
den wir  weiterhin,  wie  früher,  gleich  Null  setzen. 

Es  wird  für  das  Folgende  vorteilhaft  sein,  Integrale  zu  haben,  die 
mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  auch  im  ZaJilenfaktor  über- 
einstimmen.    Wir  werden  also  als  Normalintegral  definieren: 

Längs  der  Ellipse  j/j  erstreckt,  ist  dasselbe,  wie  wir  der  größeren  A.n- 
schaulichkeit  wegen  noch  einmal  hersetzen: 

Längs  der  Ellipse  ;( =  0  erstreckt,  hat  es  den  Wert,  der  sieh  durch 
Vertauschung  der  Buchstaben  a,  b  und  Zeichen  Wechsel  ergibt: 

Entsprechend  definieren  wir  drei  weitere  Normalmtegrale: 

Dabei  hat  man: 

dl^  +  dl^  -:  dl^  -j   dl^  =  0, 

und  also,  unter  x  eine  beliebige  obere  Grenze  verstanden; 

It  +  li  +  li  +  II  =  Gonst . 
[wo  Const.  von  der  Verabredung  über  die  untere  Grenze  abhängt]. 

§4- 
Vurtoilimg  der  Paramet«rwert«. 

Die  Werte,  welche  das  einzelne  Integral  I^^  bei  Hiners  treckung  über  die 
Rieraannschen  Flächen  der  Ellipsen  v^Z^•l^i™™*I  ergeben  sich  nunmehr 
einfach  nach  Anleitung  des  §  2.    Die  untere  Grenze  des  Integrals  ist  dabei, 
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dem  Umstände  entsprechend,  daß  die  Integiationskonstante  K  itnterdrückt 
wurde,  sowohl  auf  yi  als  auf  %  in  den  Mittelpunkt  desjenigen  Segmentes  ä,. 
zu  verlegen,  n-elcher  mit  I^  den  Index  gei 
beistehende  Figur  für  /j ,  in  der  nur  an- 
gegeben ist,  wie  groß  der  imaginäre  Be- 
standteil von  /j  (modulo  2,in)  für  die 
verschiedenen  Segmente  8  ist,  und  in 
welchen  Punkten  I^  positiv,  in  welchen 
es  negativ  unendlich  wird  (Fig.  3). 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  das  Ver- 
halten der  vier  Integrale  in  dieser 
aiehvmg  zusammen  gestellt.  Die  mit  jS^ 
üb erschri ebenen  Kolonnen  geben  den  ima- 
ginären Bestandteil  der  betr.  Integral- 
werte, modulo  2  in.  In  den  Kolonnen  t^,. 
finden  sich  diejenigen  Vorzeichen  ange- 
geben, welche  die  Integrale,  für  welche 
die  Berührungspunkte  von  (;,.  Unendlich- 

keitspunkte  sind,  in  diesen  ünendlichkeitspunkten  annehmen.  Das  obere 
Vorzeichen  bezieht  sich  auf  den  Berührungspunkt  mit  '\p,  das  untere,  not- 
wendig entgegengesetzte,  auf  den  Berührungspunkt  mit  %. 


S, 


ha 


_5    i    ± 
±     i      ■ 

■     j    T 


findet  für  die  oben  unbestimmt  gelas 


ir+i2-\-i:~i:.. 


'T{mod2i7i).) 


Betrachten  wir  jetzt  die  verschiedenen  Meridiankwven,  welche  man 
aui  dem  elliptischen  Doppelblatte  y)  oder  auch  auf  x  zictsn  kann.  Die- 
selben ordnen  sich,  sofern  man  die  vier  Berührungspunkte  der  Tangenten 
tjj^  als  unüberschreitbar  betrachtet,  in  sechs  Klassen  ein,  je  nach  den  beiden 
Segmenten  der  umgrenzenden  Ellipse,  welchen  sie  begegnen.  Heißen 
die  letzteren  S^  ixnd  S^,  so  soll  die  Meridiankurve  6^^  genannt  werden. 
Diesen  6j^  legen  wir,  vermöge  einer  willkürlichen  Festsetzung,  je  einen 
positiven  Sinn  bei,  wie  dies  in  der  folgenden  Fig.  4  (in  der  die  Pfeile 
sich  auf  die  Vorderseite  beziehen  sollen)  für  die  Ellipse  tf  geschehen  ist. 
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Die  betr.  Festsetzung  für  das  Doppelblatt  %  werde  ähnlich,  i 
sichtlich  der  Eichtung]  gerade  umgekehrt  getroffen. 

Führt  man  dann  an  den  verschiedenen  h^^ 
die  Integrale  /  in  positiver  Richtung  entlang,  so 
ergeben  sich  Periodizitätsmoduln  0  oder  +2i7i, 
wie  sie  in  der  folgenden  Tabelle  vereinigt  sind. 
Diese  Tabelle  gilt  gleichmäßig  für  y!  und  x,  inso- 
Pj„  4  fern  zusammengehörige  Unendlichkeitspunkte  bei 

7/;  und  X  entgegengesetzte  Vorzeichen  der  bez.  un- 
siidlich  werdenden  Integrale  aufweisen: 


~2in 

+  2  in 

0 


0 

+  2i: 
0 


+  2i: 
0 
0 


i+2i; 


0 

-  2  i: 


0 

+  2i: 


Diese  Tabelle  bestätigt  die  folgenden,  auch  unmittelbai 
ichtlichen  Relationen  zwischen  den  5;,^: 


s  der  Figur 


§5. 

Ableitung  von  Kurven  vierter  Ordnung  aus  dem  EUipsenpaare. 

Einteilung  der  Kurven  vierter  Ordnung. 

Bei  den  nun  folgenden  Erörterungen  mag  zunächst  von  Ordnungs- 
Kurven  die  Rede  sein;  man  faßt  die  bei  ihnen  auftretenden  Vorkommnisse 
leichter  auf  und  kann  sie  prägnanter  bezeichnen.  Dem  Studium  der 
Integrale  legen  wir  indeß  immer  die  Klassenkurven  zugrunde;  wir  haben 
daher  später  die  jetzt  abzuleitenden  Resultate  von  den  Ordnungs kurven 
auf  sie  zu  übertragen. 

Es  sei  also  jetzt  ein  Ellipsenpaar  in  Punktkoordinaten  gegeben: 

v'  =  ö,  x'=-o, 

wo 

ip'  --^  a'x'^  -\-  b^  y'  —  I, 


8o   wird   man 
Doppelpunkte   i 


;  ihm  durch  den   bekannten  ProzelJ   der  Auflösung  der 
ganzen  sechs  verschiedene  Kurven  vierter  Ordnung  c 


Art  nach  erzeugen.    Fünf  derselben,  deren  Betrachtung  weiterhin  ausreicht, 
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sind  in  den  folgenden  Fig.  5  bis  9  schematisch  dargestellt.  Ich  bezeichne 
Fig.  5,  7,  9,  8  bez.  als  vier-,  drei-,  zwei-,  einteilige  Kurve,  Fig.  6  als  Gürtel- 
kurve (vgl.  Zeuthen:  Snr  les  formes'  differentes  des  courbes  du  quatrieme 
ordre,  Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874)).  Daß  diese  Kuiventypen  existieren 
und  in  der  Tat  aus  dem  Ellipsenpaare  abgeleitet  werden  können,  geht  aus 
den  sonst  bekannten  Untersuchungen  hervor.  Indes  will  ich  hier  ausdrücklich 
bezügliche  Gleichungen  zusammenstellen,  damit  zu  einer  am  Beispiele  zu 
leistenden,  rechnerischen  Durchführung  der  weiterhin  anzustellenden  Be- 
trachtungen alle  Elemente  gegeben  seien. 

Es  sei  e  eine  sehr  kleine  Konstante.     Dann  wird  die  Gleichung 

<!>'  =  v'z'  —  e  =  0, 

da   die  betr.  Kurve  mit   dem  Eliipsenpaare   keinen  reellen  Punkt  gemein 

haben  kann,  je  nachdem  e  negativ  oder  positiv  ist,  eine  vierteilige  Kurve 

oder  eine  Gürtelknrve  darstellen  (Fig.  h  und  t 


Um    ferner   eine   dreiteilige  Kurve  oder  eine  einteilige  zu  gewinnen, 
schlage    man    um    den    auszuzeichnenden    Durchsehnittspunkt   von   ip',  yf 


einen  kleinen  Kreis,   der,  unter  q  eine  kleine  Größe  verstanden,  die  Glei- 
chung haben  wird: 
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und  betrachte  die  Kui'^'en : 

ip'  ■-=  yi' x'  —  nl  ^=  0. 

Für  negatives  e  kommt  die  dreiteilige,  für  positives  die  einteilige 
Kurve  (Fig.  7  und  8). 

Eine  zweiteilige  Kurve  endlich  ist,  unabhängig  von  dem  Vorzeichen, 
weiches  man  e  erteilen  mag,  durch 

<p'  =  1>'  X'  -  ey=^0 
vorgestellt  (Fig.  9). 

Die  so  erzeugten  Kurven  vierter  Ordnung  repräsentieren  fünf  von  den 
sechs  Arten,  in  welche  man  die  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  Doppel- 
punkt nach  der  Zahl  und  Lage  der  bei  ihnen  vor- 
handenen Züge  einteilen  kann.  Die  sechste  Art, 
die  wir  hier  nicht  erhielten  und  die  deshalb  auch 
weiterhin  ausgeschlossen  bleiben  mag,  ist  die 
imaginäre  Kurve,  d.  h.  diejenige,  die  keine  reellen 
Züge  enthält.  (Auch  ihre  Gleichung  denke  ich 
mir  weiterhin,  wenn  gelegentlich  von  derselben 
die  Rede  ist  [wie  der  Deutlichkeit  wegen  aus- 
drücklich bemerkt  sei],  mit  reellen  Koeffizienten,) 
l'ig.  ^-  Eine  wesentliche  Eigenschaft  dieser  Eintei- 

lung der  Kurven  vierter  Ordnung  in  sechs  Arten 
ist  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochen,  der  weiterhin  eine  fundamentale 
Bedeutung  für  die  Tragweite  unserer  Untersuchungen  gewinnt: 

Von  jeder  allgemeinen^)  Kurve  viertem  Ordnung  kann  man  zu  jeder 
anderen,  die  derselben  Art  a/ngehört,  durch  aUmahlicke  reelle  Änderung 
der  Konstanten  übergehen,  ohne  daß  hei  dem  Übergangsprozesse  Kurven 
mit  Doppelpunkt  oder  gar  allgemeine  Kurven,  die  einer  anderen  Art 
angehören,  überschritten  zu  werden  brauchten. 

Ein  direkter  Beweis  dieses  Satzes  hat  keine  Schwierigkeit,  aber  er 
ist  weitläufig.  Es  soll  hier  von  einem  solchen  Beweise  um  so  mehr  Ab- 
stand genommen  werden,  als  die  bei  ihm  nötig  werdenden  Betrachtungen 
mit  denjenigen,  die  im  gegenwärtigen  Aufsatze  zu  entwickeln  sind,  wenig 
Beziehungspunkte  haben.  Dagegen  sei  angedeutet,  daß  man  ihn  vermöge 
kurzer  Zwischenbetrachtungen  fuhren  kann,  wenn  man  auf  frühere  Unter- 
suchungen von  Zeuthen  und  mir  zurückgreift.  Ich  habe  [inAbh.XXXV, 
8.  24,  25]  gezeigt,  daß  ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  die  fünf  Arten,  welche 
man  nach  Schläfli  bei  den  allgemeinen  Flächen  dritter  Ordnung  zu  unter- 

^)  Als  „allgemein"  sind  hier  die  Ordnungekurven  ohne  Doppelpunkt,  später  die 
Klassenkurven  ohne  Doppeltangente  der  Kürze  wegen  bezeichnet. 
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scheiden  hat.  Es  hat  dann  Zeuthen  bewiesen  (Math.  Annalen,  Bd.  7  (1874), 
S.  428),  daß  die  Arten  der  Kurven  vierter  Ordnung  den  fünf  Flächenarten 
in  sehr  einfacher  Weise  entsprechen.  Projiziert  man  die  F^  von  einem 
ihrer  Punkte  aus  stereographisch  auf  eine  Ebene,  so  tritt  als  scheinbare 
Umhüllung  bei  den  Arten  I,  II,  HI,  IV  von  Sehläfli  eine  vierteilige, 
drei-,  zwei-,  einteilige  Kurve  vierter  Ordnung  auf.  Die  Art  V  ergibt,  bei 
analoger  Konstruktion,  je  nachdem  man  den  Projektionspunkt  auf  ihrem 
unpaaren  oder  paaren  Teile  annimmt,  die  Gürtelkurve  und  die  imaginäre 
Kurve.  Umgekehrt  kann  auch  jede  Kurve  vierter  Ordnung  aus  der  ent- 
sprechenden Flächenart  in  der  angegebenen  Weise  gewonnen  werden.  Hierin 
liegt  der  von  uns  gewünschte  Beweis.  Um  ihn  völlig  zu  führen,  hat  man 
nur  noch  die  Modifikationen  zu  untersuchen,  welche  die  scheinbare  Um- 
hüllungskurve erfährt,  wenn  der  Projektionapmikt  auf  der  fest  gedachten 
Fläche  beliebig  verschoben  wird.  Aber  auch  dieses  hat  Zeuthen  aus- 
geführt [Etudes  des  propri^t^s  de  Situation  des  surfac^s  cubiques;  Math. 
Annalen,  Bd.  8  (1874/75)]. 

Als  irrelevant  wird  bei  der  hier  festgehaltenen  Einteilung  der  G^ 
eine  Änderung  der  Kurve  betrachtet,  die  Zeuthen  in  seiner  Diskussion 
der  gestaltliehen  Verhältnisse  der  Kurven  vierter  Ordnung  (a.a.O.)  ausführlich 
untersuchte  und  deren  Analogen  bei  Kurven  n-ter  Ordnung  ich  zum 
Gegenstande  einer  neuerlichen  Mitteilung  macht©  [vgl.  Abh.  XXXVII, 
8.  78ff.].  Es  kann  eintreten,  daß  zwei  Wendungen  der  Kurve,  die  reell 
waren,  zusammenrücken  und  imaginär  werden,  oder  umgekehrt,  daß  zwei 
neue  reelle  Wendungen  entstehen,  indem  zwei  imaginäre  sieh  vorab  in 
einen  reellen  Punkt  vereinigen.  Gleichzeitig  wechselt  dann  eine  der  vier 
reellen  Doppeltangenten  erster  Art,  welche  die  Kurve  besitzt,  ihre  Be- 
deutung für  die  Kurve.  Hatte  die  Doppeltangente  reelle  Berührungs- 
punkte, so  wird  sie  isoliert;  war  sie  isoliert,  so  erhält  sie  reelle  Berüh- 
rungspunkte. 

Indem  wir  jetzt  die  nunmehr  für  Ordnungskurven  gewomienen  Resultate 
auf  Klassenkurven  übertragen,  beginnen  wir  mit  einer  Erläuterung  des 
letzterwähnten  Vorkommnisses  und  seiner  Bedeutung  für  die  betr,  Rie- 
mannsche  Fläche. 

§6. 
Übertragung  auf  Klassenkurven. 

Der  Änderungsprozeß  der  Klassenkurve,  welcher  hier  zunächst  in  Be- 
tracht kommt,  ist  bekanntlich  der  folgende:  Eine  Kurve,  welche  zwei 
reelle  Spitzen  und  in  deren  Nähe  einen  Selbstüberkreuzungspunkt  besitzt, 
verliert  die  Spitzen  dadurch,  daß  sie  zusammenrücken  und  imaginär  wer- 
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den;  der  Selbstüberkreiizungspunkfc  geht  dabei  in  einen  isolierten  Doppel- 
punkt über: 


Man  denke  sich  jetzt  die  zugehörige  ßiemannsche  Fläche  konstruiert, 
tmter  der  Voraussetzung,  daß  man  es  mit  einer  Kurve  vierter  Klasse  zu 
tun  hat.  So  werden,  im  ersten  Falle,  die  verschiedenen  angrenzenden 
Teile  der  Ebene  mit  einer  Anzahl  von  Blättern  überdeckt  sein,  die  in  der 
Fig,  11  angegeben  ist.  Denn  die  Zahl  der  Blätter  wächst  jedesmal  um 
zwei  Einheiten,  sobald  man  von  der  kon- 
^  vexen  Seite  eines  Kurvenzuges  auf  die  kon- 

kave hinübertritt;  sie  kann  ferner  nie  negativ 
und  in  unserem  Falle  nie  größer  als  4  werden. 
Diese  Anzahlen  können  sich  nun  bei  dem 
in  Rede  stehenden'.  Übergänge  für  Stellen, 
die  nicht  in  unmittelbarer  Nähe  der  modi- 
fizierten Singularität  liegen,  nicht  ändern.  Es 
muß  auch  jeder  Weg  auf  der  Eiemann- 
schen  Fläche,  der  nicht  an  die  singaläie  Stelle  hinantritt,  nach  der  Um- 
änderung seinen  Charakter  behalten  haben.  Dies  wird  dadurch  möglich, 
daß  der  betr.  Doppelpunkt  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  er  isoUert 
wird,  zu  einem  Doppelverzweigungspunkte  der  Riemannschen  Fläche 
sich  umgestaltet. 

Unter  einem  Doppel  Verzweigungspunkte  verstehe  ich  dabei  einen 
solchen  Punkt  der  Ebene,  in  welchem  sieh  gleichzeitig  zwei  Paare  von 
Blättern  der  Riemannschen  Fläche  verzweigen.  Andere  Verzweigungs- 
punkte können  bei  einer  Kurve,  deren  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten 
besitzt,  nicht  auftreten.  Denn  die  Blätter  der  betr.  Riemannschen 
Fläche  gehören  paarweise  zusammen  (immer  diejenigen  beiden,  welche 
konjugiert  imaginäre  Tangenten  repräsentieren) ,  und  ein  Vorkommnis, 
welches  sich  in  dem  einen  Blatte  einstellt,  muß  auch  in  dem  zugehörigen 
Blatte  entsprechend  stattfinden  [wegen  aller  dieser  Verhältnisse  vgl.  die 
nachfolgende  Abhandlung  XL:  Über  eine  neue  Art  der  Riemannschen 
JFlächen,!!.].  Zu  einer  solchen  Verzweigung  in  einem  isolierten  Doppelpunkte 
ist  aber  deshalb  die  Möglichkeit  gegeben,  weil  die  vier  imaginären  Tangenten, 
die  man  von  unmittelbar  benachbarten  Punkten  der  Ebene  an  die  Kurve 
legen  kann,  für  ihn   paarweise  zusammenfallen  und  also  in  ihm  zweimal 
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zwei  Blätter  der  Eiemannschen  Fläche  einen  Punkt  gemein  haben.  Daß 
aber  in  ihm  eine  Verzweigung  entstehen  muß,  erweisen  die  folgenden 
Zeichnungen  (Fig.  12  und  13). 

In  dec  ersten  der  beiden  Figuren  ist  die  Fläche  angedeutet,  welche 
zu  der  Kurve  mit  reellen  Spitzen  gehört;  ihren  Blättern  ist,  aus  Symmetrie - 
gründen,  eine  solche  Anordnung  gegeben,  daß  sie  sich  in  einer  vom  Selbstüber- 
kreuzungspunkte  ausgehenden  Kurve  durchdringen,  [die  wir  in  den  Fig.  12 
und  13  als  vertikal  nach  unten  verlaufende  Gerade  gewählt  haben].  Außer- 
dem ist  auf  der  Fläche  eine  Kurve  gezogen,  welche  die  singulären  Punkte  mit 
weiter  Schleife  umgibt.  Würde  nun  der  isolierte  Doppelpunkt  zu  keiner  Ver- 
zweigung Anlaß  geben  und  also  bei  der  modifizierten  Fläche  keine  Durch- 
dringung der  Blätter  stattlinden,  so  würde  eben  dieser  Weg  seinen  Cha- 
rakter andern,   was  nach   dem  obigen  unmöglich  ist.     Man  hat  sich  also 


Fig.  12. 


Fig.  13. 


die  Vorstellung  zu  bilden,  welche  durch  die  zweite  der  vorstehenden  Fi- 
guren zur  Anschauung  gebracht  werden  soll.  Von  dem  isolierten  Doppel- 
punkte gehen  zwei  gleichlaufende  Verzweigungsachnitte  aus,  von  denen  der 
eine  die  beiden  oberen,  der  andere  (in  der  Figur  nicht  sichtbare)  die 
beiden  [unteren  Blatter  verbindet.  Zugleich  ist  deutHch,  wie  die  zweite 
Figur  aus  der  ersten  durch  kontinuierliche  Änderung  entsteht. 

Die  hiermit  erläuterte  Umgestaltung  der  Biemannschen  Flache  (die 
natürhch  in  dem  hier  geschilderten  Sinne  sowohl  als  im  umgekehrten  vor 
sich  gehen  kann)  ist  nun,  wie  leicht  zu  zeigen,  die  einzige,  die  überhaupt 
auftritt,  wenn  man  die  Konstanten  der  allgememen  Kurve  vierter  Klasse 
übrigens  beliebig,  doch  nur  soweit,  ändert,  daß  keine  Kurve  mit  Doppel- 
tangente erreicht  wird. 

Anders  ausgedrückt:  Beh-achtet  man  die  betr.  Umgestaltung  der  Rie- 
mannschen  Flache  als  irrelevant,  so  haben  alle  allgemeinen  Kurven  vierter 
Klasse,  die  zu  derselben  Art  gehlen,  identische  Eiemannsche  Flächen. 

Dieser  Satz  gestattet,  dieselben  Schnitte,  welche  wir  weiterhin  an  den 
Riemannschen  Flächen  besonders  ausgewählter  Klassenkurven  ausführen 
werden,    an    den   Riemannschen  Flächen    aller  Klassenkurven  derselben 


y  Google 


116  Anschauliche  Geometrie. 

Art  anzubijngen  und  dadurcli  die  Schlüsse,  welche  wir  für  die  speziellen 
Kurven  ableiten,  auf  alle  Kurven  derselben  Art  zu  übertragen.  So  sind 
denn  auch  die  Sätze  der  §§  14,  15,  obgleich  zunächst  nur  für  die  beson- 
deren Kurven  bewiesen,  sofort  für  alle  vierteiligen,  dreiteiligen  usw.  Kurven 
ausgesprochen.  Aber  es  mag  genügen,  diese  Tragweite  der  genannten 
Sätze  hier  behauptet  und  das  Prinzip  des  Beweises  genannt  zu  haben; 
die  unmittelbare  Anschaulichkeit  der  weiteren  Betrachtungen,  die  ich  gern 
festhalten  möchte,  schien  mir  eine  Beschränkung  auf  konkrete  Kurven- 
formen durchaus  zu  verlangen. 


Klassenkurv«!),  die  sieh  an  das  Ellipsenpaar  ainscliließeii. 

Diese  besonderen  Kurven,  auf  welche  sich  weiterhin  die  Untersuchung 
beschränken  soll,  sind  diejenigen,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  Eliipsen- 
paare  ip,x  ableiten  lassen,  und  den  Kurven  vierter  Ordnung,  welche  wir 
in  §  5  gewonnen  haben,  dualistisch  entgegenstehen.  [Sie  sind  durch  die 
Fig.  14  bis  18  dargestellt').]  Die  zugehörigen  Gleichungen  erhält  man  un- 
mittelbar aus  der  in  §  5  angegebenen,  indem  man  x  und  y  durch  —  und  — , 
ifi'  und  x'  durch  die  früheren  j/j  und  %  ersetzt. 


')   [Bei  den   Fig.  14,  16,  17,  18  sind  außerdem  die  Asymptoten  gezeichnet, 
1  ZuBammenliang  im  Unendlichen  klarzustellen.] 
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Was  die  Gestalt  dieser  Kurven  angeht,  so  kann  man  sie  etwa  in 
folgender  Weise  festhalten.  Bei  jeder  Kurve  finden  sich  Stücke,  die  aus 
den  Segmenten  8^,  /S^,  S.^,  8^    der   Ellipse  ^,   und   solche,    die   aus  den 


Pig.  18. 


Segmenten  der  Ellipse  y_  entstanden  sind.  Diese  sind  untereinander  ver- 
bunden durch  Kurvenzüge,  welche  bez.  aus  den  gemeinsamen  Tangenten 
der  beiden  Ellipsen  (^g,  i,^,  t^^,  t^^  hervorgehen,  indem  man,  bei  der  ein- 
zelnen Tangente,  entweder  das  durch  das  Unendliche  hindurch  sich  er- 
sta:eekende  Segment  in  zwei  Züge  spaltet  oder  das  im  Endlichen  befindliche 
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(während  man  das  andere  Segment  verschwinden  läßt).  Die  B 
sollen  dementsprechend  weiterhin  zur  Bezeichnung  der  verschiedenen  Stücke, 
die  man  bei  der  einzelnen  Klassenkurve  unterscheiden  kann,  gebraucht  werden. 
Um  von  den  zugehörigen  ßiemannschen  Flächen  eine  möglichst  an- 
schauliche Voratellung  zu  geben,  habe  ich  in  Fig.  19  eine  ausgeführte 
Zeichnung    beigegeben    (deren   Anfertigung   ich    Herrn    Schleiermacher 


verdanke).  Dieselbe  stellt  eine  vierteilige  Kurve  vor,  welche  so  gewählt 
ist,  daß  ihi^e  28  Doppelpunkte  alle  ins  Endliche  falten.  Die  Figur  ist 
folgendermaßen  entworfen  worden.  Wir  haben  zuerst,  unter  Benutzung 
gew.  rechtwinkliger  Koordinaten,  eine  Zeichnung  der  Kurve 

ausgeführt,  indem  die  Koordinaten  der  hauptsächlichen  Punkte  berechnet 
wurden.  Sodann  ergab  sich  die  Zeichnung  der  Fig.  19  durch  geeignete 
Zentralproj  ektion. 
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Auf  jeder  einzelnen  der  Riemannschen  Flächen,  welche  zu  den 
Kurven  der  Fig.  14  bis  18  gehören,  wird  man  jetzt  Meridianlnirven  kon- 
struieren können,  die  den  6^^  entsprechen,  welche 
sieh  auf  dem  Doppelblatte  )/>  befanden,  oder  auch 
den  6;^,  die  sich  auf  %  bezogen.  Die  ö^^  von  i)> 
übertragen  sich  z.  E.  folgendermaßen  auf  dießie- 
mannsche  Fläche  der  Gfürtelkurve  (Fig.  20). 

Die  linearen  Relationen  zwischen  den  &j^,  wie 
sie  oben  angegeben  wurden,  bleiben  dabei  erhalten. 

Nun  behaupte  ich: 

Die.  Meridiankurven  b^^,  welche  von  der  El- 
lipse ijj  herstantTnen,   sind  mit  den  bez.  gleichhe- 
nmvnien  Meridianhtirven  bi^,   die   von   der  Ellipse   '/_   herübergenommen 
werden  können,  auf  der  neuen  Riemannschen  Fläche  äquivalent. 

In  der  Tat,  die  Meridian  kurven 


Mg,  ao. 


welche  von  ip,  und  die  gleichbenannten,  welche  von  j^  herstammen,  gehen, 
auch  dem  Sinne  nach,  ineinander  über,  wenn  man  sie  einfach  längs  der- 
jenigen ,, Bänder"  der  Eiemannschen  Fläche  verschiebt,  die  dm'ch  Spaltung 
der  Tangenten 

*13'    hl'    *-23'    hi 

entstanden  sind.     Die  Äquivalenz  der  zweierlei 


ergibt  sich  dann  daraus,  daß  sich  dieselben  durch  die  anderen  b^,^  vermöge 
deraelben  Gleichungen  linear  ausdrücken. 

Es  wird  daher  gestattet  sein,  im  folgenden  schlechthin  von  Meridian- 
kiirven  6^^  zu  reden,  die  auf  unseren  Eiemannschen  Flächen  verlaufen; 
auch  der  Sinn,  der  bei  ihnen  als  positiv  gelten  soll,  ist  durch  die  frühere 
Verabredung  gegeben. 


Konstruktion  der  Normalintegvale. 

Die  Art  und  Weise,  vermöge  deren  Clebscb  und  Gordan  die 
Eiemannschen  Normalintegrale  erster  Gattung  gewinnen,  mag  für  unseren 
Fall  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Man  ziehe  auf  der  Fläche  drei  (p)  RückkehrschniUe,  deren  gleich- 
zeitiges Bestehen  noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  herbeiführt.     Bann  be- 
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stimme  man  drei  Integrale  so,   daß  sie,   an  diesen  B&ckkehrscknitten  in 
bestimmtem  Sinne  entlang  geleitet,  die  Perioden  ergeben: 
2in      0        0 

0      2in      0 

0        0      2ijz. 
Sie  können  als  Normalintegrale  genommen  werden. 

Nun  aber  zeigt  sieh,  daß  man  auf  vier  verschiedene  Weisen  unter 
den  sechs  Meridiankurven  6^,^  drei  solche  heraussuchen  kann,  die  als  un- 
abhängige Rückkehrschnitte  benutzt  werden  können.  Es  sind  das  jedesmal 
diejenigen  6^^,  welche  einen  Index  gemein  haben.  In  der  Tat,  man  zer- 
schneide die  zu  einer  beliebigen  unserer  Kurven  gehörige  Fläche  längs 
solcher  b,^,  b^^,  b^^,  die  von  der  Ellipse  \p  herstammen.  So  zerfällt  die 
Fläche  noch  nicht.  Das  elliptische  Doppelblatt  ip,  an  sich  genommen, 
wäre  freilieh  in  vier  Stücke  zerfallen,  aber  jedes  dieser  Stücke  ist  jetzt, 
vermöge  der  „Bänder"  i^^,  an  das  unzers chnittene  Doppelblatt  %  befestigt. 
Wir  werden,  dementsprechend,  jetzt  drei  Normalintegrale  aufsuchen: 
Sü  Ss'  Ssj  welche,  an  öj,,  6.,^,  h^^  in  positivem  Sinne  entlangge leitet,  die 
Perioden  ergeben; 


6„           i>„ 

K 

3, 

+  2«!       0 

0 

3, 

0       1  +  2  ia 

0 

3» 

0     ;     0 

+  2U 

Dabei  drängt  sich  von  selbst  der  Satz  auf;  Wenn  man  aits  der  Klassen- 
kurve rückwärts  wieder  das  ElUpsenpaar  yi,  %  entstehen  läßt,  so  gehen 
die  jetzt  gesuchten  Normalintegrale  eben  in  die  früher  von  uns  betrachteten 
[auch  schon  als  Normalintegrale  bezeichneten)  /, ,  I^,  I^  über.  Denn 
letztere  verhielten  sich  an  ö^^,  b^^,  b^^,  genau  so  wie  wir  es  jetzt  von 
a,a-a  fordern. 

Wenn  wir  also  setzen: 


3. -Jt«:^  (».«+'.  »+'=•» 


(wo  cp  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Kurve  vierter  Klasse  bedeutet), 
so  folgt:  Solange  rp  nicht  sehr  von  y)-%  verschieden  ist,  können  die  unter 
den  Integralzeichen  stehenden  Ausdrücke 

a,^uJf^b^v  +  c^w  (fc=l,2,3) 

in  erster  Annäherung  gleich  gesetzt  werden  den  bei  1^,1^,1^, 
den  linearen  Funktionen,  d,  k.  bez. 
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-  'Ala^  —  b'-Ji+Ya^  +  b-'-u+w), 

-  2  (a^  -  6*)  {-  Va^  +  b^-u  +  w), 

-  2  (&''  -  a^)  (+  V€^-fV^-v  +  w). 
Bezeichnen  wir  wieder  den  Pimkt,  dessen  Gleichung  ist 

a^u  -\-  b^v  ^  c^w  —  0 
als  „Nullpunkt  dea  betr.  Integrals",  so  können  wir  auch  sagen:  Die  „Null- 
punkte der  gebuchten  Normalintegrale"  liegen  bez.  in  der  Nähe  der  „Niill- 
■punkte  der  früher  betrachteten  Normalintegrale". 

Ehe  wir  diese  Beziehimg  weiter  verfolgen,  werden  wir,  der  Symmetrie 
wegen,  neben  Jf^,  3ai  Ss  '^'^^^  ^i"  ^'^^  ^i  entsprechendes  ^^  einfuhren. 
Die  im  Zähler  des  zugehörigen  Differentials  auftretende  lineare  Funktion 
wird  nahezu  gleich  gesetzt  werden  können: 

-  2  (6''  -  a^)  (-  V^^  h^-v^  w), 
man  wird  die  Relation  haben: 

d^,  +  ä%  +  d%  +  d^,^0 
und  das  Verhalten  der  Qs  ^^  ^^^  verschiedenen  Meridiankurven  J,,,  vvii:d 
durch  die  früher  für  die  /^  entworfene  Tabelle  gegeben  sein: 


6,. 

K 

6„ 

Sh 

K 

h, 

a 

0 

-2i, 

-2m 

+  2« 

0 

0 

3, 

-2iir 

0 

+  2.V 

0 

+  2iiz 

0 

3. 

+  2«Ji 

+  2in 

1       0 

0 

0 

+  2ia 

3. 

0 

0 

0 

-2.» 

—  2in 

-2i„ 

§9. 
Die  Normaliiit^grale  sind  reell,   llmhehrprobleme  mit  reellen  Lösungen. 

Wir  zeigen  jetzt  zunächst:  die  Normalintegrale  3  sind  reell,  d.  h. 
ihre  Differentiale  enthalten  nur  reelle  Koeffizienten  und  weichen  also  von 
den  Differentialen  der  1  nur  um  reelle  Korrektionsglieder  ab.  In  der  Tat, 
man  kann  sich  die  Q  folgendermaßen  bestimmt  denken.  Es  seien  }j,j^,Js 
irgend  drei  unabhängige,  reelle  Integrale  erster  Gattung.  Leitet  man  ein 
sc^ches  Integral  längs  einer  Meridiankurue  b^^  entlang,  so  erhält  man 
im,mer  eine  rein  imaginäre  Periode.  Die  Meridiankurve  überdeckt  näm- 
lich zweimal  denselben  Weg,  einmal  auf  der  Vorderseite,  das  andere  Mal 
mit  umgekehrtem  Sinne  auf  der  Bückseite  der  Fläche  verlaufend.  Wird 
nun   das   eine  Mal  beim  Hinintegrieren  der  Betrag  a.-\- ßi  gewonnen,    so 
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liefert  der  Rückgang,  weil  er  die  konjugiert  imaginären  Werte  aber  im 
umgekehrten  Sinne  überschreitet,  —c!.-\-ßi,  und  der  Wert  der  ganzen 
Periode  ist  'Ißi,  w.  z.  b.  w.  Dementsprechend  mögen  die  Perioden,  welche 
die  /^  bei  Hinleitung  längs  6^^,  6^^,  6^^  erhalten,  iß^^,  iß^^,  tß^.^  genannt 
sein.     Sei  jetzt  z.  B.  das  gesuchte  Q^ 

So  wird  man,  aus  den  Perioden  werten,  die  Qj  an  b^^,  \^,  ö^j  aufweisen 
soll,  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  k  erhalten: 

Dies  aber  sind  reelle  Grleichmigen ;  sie  geben  reelle  Werte  der  a  und  also 
ein  reelles  Normal  integral  Q^. 

Ein    reelles    Integral,    an   einem   reellen   Kurvenzuge    vorbeigeleitet, 
ergibt  offenbar  einen  reellen  Betrag.    Wir   können   daher  folgenden  Satz 


Betrachtet  man  als  untere  Grenze  der  Normalintegrale  3^  reelle  Punkte 
der  Kurve  vierter  Klasse,  so  erhalten  alle  reellen  Punkte  derselben  Inte- 
gralwerte, die,  modulo  2,i3i,  den  imaginären  Bestandteil  0  oder  in  besitzen. 

Jeder  reelle  Punkt  ist  nämlich  von  dem  dann  vorhandenen  Anfangs- 
punkte der  Integration  zu  erreichen,  indem  man  Stücke  von  reellen  Kurven- 
zügen und  ev.  Stücke  von  Meridian  kurven  b^^  durchläuft.  Die  letzteren 
sind  aber  insoweit  ihrer  Erstreckung  nach  bestimmt,  als  sie  immer  von  einem 
reellen  Kurvenzuge  bis  zu  einem  zweiten  reellen  Zuge  hinleiten;  sie  sind 
sozusagen  halbe  Meridiankurven.  Da  aber  das  Durchlaufen  der  ganzen 
Meridiankurve  für  das  Normalintegral  die  Periode  0  oder  ±  2J?i  liefert, 
so  ergibt,  wie  aus  dem  analogen  eben  ausgeführten  Beweise  erhellt,  die 
halbe  Meridiankurve  einen  Betrag,  dessen  imaginärer  Teil  0  oder  +  in 
beträgt.    Hierin  liegt  der  Beweis  des  neuen  Satzes. 

An  ihn  können  wir  sofort  eine  sehr  einfache  Untersuchung  knüpfen 
über  die  BeaUtätsverhältnisse  des  Jakobischen  Umkehrproblems,  eine 
Untersuchung,  die  für  die  weiterhin  abzuleitenden  Resultate  (§  14)  von 
wesentlicher  Bedeutung  ist.  Die  unteren  Grenzen  der  Integrale  seien 
wieder  in  reelle  Punkte  der  Kurve  gelegt.  Dann  sollen  drei  Punkte  a;,  ^,  z 
der  Riemannschen  Fläche  gesucht  werden,  so  daß 

Sf  +  Sl'  +  Si^«!- 
3r  +  3ä'  +  3s  =  «'2, 
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WO  die  V  gegebene  Größen  sind.  Es  werde  außerdem  angenommen,  was  für 
das  Folgende  ausreicht,  daß  dies  Problem  nicht  zu  den  unbestimmten 
gehört.  So  behaupte  ich:  das  Punktetripel  x,  y,  z  wird  dann  und  mir 
dann  reell  sein,  wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v,  modulo  2«?i, 
Null  oder  iii  betragen.  Als  reell  ist  dabei  ein  Tripel  bezeichnet,  wemi 
entweder  alle  Elemente  desselben  reell  sind,  oder  nur  eines,  aber  die 
beiden  anderen  konjugiert  imaginär. 

Der  Beweis  ist  einlach  dieser.  Es  sei  v^  =  <:ii_  -j-  iß,.-  So  betrachten  wir 
ein  zweites  Umkehr problem,  für  welches  die  gegebenen  Größen  vi  ^  k^  —  iß,, 
sind.  Die  Lösung  desselben  wird  durch  ein  Tripel  vorgestellt  sein,  welcher 
zu  dem  ursprünglichen  gesuchten  Tripel  konjugiert  imaginär  ist.  Sind  nun 
die  ß^  Null  oder  n  (modulo  2jr),  so  stimmen  die  \  und  i?i  (modulo  ^in) 
überoin.  Die  beiden  konjugierten  Tripel  müssen  daher  wegen  der  voraus- 
gesetzten Eindeutigkeit  des  Umkehrproblems ,  identisch  sein,  d.  h.  das 
gesuchte  Tripel  ist  reell. 

Allgemeiner,   es  werde  eine  Gruppe  von  n  Punkten  gesucht,    so   daß 

3^  +  3^  I-  ■■■+^1"^%, 

man  soll  diese  Punkte  unter  ev,  Zuhilfenahme  fester  Punkte  durch  ein 
Kurvensystem  aus  der  Kurve  vierten  Grades  ausschneiden.  Dieses  Kurven- 
system wird  dann  und  nur  dann  reell  sein,  d.  h.  eine  Ghichu/ng  besitzen, 
in  der,  abgesehen  von  den  unbestimmt  bleibenden  Parametern,  nur  reelle 
Koeffizienten  vorkommen,  wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v^ 
{modulo  2in)  Null  oder  i^i  sind. 

§  10. 
Der  Verlauf  der  Normalliitegrak. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  im  Sinne  der  in  §  1  aus- 
einandergesetzten Methode  den  Verlauf  der  Normalintegcale  i^*  ^^  ^^'^ 
zugehörigen  Riemannschen  Flächen  durch  schematische  Zeichnung  zur 
vollen  Anschauung  zu  bringen  und  rückwärts  aus  der  Zeichnung  die  cha- 
rakteristischen Periodizitätsei genschaften  dieser  Integrale  Wieder  abzuleiten. 
Inzwischen  soll  das  nur  für  die  vierteilige  Kurve  und  für  die  Gürtelkurve 
hier  durchgeführt  werden.  Bei  der  symmetrischen  Gestalt,  welche  diese 
beiden  Kurven  besitzen,  haben  3i  j  3a  >  Sa '  3*  ^^^^  dieselbe  Beziehung  zur 
Kurve;  es  genügt,  eines  derselben  zn  repräsentieren,  und  wir  wollen  3;i 
zu  diesem  Zwecke  auswählen. 

Betrachten  wir  vorab  das  Ellipsenpaar  y  ■  %  und  das  zugehörige 
Integral/^.  Indem  wir  dasselbe  gleich  P  +  i§  setzen  und  nun,  auf  jedem 
der  beiden  eUiptischcn   Doppelblätter ,    die  Kurven  P  =  G.  Q  =  0    nach 
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Anleitung  des  §  2  zeichnen,  erhalten  wir  folgende  Figuren  21,  bei  denen  wir, 
der  größeren  Übersichtlichkeit  wegen,  die  Ellipsen  ^  und  x  nebeneinander 
gezeichnet  haben. 

Diese  Zeichnungen  geben  einen  ersten  Anhalt  aur  Konstruktion  der 
entsprechenden  Kurvensysteme  bei  den  allgemeinen  Kurven.  Diejenigen 
Partien  der  gezeichneten  Kurvensysteme,  welche  nicht  unmittelbar  an  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  (;,.  hinanreichen,  werden  sieh  wesent- 
lich unverändert  auf  den  allgemeinen  Mächen  wieder  finden. 


Fig.  21. 

Man  hat  ferner  folgende  Anhaltspunkte.  Bei  den  allgemeinen  Kurven 
ist  das  Integral  Q^  ein  überall  endliches  geworden,  Unendlichkeitspunkte 
treten  also  in  den  bez.  Kurvensystemen  P  =  C  Q^C'  nicht  auf.  Da- 
gegen weist  jetat  das  Differential  d^^  vier  Verschwindungspunkte  auf, 
entsprechend  den  vier  Tangenten,  die  man  vom  „Nullpunkte  des  Integrals" 
an  die  Kurve  legen  kann.    (Dieser  „Nullpunkt"  ist,  wie  oben  angegeben, 

nahezu  durch 

Va^'-i-h^-v  +  w  =  (} 

vorgestellt),  —  Ferner  ist  deutlich,  daß  die  reellen  Züge  der  .Kurve  selbst 
zu  den  Kurven  Q  =  C-  gehören.  Andererseits  müssen  die  Kurven  P  ^=  C, 
wenn  sie  überhaupt  zweimal  einen  reellen  Kurvenzug  treflen,  Meridian- 
kurven  sein.  Denn  den3e\ben  Verlauf,  den  sie,  etwa  auf  der  oberen  Seite 
der  Fläche,  zwischen  den  genannten  Schnittpunkten  nehmen,  werden  sie 
rückwärts,  auf  der  anderen  Seite  der  Fläche,  ebenfalls  einschlagen  müssen. 
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Es  folgt  hieraus  schon,  daß  diese  Kurven  P  ^^  G  geschlossene  Kurven  sein 
müssen;  daß  überhaupt  die  Kurven  P=^G  und  Q  ^  C  in  den  von  uns 
zu  betrachtenden  Fällen  geschlossen  sind,  ergibt  darauibin  der  in  §  1  ent- 
wickelte bez.  Satz  und  eine  nähere  Betrachtung  der  bei  den  einzelnen  Figuren 
hervortretenden  Lagenbeziehungen . 

§11. 
Besondere   Betrachtung   der   vierteiligen   Kurve   und   der   GürteUturie. 

Bei  der  vierteiligen  Kurve  liegt  der  „Nullpunkt" 
Va^+"&^-w  +  w  =  0 
an  einer  Stelle,  an  der  sich  zwei ,, Bänder",  t^^  und  (.^j,  überkretizen.  Die 
vier"  Tangenten,  welche  von  ihm  ausgehen,  sind  imaginär  und  also  vor- 
gestellt durch  die  vier  an  dieser  Stelle  über  einander  befindlichen  Punkte 
der  Riemannschen  Fläche.  Sie  sind  die  Verschwindungspunkte  des  Diffe- 
rentials und  also  Verästelungspunkte  der  Kurvenaysteme  P  und  Q. 

Der  Verlauf  dieser  Kurvensysteme  ist  durch  die  vorauf  geschickten 
Bemerkungen  bchematisch  durchaus  bestimmt;  man  erhält  die  folgenden 
Zeicbnungen,  in  der  die  eigentlich  einander  überkreuzenden  beiden  Haupt- 
teile  dei  beti  FUche  wieder  nebeneinander  gezeichnet  sind. 


/  ^  Fig.  32  a  und  b. 

Daß  die  Kurven  Q  ■=  C  geschlossen  sind,  ergibt  sich  aus  dem  betr, 
Satze  des  §  1,  weil  jede  von  ihnen  mit  einem  der  vier  reellen  Züge  der 
eigentlichen  Kurve   einen  Kanal    einschließt,    in    welchem  sich  kein  Ver- 
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sehwindungspunkt  des  Differentials  befindet.    Die  Kurven  P  =  C  sind  alle 
Meridiankurven  und  als  solche  geschlossen. 

Aus  diesen  Zeichnungen  bestätigt  man  das  Verhalten  des  Integrals  ^s 
an  den  ö^^.  Man  kann  &13,  &14,  Ä33,  63^  eine  solche  Lage  geben,  daß  sie 
geradezu  mit  Kurven  P  =  C  zusammenfallen.  Zu  dem  Zwecke  muß  man  &„ 
und  &g^  bez.  durch  die  beiden  [auf  den  Bändern  t^^  und  t^^  liegenden  Ver- 
schwindungepunkte] hindurchgehen  lassen.  Hierdurch  ist  deutlich,  weshalb 
sie  eine  Periode  Null  ergeben,  während  b^g  und  b^^  eine  nicht  verschwindende 
Periode  liefern:  die  Beiträge,  welche  die  beiden  Hälften,  in  die  öj,  oder  ft^^ 


23  a  und  1: 


durch  die  betr,  beiden  Verschwindungspunkte  zerlegt  werden,  für  den 
Integralwert  ergeben,  kompensieren  sich  gegenseitig.  Dagegen  ergeben  bj^ 
und  ögg,  insofern  sie  Kurven  P  =  C  sind,  eine  rein  imaginäre,  und,  da 
sie  gegen  flie  Figur  symmetrisch  liegen,  eine  gleich  große  Periode.  Daß 
dieselbe  gleich  2i?t  ist,  kann  die  Figur  nicht  zeigen;  denn  die  Kurven  P,  Q 
blieben  ungeändert,  wenn  man  c-^a  statt  Q^  setzte  {wo  c  eine  beliebige, 
reelle  Konstante).    Aus  den  zwischen  den  6;,.  bestehenden  Relationen : 

\.  -  61,  -  K, 

K  =  ^,<^'T-b,,--^b.,.-b,, 


folgt  endlich,  daß  ein  Hinführen  des  Integrals  länj 
denselben  Periodenwert,  wie  bei  6^^,  ö^s  ergeben  muß. 

Die    entsprechenden  Verhältnisse  gestalten  sich 
etwas   anders,    insofern  bei  ihr  die  vier  Tangenten, 


Null  und  1 


s6,. 


lei   der  Gürtelkurve 
man  vom  ,,Niin- 
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punkte  des  Integrals"  aus  an  die  Kurve  legen  kann,  reell  ausfallen  und  die 
sie  repräsentierenden  Punkte  daher  den  reellen  Kurvenzugen  angehören. 
Infolgedessen  erscheinen  die  Verästelungen,  welche  die  Kurven  P,  Q  in 
diesen  Punkten,  wie  immer  in  den  Verschwindungspunkten  des  Differentials, 
aufweisen,  in  der  Zeichnung  perspektivisch  verkürzt.  Man  erhält  die  fol- 
1  Figuren,  die  inzwischen  hier  nicht  eingehender  erläutert  werden  sollen : 


§  12. 
Tervollständigimg  des  Quersclmittsystems. 

Die  drei  bei  Einführung  der  Normalintegrale  :3i,S2"Ss  benutzten 
Meridianschnitte  h^^ ,  \^ ,  \^  sollen  jetzt  durch  drei  weitere  Schnitte  A^,A^,A^ 
zu  einem  „kanonischen"  Querschnittsysteme  vervollständigt  werden.  A^  wird 
so  gezogen,  daß  es  von  einem  Punkte  von  h^^  auslaufend  zu  demselben 
Punkte  von  der  anderen  Seite  kommend  zurückkehrt,  ohne  dabei  die 
anderen  6^^  oder  etwa  schon  konstruierte  andere  A  zu  überschreiten. 
Indem  wir  dann  an  den  A^  die  Integrale  Qj.  hinleiten,  erhalten  wir 
Perioden  a^^  {es  wird  bekanntlich  a^^  =  o^j),  die  mit  den  auf  die  6^^  bezüg- 
lichen Perioden  zusammen  ein  kanonisches  Periodensystem  bilden.  Unsere 
Aufmerhsamkeit  soll  besonders  auf  den  imaginären  Teil  der  a^,.  gerichtet 
werden;  wir  werden  finden,  das  derselbe,  modulo  2*ji,  gleich  0  oder  i^i 
ausfällt,  je  nach  der  Art  der  zugrunde  gelegten  Kurve. 

In  den  weiterhin  mitzuteilenden  Tabellen  nehmen  wir  neben  Qj.Qa- Sa 
aus  Symmetriegründen  auch  Q^  auf;  analog  führen  wir  neben  A^,  A^,  Ag 
noch  eine  Kurve  A^  ein,  deren  Definition  sich  naturgemäß  ergibt.  Man 
hat,  für  die  so  erweiterte  Tabelle,  auch  noch  a;^  =  a^^  und  überdies  wegen 
der  zwischen  den  Q  bestehenden  Relation:  ^j'^ih ^' ^  (i  =  1  > 2,  3,4). 

Für  die  Konstruktion  der  Kurven  A^,A^,A^,  A^  stelle  ich  nun  fol- 
gende Regeln  auf.  Die  Ellipsen  y>,x  waren  je  in  vier  Segmente  8^,8^,8^,8^ 
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zerfällt  worden;  wir  wollen,  um  etwa  A^  zu  erhalten,  die  beiden  Seg- 
mente iSg  zusammen  mit  den  beiden  Tangenten  t^^,  t.^^,  welche  sie  be- 
grenzen, ins  Äuge  fassen: 


Fig.  2ö. 

Man  hat  dann,  hinsichtlich  der  Act,  in  welcher  t^^,  t^^  beim  Übergänge 
zur  allgemeinen  Klassenkurve  benutzt  sind,  drei  Fälle  zu  unterscheiden; 
1.  Bei  beiden  Tangenten  sollen  die  durch  das  Unendliche  hindurch- 
gehenden Segmente  in  reelle  Kurvenzüge  gespalten  sein.  Dann  hat  man 
also  die  Figur: 


Fig.  2G. 

In  diesem  Falle  bilden  die  beiden  Segmente  S^  zusammen  mit  den 
unmittelbar  angrenzenden  Kurvenstücken,  die  aus  t^^,  t.^^  entstanden  sind, 
einen  geschlossenen  Zug  (der  dann  ein  reeller  Zug  der  Kurve  ist).  Dieser 
Zug  soll  als  A^  genommen  werden.  Leitet  man  ein  reelles  Integral  an 
ihm  entlang,  so  erhält  man  eine  reelle  Periode. 
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2.  Von  den  beiden  hegrenze/nden  Tangenten  wird  die  eine,  wie  im 
Falle  1,  die  andere  'im  umgekehrten  Sinne  benutzt,  so  daß  also  bei  ihr 
das  im  Endlichen  gelegene  Segment  in  reeUe  Kurvenzüge  gespalten  wird: 


Fig.  27, 

Dann  bekommt  man  einen  zusammenhängenden  Zug,  wenn  man  die 
beiden  Segmente  S^  mit  den  angrenzenden  Kurve  na  tücken  zusammenfügt, 
welche  von  den  Tangenten  t^^,,  t^^  herrühren,  und  dann  die  auf  der  Vorder- 
oder ßiiekseite  verlaufende  Hälfte  einer  Meridiankurve  b■^^  hinzunimmt. 
Dies  sei  jetzt  der  Querschnitt  A^.  Er  besteht  aus  Stücken  der  reellen 
Kurvenzüge  und  aus  einer  halben  Meiidiankiirve.  Leitet  man  an  ihm  ein 
reelles  Integral  entlang,  so  gibt  es,  allgemein  zu  reden,  eine  komplexe 
Periode,  deren  imaginärer  Teil  gleich  i'-^"-  ist,  wenn  iß,^  die  Periode 
ist,  wdche  das  Integral  bei  Durchlaufung  der  ganzen  Meridiankurve  6^3 
gewinnt. 

3.  Bei  beiden  begrenzenden  Tan- 
genten wird  das  im  Endlichen  befind- 
liche Segment  benutzt.    (Fig.  28.) 

Dann  muß  man  zwei  halbe  Men-     f-j 
diankurven ,  -"-  und  -^ ,  zu  Hilfe  neh- 
men,  um  mit  den  beiden  S^  und  den  Pig.  28. 
ans  (j3 ,  (,,3  entstandenen  Kurvenstiicken 

zusammen  einen  geschlossenen  Zug  zu  bilden,  der  dann  als  A.^  gelten  soll. 
Die  Periode,  welche  ein  reelles  Integral  erhält,  wenn  man  i 
r  leitet,  hat  den  imaginären  Bestandteil  i  { 
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Die  Perioden  atk. 

Wenn  wir  in  dieser  Weise  an  den  in  Fig.  14  bis  18  gezeichneten 
Kurven  resp.  den  zugehörigen  Flächen  die  Querschnitte  A,,  A^,  A^,  A^ 
ausführen  und  an  ihnen  ^d  3s'  Sa»  ^4  entlang  leiten,  erhalten  wir  Werte 
der  «j^,  deren  imaginäre  Bestandteile  in  den  folgenden  Tabellen  zusammen- 
gestellt sind  auf  Grund  der  Tabelle  des  §  8,  die  das  Verhalten  der  3  an 
den  öj^  angab. 

I.    Vierieilige  Kurve.    Alle  a^^  sind  reell. 
II.  Dreiteilige  Kurve.    Die    imaginären  Bestandteile    der 


I 


A.,  mit  ~ 


A,  1 

A^  mit  + 

0    j 

0 

0 

+  .-,1 

0 

0 

ind: 


III.  Zweiteilige  Kurvi 
A,  mit  — ij- 


—  m 
D 


l^^mit    k^t^ 


+  in 

+  in 

0 


%    '         +  i^ 
IV.  Einteilige  Kurve. 


A^  mit  -  ?»  * 
0 

"     A 

mit  ~   ^ 
0 

Ai  mit  +  »'ij-'ü 
-in 

A,  mit  +  ^' 

0 

+  i. 

t      -o"-- 

0 

+  2ij. 

" 

0 

1              —  *3I 
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0 
0 

0 
-in 

+•1 

-in 

r^'+2'i:r'' 

0 

+  in 

—  in 

0 

-•-  in            '             +  in 

-2in 

§14. 

Berührungskurven, 

Die  aufgestellten  Tabellen  gestatten,  in  sehr  einfacher  Weise  au  dis- 
kutieren, wie  viele  unter  gewissen  BerOkrungsharven  der  Kurve  viei'ten 
Grades  reell  sind,  und  mit  der  Darlegung  dieser  Verhältnisse  mag  die 
gegenwärtige  Arbeit  abschließen.  Ich  betrachte  die  einfacheren  derjenigen 
Probleme,  welche  bei  Clebsch  (Grelles  Journal,  Bd,.63  (1864):  "Über  die 
Anwendung  der  Abelschen  Funktionen  in  der  Geometrie)  behandelt  sind, 
nämlich  nur  diejenigen,  bei  denen  nicht,  wie  beim  Probleme  der  Doppel- 
tangenten, eine  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  Charakteristiken 
notwendig  ist.  Clebsch  findet,  resp.  bestätigt  die  (sonst  bekannten)  Re- 
sultate, daß  es  bei  Kurven  vierten  Grades  gibt: 

a)  63  Systeme  viermal  berührender  Kegelschnitte, 

b)  64  Systeme  sechsmal  berührender  Kurven  dritter  Ordnung, 

c)  728  Systeme  viermal  oskulierender  (7^, 

d)  4096  dreimal  hyperoskulierende  C^. 

Ich  werde  angeben,  wie  viele  dieser  Systeme  resp.  einzelner  Kurven 
je  nach  der  Kurvenart  reell  sind. 

Dabei  sei  es  gestattet,  des  kürzeren  Ausdrucks  halber  wieder  von 
Ordnungskurven  statt  von  Klassenkurven  zu  reden.  Von  den  vier  Inte- 
gralen 3^  benutzen  wu  nur  die  drei  3^,  g^,  ^g.  Ihre  unteren  Grenzen 
verlegen  wii  in  diei  übrigens  beliebige,  reelle  Punkte  der  Kurve  vierter 
Ordnung  Sind  dann  die  Schnittpunkte  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
einer  Kurie  m  ter  Ordnung  a:^,  x^,  .  .  .,  a:^^,  so  hat  man  nach  dem 
Abel^chin  Theoreme 

3i'  +  3?+..-+3r"  =  ~-C.,  (4=1,2,3) 

wo  die  Konstanten  C^  von  der  Wahl  der  unteren  Grenzen  abhängen,  und 
das  Kongruenzzeichen  andeuten  soll,  daß  die  Gleichung  nur  modulo  der 
Perioden  stattzufinden  hat. 
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So  behaupte  ich  zunächst:  Die  Konstanten  C^  können  bei  der  von. 
uns  getroffenen  Verabredung  reell  genommen  werden.  Wenn  nämlich  die 
schneidende  Kurve  m-ter  Ordnung  reell  ist,  so  werden  von  den  im  Schnitt- 
punkten die  imaginären  paarweise  konjugiert  auftreten  und  von  den  reellen 
auf  jedem  Zuge  der  Kurve  vierter  Ordnung  eine  gerade  Anzahl  sich  vor- 
finden. Denn  diese  Züge  haben  sog.  paaren  Charakter.  Die  Integralsummen 
aber,  die,  von  reeller  unterer  Gfrenze  beginnend,  zu.  konjugiert  imaginären 
oberen  Grenzen  hingeleitet  werden,  sind  modulo  der  Perioden  reell.  Ebenso 
die  Integralsummen,  die  von  reeller  imterer  Grenze  beginnend,  zu  einer 
paaren  Anzahl  reeller  Punkte  desselben  Kurvenzuges  hingeleitet  werden. 
Denn  das  einzelne  solche  Integi'al  ist  entweder  an  sich  reell  oder  hat  den 
imaginären  Bestandteil  i/r;  eine  paare  Anzahl  derselben  gibt  also  eine 
Summe,  die  modulo  2in  kongruent  mit  einer  reellen  Zahl  ist.    Hierin  liegt 


Die  Berührungeprobleme,  die  oben  genannt  wurden,  verlangen  nun 
alle,  solche  Berührungspunkte  zu  bestimmen,  weiche,  abgesehen  von  reellen 
Multiplis  der  C^,  als  Integralsummen  r-te  Teile  von  Perioden  ergeben: 
r  ist  dabei  in  den  beiden  ersten  Fällen  gleich  2,  im  dritten  gleich  3,  im 
vierten  gleich  4  zu  setzen.  Nach  dem  allgemeinen  Satze,  der  in  §  8  hin- 
sichtlich der  Realität  der  Lösung  des  Jacobischen  Umkehrproblems  auf- 
gestellt wurde,  ergibt  sich  daher: 

Diejenigen  Lösungen  der  Berührungsprobleme  sind  reell  wnd  nur 
diejenigen,  deren  zugehöriger  r-ter  Periodenieil,  modulo  2*jt,  den  ima- 
ginären Bestandteil  0  oder  in  aufweist. 


§15. 
Anzahl  der  reellea  Berithrungskurven. 

Die  Perioden,  welche  die  ^^  bei  Integration  längs  der  Querschnitte 
foj^j,  6^^,  6j^  erhalten,  sollen  einen  Augenblick  (5^,.,  ^j^,  y^^^.  genannt  werden. 
Dann  ist  das  allgemeinste  Periodensystem,  unter  m, ,  m^,  m^,  q^,  q^,  q^ 
ganze  Zahlen  verstanden,  vorgestellt  durch: 

Die  verschiedenartigen  r-ten  Periodenteile  erhält  man  alle,  wenn  man 
die  m,  q  auf  die  Zahlenwerte  0,  1  ...(»■—  1 )  einschränkt  und  dann  durch  r 
dividiert. 

Der  imaginäre  Bestandteil,  den  die  allgemeine  Periode  enthält,  nimmt 
nun  auf  Gnind  der  früheren  Tabellen  bei  den  einzelnen  Kurvenarten 
folgenden  Wert  an: 
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^     2> 
3.      2. 

II,  Dreiteilige  Kurve. 


3,    :  (2m,-{,) 

ix 

3,      2».w 

III.  Zweiteilige  Kurve. 

3,  _ ;_(2mj  -  ,, 

.•» 

3,   1  (2».,-J,) 

•  a 

3,      2m.J,i 

IV.  Einteilige  Kurve. 

%      (2m, --9.) 

in 

3.J      (2m.j-|-5.j 

-4 

3.    '  (2  m.,   -  «, 

-? 

V.  GürUlkurve. 

?..  +  2?.) 


3.  :  (2i», -?,)>^ 

_3!_|  (2»s-«,)« 

3.  '  (2«,-g, -&  +  2s,)i>t. 

Jetzt  lasse  man  die  m.g  alle  Werte  von  0  bis  (r—  1)  aimelimen,  und 
sehe  nach,  für  wieviel  Wertsysteme  von  den  r"  überhaupt  vorhandenen 
die  imaginären  Bestandteile  ganzzahlige  Multipla  von  rivr  werden.  So 
findet  man  folgende  Tabelle: 

in  IT      i       ¥  !■• 


I 

II 

32 

r-2 

64 
27 

r-S 

27 

r^i 


512 


266 


27 
128 


16 


128 


729 
4096 


Die  Zahlen  der  Tabelle  geben  dann  zugleich  au,  wie  viele  der  verschieden- 
artigen r-ten  Periodenteile  zu  ümkehrproblemen  mit  reellen  Lösungen 
Anlaß   geben.     Aber  unter   ihnen   ist   im  Falle  a   und    im   Falle  e   noch 
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eine  uneigentliehe  Lösung  auszuscheiden.  Denn  setzt  mau  alle  m  und  q 
gleich  Null,  so  erhält  man  in  den  genannten  Fällen  statt  eines  Systems 
viermal  berührender  Kegelschnitte  bez.  viermal  oskulier ender  Kurven 
dritter  Ordnung  die  doppelt  bez.  dreimal  gezählten  geraden  Linien  der 
Ebene.    Dementsprechend  gewinnt  man  folgende  Sätze: 

Von  den  63  Systemen  viermal  berührender  Kegelschnitte  sind  in  den 
Fällen  I,  II,  III,  IV,  V  hez.  reell: 

63,  81,   15,  7,  15. 
Für  die  04  Systeme  sechsmal  berührender  Kurven  dritter  Ordnung 
werden  diese  Zahlen: 

G4,  32,  16,  8,  16. 

Unter  den  728  Systemen  viermal  oskulierender  Kurven  dritter  Ordnung 
sind  immer  und  nur 

26 
reell. 

Endlich  finden  sich  unter  den  4096  dreimal  hyperoskulier enden 
Kurven  dritter  Ordnung  in  den  verschiedenen  Fällen: 

512,  256,  12S,  64,   128 
reelle. 

Von  diesen  Eesultaten  kann  man  das  erste,  nach  einer  Bemerkung, 
die  Herr  Zeuthen  gemacht  hat*},  indirekt  bestätigen.  Es  wurde  bereits 
oben  des  Zusammenhangs  gedacht,  der  zwischen  der  Theorie  der  Kurven 
vierter  Ordnung  und  der  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  besteht. 
Von  den  Doppeltangenten  der  G^  wird  dabei  eine  ausgezeichnet;  sie  ent- 
spricht dem  auf  der  F^  angenommenen  Projektionspunkte.  Die  anderen 
Doppeltangenten  sind  die  Bilder  der  27  auf  der  F.^  verlaufenden  geraden  Linien. 
Nun  hat  Herr  Zeuthen  bemerkt  (Tidaskrift  for  Mathematik,  Bd.  3  (1873), 
S.  191 ),  daß  die  aus  den  27  Linien  zu  bildenden  36  Doppelsechaen  sich  pro- 
.  jizieren  als  die  Aggregate  der  Linienpaare,  welche  in  denjenigen  36  Systemen 
viermal  berührender  Kegelschnitte  vorkonunen,  die  die  ausgezeichnete 
Doppeltangente  nicht  als  Teilkurve  enthalten.  Andererseits  findet  sich  in 
Cremonas  „Preliminari  di  una  teoria  delle  superficie"  (Deutsche  Aus- 
gabe, Berlin  1870,  S.  221)  angegeben,  wie  viele  der  36  Doppelsechs  bei 
den  von  Schläfli  unterschiedenen   Arten  der  F^  reell  sind;  es  sind  bez.: 

36,   16,  8,  4,  12. 
Aus   ihnen    ergibt  sich  nun  z.  B.  die  von  uns  für  die  Gürtelkui've  V  an- 
gegebene Zahl  15  folgendermaßen.    Die  12  reellen  Doppelaechse   der  ent- 


*)  Vgl.  auch  eine  Arbeit  von  Herrn  Crone  in  der  Tidaskrift  for  Mathematik, 
Nov.  1875  [und  außerdem  die  Zusammenfassung  seiner  Resultate  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  12  (1877)]. 
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sprechenden  Fläche  enthalten,  wie  Cremona  angibt,  keine  reelle  gerade 
Linie;  ihnen  entsprechen  also  12  reelle  Kegelschnittsysteme  bei  der  C^, 
welche  keine  der  reellen  Doppeltangenteu  als  Teilkurve  enthalten.  Aber 
es  gibt  bei  dieser  C^  vier  reelle  Doppeltangenten;  ihre  Berührungspunkte 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte  (vgl.  Zeuthen,  Math,  Ännaien,  Bd.  7  (1874), 
S.  412).  Indem  man  eine  beliebige  derselben  mit  einer  zweiten  zusammen 
als  Berührungskegelschnitt  auffaßt,  erhält  man  in  bekannter  Weise  ein 
neues,  reelles  System  von  Berührangskegelschnitten ,  welches  dann  aber 
die  beiden  zunächst  nicht  benutzten  reellen  Doppeltangenten  ebenfalls  als 
ein  Linienpaar  enthalten  wird.  Die  Zahl  der  zu  den  12  Systemen  zu- 
tretenden ist  also  noch  3,  in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  angegebenen 
Eesultate. 

Noch  möchte  ich  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung  zufügen  über 
eine  Arbeit  von  J.  Grasemann  (Zur  Theorie  der  Wendepunkte,  besonders 
der  Kurven  vierter  Ordnung,  Berlin  1875,  Inauguraldissertation).  Der 
Vei-f.  untersucht,  zumal  für  die  Kurven  vierter  Ordnung,  die  Frage,  ob 
sich  zwischen  den  Wendepunkten  analoge  Beziehungen  entdecken  lassen, 
wie  sie  z.  B.  für  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  der  C^  oder 
für  die  Wendepunkte  der  C^  gelten.  Aber  sein  Hauptresultat ,  welches, 
für  die  0^  ausgesprochen,  behauptet,  daß  jeder  Kegelschnitt,  der  durch 
fünf  Wendepunkte  geht,  deren  noch  drei  weitere  enthält,  ist  im  allgemeinen 
nicht  richtig.  Ich  überzeugte  mich  davon  zunächst,  indem  ich  die  Zeichnungen 
von  Kurven  vierter  Ordnung  durchsah,  die  Beer  in  seinen  Tabulae  cur- 
varuw,  quarii  ordinis  usw.  (Bonn  1852)  zusammengestellt  hat.  Bei  diesen 
Kurven  liegen  immer  vier  Wendepunkte  im  Unendlichen,  und  es  kommen 
Beispiele  vor  (z.  B.  Tafel  VII,  l),  bei  denen  vier  im  Endlichen  liegende 
reelle  Wendepunkte  auftreten,  die  (auch  wenn  man  der  Ungenauigkeit 
der  Zeichnung  Rechnung  tragen  will)  unmöglich  auf  einer  zweiten  Geraden 
liegen  können,  wie  es  J.  Grassmanns  Satz  in  diesem  Falle  verlangen 
würde.  Es  ist  die  immer  so  mißliche  Anwendung  komplizierter  Schnittpunkt- 
systeme gewesen,  die  den  Verf.  zu  dem  Fehlschlüsse  verführte;  wie  er  mir 
mitteilt,  ist  das  System  der  45  Punkte  (S.  11  der  Arbeit),  aus  welchem 
der  Schluß  auf  die  Lage  der  weiteren  Wendepunkte  gemacht  wird,  von 
der  besonderen  Art,  die  überhaupt  keinen  bestimmten  Schluß  auf  weitere 
Punkte  zuläßt.  [Die  drei  Restpunlcte,  welche  die  45  Punkte  zu  einem  vollen 
Schnittpunktsystem  auf  der  C^  ergänzen,  liegen  auf  gerader  Linie;  diese 
Gerade  kann  dann  in  einem  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  selbst  der  0^ 
angehört,  beliebig  angenommen  werden,] 

München,  im  April  1876. 
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(Zweite  "Mitteilung.) 
[Math.  Aiinaleu,  Bd.  10  (1876).] 

Der  nachstehende  Aufsatz  gibt  eine  Fortsetzung  der  unter  gleichem 
Titel  in  Bd.  7  der  Math.  Annalen  (1874)  erschienenen  Arbeit.  [Vgl.  die 
auf  8.  89  ff-  abgedruckte  Abh.  XXXVHI.]  Nachdem  ich  damals  die  betr. 
Flächen  überhaupt  definiert  und  an  einfachen  Beispielen  erläutert  habe, 
diskutiere  ich  jetzt  allgemein,  für  Kurven  beliebigen  Grades  mit  einfachen 
Singularitäten,  die  Verzweigung  und  den  Zvsammenkang  dieser  Flächen. 
Der  Fortschritt,  den  meine  jetzige  Darstellung  aufweist,  beruht  wesentlich 
auf  dem  Satze,  den  ich  neuerdings  in  der  Note:  „Über  eine  neue  Relation 
zwischen  den  Singularitäten  einer  algebraischen  Kurve''  mitteilte  [vgl. 
die  auf  8.  78ff.  abgedruckte  Abh.  XXXVII].  Aber  nicht  nur  auf  diesen  Satz, 
sondern  auch  die  dort  im  einzelnen  befolgte  Entwicklung  werde  ich  mich 
wiederholt  beziehen;  ich  werde  daher  diese  Note  weiterhin  einfach  mit  den 
Worten  „Über  Singularitäten"  zitieren  oder  auch  nur  eine  bez.  Seitenzahl") 
angeben.  Andererseits  werde  ich  verschiedentlich  Bezug  nehmen  auf  zwei 
andere,  dem  gleichen  Ideenkreise  angehörige  Arbeiten,  in  die  ich  bereits 
einige  hier  nötig  werdende  Beweise  eingeflochten  habe,  um  bei  der  jetzigen 
Darstellung  mich  kürzer  fassen  zu  können.  Es  ist  dies  zunächst  der  un- 
mittelbar vorstehende  Aufsatz:  Über  den  Verlauf  der  Ab  eischen  Integrale 
bei  den  Kurven  vierten  Grades  [Abh.  XXXIX];  er  mag  namentlich  auch 
die  Eichtung  bezeichnen,  in  welcher  ich  die  hier  vo]'zutrageTi den  Unter- 
suchungen weiter  zu  führen  denke.  Es  ist  andererseits  [die  oben  als 
Abh.  XXSVI  abgedruckte]  Notiz:  Über  den  Zusammenhang  der  Flächen. 
Die  Auffassung  —  der  zufolge  man  bei  Zusammenhangsbetrachtungen  nicht 
von  der  Fläche  schlechthin,  sondern  von  der  Flächenseife  zu  sprechen  hat 
—  wird  in  der  genannten  Notiz  konsequent  durchgebildet  [siehe  besonders 

')  [Vgl.  hierzu  eiiie  Kote  „Weitere  Mitteilung  über  eine  neue  Art  von  Eie- 
mannschon  Flächen"  in  den  Erlanger  SitKungsberiohten  vom  II.  Mai  1S74,  ] 

^)  [Die  in  eckigen  Klammern  stehenden  Seitenzahlen  be?;iehen  sich  auf  den  vor- 
liegende! Wiederabdruck.] 
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8.  65].  Dies  veranlaßt  mich,  weiterhin  einige  derjenigen  Festsetzungen, 
die  ich  in  meinem  ersten  Aufsatze  über  die  neue  Art  der  Eiemannschen 
Flächen  traf,  schärfer  zu  fassen*). 


§  1. 

Anordnung  der  Blätter.     Bedeuttiiig  der  reellen  Wendetangenteii  und 
der  isolierten  Doppcltangenten. 

In  der  zuletzt  genannten  Notiz  „Über  den  Zusammenhang  der  Flächen" 
habe  ich  auf  [8.  69]  auf  die  enge  Beziehung  aufmerksam  gemacht,  welche 
zwischen  der  neuen  Kiemannschen  Fläche  und  der  v.  Staudtschen  Ima- 
ginärtheorie  besteht,  und  habe  entwickelt,  daß  man  dementsprechend  die 
Blätter  der  Fläche  mit  Indikatrigen  überdecken  könne,  die  einen  be- 
stimmten Sinn  besitzen.  Durch  ihn  sollte  dort  in  derselben  Weise  eine 
Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Seiten  einer  Fläche  ermöglicht  werden, 
wie  dies  gewöhnlich  durch  Angabe  des  Sinnes  der  Flächennormale  ge- 
schieht. Hier,  wo  die  prinzipiellen  Fragen,  die  ich  damals  behandelte,  zu- 
rücktreten, will  ich  micb  der  gewöhnlich  gebrauchten  bequemeren  An- 
schauung bedienen.  Man  errichte  etwa  die  Normale  immer  nach  derjenigen 
Seite,  von  der  aus  die  betr.  Indikatrix  in  der  Richtung  des  Zeigers  einer 
Uhr  durchlaufen  erscheint,  und  bezeichne  dann  diejenigen  Blätter  der 
Fläche,  deren  Normale  auf  den  Beschauer  zugerichtet  ist,  als  obere,  die 
anderen  als  untere. 

Es  wird  im  folgenden,  wenn  nicht  ausdrücklich  (§  6)  das  Gegenteil 
bemerkt  wird,  die  Gleichung  der  zu  untersuchenden  Kurve  mit  reeUen 
Koeffizienten  gedacht.  Dann  ordnen  sich  die  Blätter  der  Riemannschen 
Fläche  in  der  Weise  zu  zwei  zusammen,  daß  die  Punkte  des  einen  Blattes 
die  konjugiert  imaginären  Werte  derjenigen  repräsentieren,  welche  im 
anderen  Blatte  ihre  Darstellung  finden.  Da  der  8inn  der  oben  genannten 
Indikatrizen  zwischen  den  konjugiert  imaginären  Vorkommnissen  scheidet, 
eo  ist  also  von  zwei  zusammengehörigen  JBtätiem  das  eine  ein  oberes, 
das  aridere  ein  unteres.  An  jeder  Stelle  ist  die  Ebene  von  einer  paaren 
Anzahl  (die  auch  Null  sein  kann)  von  Blättern  überdeckt;  die  halbe  Zahl 
dieser  Blätter  gehört  zu  den  oberen,  die  andere  Hälfte  zu  den  unteren, 
und  jedes  obere  Blatt  entspricht  einem  bestimmten  unteren. 

Um  von  einem  oberen  Blatte  in  ein  unteres  zu  gelangen,  gibt  es  zwei 

■')  [Beim  Wiederabdruck  der  ersten  Mitteilung  über  neue  Rieraanusche  Flächen 
(Abh.  XXXVIII)  sind  einige  diosei',  die  reellen  Wendet angenten  und  isolierten  Doppel- 
tangenten betreffenden  Pestsetzungen  bereits  dementapreohend.  formuliert,  so  daß  sich 
ihre  nochmalige  Korrektur  in  g  1  der  vorliegenden  Mitteilung  erübrigt.  Deshalb 
konnte  letzterer  an  einigen  Stellen  gekürzt  werden.] 
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Möglichkeiten.  Entweder  man  geht  (sofern  es  Blätter  gibt,  die  sich  durch 
das  Unendliche  erstrecken)  durch  das  Unendliche  hinduroh,  wobei  sich  der 
Sinn  der  Flächennormale  von  selbst  umkehrt  —  oder  man  übersehreitet 
einen  reellen  Zug  der  Kurve,  resp.  eine  reelle  Wendetangente  oder  [in 
gleich  noch  näher  zu  erläuternder  Weise]  eine  isolierte  Doppeltangente 
derselben,  wobei  man  vom  oberen  Blatte  ausgehend  in  das  unmittelbar 
unter  ihm  befindliche,  zugehörige  untere  Blatt  gelangt. 

Auf  [  8.  94, 95  ]  des  ersten  Aufsatzes  wurde  eine  Kurve  dritter  Klasse  mit 
isolierter  Doppeltangente  betrachtet  (Fig.  5  ebenda).  Dieselbe  erscheint 
als  eine  Übergangsform  zwischen  der  allgemeinen,  einteiligen  und  der  all- 
gemeinen, zweiteiligen  Kurve  (Fig.  6,  4);  die  Doppeltangente  geht  doppelt- 
zählend aus  einem  Zuge  der  letztgenannten  Kurve  hervor,  der  die  Gestalt 
einer  sehr  steilen  Hyperbel  hat;  beim  Übergang  zu  Fig.  6  kommt  die 
Doppeltangente  einfach  in  Wegfall.  Die  Modifikation,  welche  die  bez. 
Riemannsche  Fläche  bei  diesem  Übergange  erleidet,  kann  man  folgender- 
maßen beschreiben;  Von  der  Fläche  der  Fig.  5  ausgehend  erhält  man  die 
Flä«he  der  Fig.  6.  der  einteiligen  Kiu-ve,  indem  man  die  beiden  an  die 
Doppeltangente  hinanreichenden  oberen  Halbblätter  miteinander  vereinigt, 
und  ebenso  die  beiden  (zugehörigen)  unteren  Halbblätter;  dagegen  erhält 
man  die  Fläche  der  Fig.  4  der  zweiteiligen  Kurve,  indem  man  jedes  der 
beiden  an  die  Doppeltangente  sich  hinanziehenden  oberen  Halbblätter  an 
das  zugehörige  untere  Halbblatt  anheftet.  —  Dieser  doppelten  Möglichkeit 
gibt  man  [am  besten  Ausdruck,  wenn  man  sagt] :  man  stellt  sich  die  Fläche 
längs  der  Doppeltangente  zerschnitten  vor,  wo  man  dann  die  beiden  Bänder 
je  nach  Bedürfnis  vereinigen  kann.  Unter  einem  Rande  der  betr.  Fläche 
wird  dabei  verstanden  die  Eerandung  eines  oberen  Halbblattes  zusammen 
mit  der  Berandung  des  gegenüberliegenden  unteren;  denn  sie  hängen  im 
Unendlichen  zusammen.  Wenn  später  (§  4)  davon  die  Rede  ist,  daß,  bei 
der  gewöhnlichen  Biemannachen  Fläche^  der  hier  in  Rede  stehenden 
Doppeltangente  ein  Paar  von  Fundamentalpunkten  entspricht,  so  hat  man 
sich  das  so  vorzustellen :  daß  der  Umgebung  des  einen  Fundamentalpunktes 
der  eme  der  hier  definierten  Ränder,  der  Umgebung  des  anderen  Funda- 
men talpunktes  der  andere  Rand  zugeordnet  ist  [vgl.  Abh.  XXXVI,  S.  71 — 73]. 
—  Diese  Erläuterung,  die  sich  zunächst  auf  den  Fall  der  Kurven  dritter 
Klasse  bezog,  soll  selbstverständlich  allgemeine  Bedeutung  haben,  ebenso 
wie  die  Bemerkung,  [die  ich  in  dem  ersten  Aufsatz  betr.  die  reellen  Wende- 
tangenten machte,  daß  sie  in  ihrer  Beziehung  zur  Fläche  einfach  in  der- 
selben Weise  vorgestellt  werden  sollen,  wie  die  reellen  Züge  der  Kurve]. 

Da  bei  einer  Kurve  mit  reellen  Koeffizienten  die  imaginären  Vor- 
kommnisse immer  paarweise  aU  konjugiert  imaginäre  auftreten,  so  werden 
sich   bei  unseren   Flächen   alle   Besonderheiten,  die  sich  in  einem  oberen 
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Blatte  einstellen,  an  derselben  Stelle  des  zugehörigen  unteren  Blattes 
wiederholen.  Insbesondere,  wenn  zwei  obere  Blätter  sich  in  einem  Punkte 
verzweigen,  wo  dann,  irgendwie  gestaltet,  von  diesem  Punkte  ein  Ver- 
zweigungsachnitt  ausläuft,  so  verzweigen  sich  die  zugehörigen  unteren 
Blätter  an  derselben  Stelle  und  man  kann  dem  betr.  Verzweigungsschnitte 
eben  die  Ueatalt  des  anderen  geben.  Eine  solche  Stelle  werde  ich  weiterhin 
einen  Doppelversweigungspunkt  nennen  [vgl.  Äbh.  XXXIX,  S.  114,115]. 
Andere  Verzweigungspunkte  als  diese  gibt  es  nicht.  Denn  sollte  ein  oberes 
und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungspunkt  verbunden  sein,  so 
würde  von  ihm  aus  eine  doppeltzählen  de  j  sich  selbst  konjugierte,  d.  h. 
reelle  Tangente  an  die  Kurve  gehen.  Das  geschieht  aber  nur  bei  den- 
jenigen Punkten,  welche  den  reellen  Kurvenzügen  oder  den  reellen  Wende- 
tangenten oder  den  isolierten  Doppeltangenten  angehören;  und  deren  Be- 
deutung für  die  Riemannsche  Fläche  ist  bereits  nntersucht.  —  Es  wird 
also  auch  nie  ein  oberes  und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungs- 
schnitt verbunden  sein,  und,  zerschneidet  man  die  Fläche  längs  der  reellen 
Kurvenzüge,  der  reellen  Wendetangente ii  und  (wenn  es  noch  nicht  ge- 
schehen) längs  der  isolierten  Doppeltangenten,  so  hängen  die  oberen  Blätter 
der  Fläche  entweder  überhaupt  nicht  mehr  mit  den  unteren  Blättern  zu- 
sammen oder  nur  noch  möglicherweise  im  Unendlichen. 

^  2. 
Verzweigungspunkle, 

Nach  der  eben  gegebenen  Erläuterung  kann  unsere  Fläche  nur  an 
solchen  Stellen  Verzweigungspunkte  aufweisen,  an  welchen  zwei  obere 
Blätter  und  zugleich  zwei  untere  Blätter  je  einen  Punkt  gemein  haben.  Das 
letztere  geschieht,  wenn  sich  von  dem  betr.  (reellen)  Punkte  der  Ebene 
zwei  konjugiert  imaginäre  doppeltzählende  Tangenten  an  die  gegebene 
Kurve  legen  lassen.  Wir  werden  hier  diese  Vorkommnisse  aufzählen  unter 
der  auch  später  immer  festgehaltenen  (und  dann  nicht  ausdrücklich  her- 
vorgehobenen) Voraussetzung,  daß  die  geg.  Kurve  nur  einfache  Singulari- 
täten besitze.  Zur  Bezeichnung  der  letzteren  verwende  ich  hier  und  über- 
haupt im  folgenden  dieselben  Buchstaben,  die  ich  in  der  Note  „Über 
Singularitäten"  [S.  78ff.  ]  gebrauchte.  Die  hier  zunächst  in  Betracht  kommen- 
den Punkte  sind  die  folgenden: 

1.  die  d"  isolierten  Doppelpunkte  der  Kurve, 

2.  die   I  wj"   reellen   Punkte,    von    denen    zwei    konjugiert    imaginäre 
Wendetangenten  ausgehen, 

3.  die  |(      reellen  Punkte,   in  denen  sich  zwei  konjugiert  imaginäre 
in  kreuzen. 
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Ich  behaupte  nun:  Die  Punkte  1,  2  liefern  in  der  Tat  . 
Verzweigungspunkte,  nicht  aber  die  Punkte  3 .  Mit  diesem  Satze  und  der  auf 
die  reellen  Wendetangenteii  und  isolierten  Doppcltangenten  bez.  Diskassion 
des  vorigen  Paragraphen  ist  der  Einfluß,  den  die  Singularitäten  der  Kurve 
auf  die  Gfestalt  der  zugehörigen  Rieniannschen  Fläche  haben,  eraehöpfend 
angegeben,  denn  die  Bedeutung  der  reellen  nicht  isolierten  Doppelpunkte, 
der  "reellen  Spitzen  und  der  nicht  isolierten  reellen  Doppeltangenten  ist  zu 
einfach,  als  daß  sie  noch  besonders  erläutert  werden  müssen  [vgl.  etwa 
die  Fig.  7  bis  9  und  13  bis  16  der  Abh.  XXXVIII  oder  die  Fig.  14  bis  18 
der  vorstehenden  Abh.  XXXIX];  und  die  imaginären  Doppelpunkte,  resp. 
die  imaginären  Spitzen,  welche  die  Kurve  besitzen  mag,  treten  bei  unserer 
Riemannschen  Fläche  überhaupt  nicht  in  unmittelbare  Evidenz. 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  benutze  ich,  wie  in  der 
Note  „Über  Singularitäten"  die  Methode,  seine  Eichtigkeit  an  geeigneten 
Beispielen  zu  demonstrieren,  ein  Beweis,  den  man  vielleicht  explizite 
wünschen  mag,  daß  die  jedesmaligen  Beispiele  hinlänglich  allgemein  sind, 
unterdrücke  ich  dei  Kurze  wegen. 

Daß  eni  jsoherter  reellei  Doppelpunkt  Doppelverzweigungspunkt  ist, 
wurde  für  Kurven  vierter  Klasse  [in  Abh.  XXXIX,  S.  114]  gezeigt  und  ist 
damit  allgemein  bewiesen. 

Die  Notwendigkeit,  den  reellen  Punkt  konjugiert  imaginärer  Wende- 
tangenten als  Doppel  Verzweigungspunkt  zu  denken,  wird  sich  im  folgenden 
Paragraphen  bei  Untersuchung  der  Kurven  dritter  Ordnung  ergeben,  deren 
Fläche,  ohne  eine  solche  Annahme,  aus  getrennten  Stücken  bestehen  würde, 
was  der  Irreduzibiiität  der  Km-ve  widerstreitet. 

Endlich  um  zu  sehen,  daß  der  reelle  Punkt  konjugiert  imaginärer 
Doppeltangenten  keine  Verzweigimg  herbeiführt,  betrachte  man  die  Kurve 
vierter  Klasse,  welche  aus  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  gebildet  wird. 
Diese  reduzibele  Kurve  hat  eine  Riemannsche  Fläche,  die  aus  den  beiden 
bezüglichen  kreisförmigen  Doppel  blättern  gebildet  wird.  Aber  die  Kurve  hat 
vier  Doppeltangenten  und  unter  ihnen  zwei  imaginäre.  Der  reelle  Punkt 
derselben  ist  der  sog,  innere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise.  Von 
einer  in  ihm  stattfindenden  Verzweigung  kann  selbstverständlich  keine 
Rede  sein. 

Wir  werden  jetzt  diese  Verhältnisse  an  dem  Beispiele  der  Kurvest 
dritter  Ordnung  ausführlich  diskutieren.  Dieselben  sind,  wenn  sie  keinen 
vielfachen  Punkt  haben,  von  der  sechsten  Klasse  und  haben  dann  sechs 
imaginäre  Wendungen;  wir  werden  daher  bei  ihnen  drei  Doppelverzwei- 
gungspuukte  und  evtl.  sechs  übereinander  liegende  Blätter  haben,  so  daß 
eine  schon  ziemlich  beträchtliche  Anzahl  von  Elementen  zu  kombinieren 
ist.     Indem  wir  die  Modifikationen  verfolgen,  welche  die  zugehörige  Fläche 
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erfährt,  wenn  die  Kurve  einen  singulären  Pankt  erliält  oder  verliert,  er- 
halten wir  nebenbei  eine  bemeikenswerte  Veranschaulichung  der  Plücker- 
schen  Formeln,  sofern  dieselben  aussagen,  daß  ein  Doppelpunkt  sechs,  eine 
Spitze  acht  Wendungen  absorbieit 

Noch  in  einer  anderen  Richtung  scheinen  die  folgenden  Figuren  be- 
merkenswert. Man  hat  sich  seithei  bei  dei  Wendepunktsgleichung  der 
Kurven  dritter  Ordnung  und  ähnliehen  Problemen  wesentlich  mit  der  Auf- 
stellung der  ßesolventen  beschäftigt.  Aber  man  kann  die  Frage  in  einem 
anderen  Sinne  stellen,  indem  man  verlangt,  die  einfachsten  Näherungs- 
methoden anzugeben,  welche  bei  numerischer  Auflösung  solcher  Glei- 
chungen am  raschesten  zum  Ziel  führen,'  Die  nachiolgenden  Figuren 
geben  für  die  Wendepunktsgleichung  der  Kurven  dritter  Ordnung  in  diesem 
Sinne  insofern  eine  Anleitung,  als  sie  diejenigen  Bezirke  der  Ebene  kennen 
lehren,  in  welchen  man  die  reellen  Punkte  der  Wendetangenten  au  suchen 
hat,  was  mit  einer  Separation  der  Wurzeln  etwa  auf  gleicher  Stufe  steht. 
Das  Wendepunkteproblem,  wie  es  hier  vorliegt,  ist  freilich  noch  zu  einfach, 
um  den  Vorzug  einer  solchen  Behandlung  bei  praktischen  Fällen  gegen- 
über der  direkten  Auflösungsmethode  wesentlich  hervortreten  zu  lassen. 
Anders  wird  es  aber  z.  B.  schon  bei  Kurven  vierter  Ordnung,  wenn  es 
sich  um  numerische  Bestimmung  der  Doppeltangenten  oder  Wendetangen- 
ten bandelt. 

Die  Riemannscheii  Flächfiii  der  Kuivcn  dritter  Ordnung. 

Bereits  in  [Abh.  XXXVIII,  S.  95  (Fig.  11)]  wurde  die  zu  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  gehörige  Fläche  gezeichnet.  Da  wir 
weiterhin  (§4)  noch  auf  diejenige  Partie  der  Fläche,  welche  in  der  Nähe 
des  reellen   Wendepunktes  sich   erstreckt,   zu  reden   kommen,   so  wird  es 


hier  gestattet  sein,    den  Wendepunkt  unendlich   weit  zu  projizieren  und 
dadurch  die  Fig.  1  zu  einer  symmetrischen  zu  gestalten. 

Nun  soll  aus  der  Kurve  mit  Spitze  eine  Kurve  mit  nicht  isoliertem 
Doppelpunkt  entstehen.     Zu  dem  Zwecke  haben  wir  die"  Spitze  durch  eine 
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(zunächst  kleine)  Schleife  an  ersetzen.  Die  Klasse  der  Kurve  wächst  bei 
diesem  Übergänge  um  eine  Einheit,  und  die  Anzahl  der  Blätter  derBie- 
mannschen  Fläche  ist  [für  die  verschiedenen  Teile  der  Ebene]  dement- 
sprechend die  in  Fig.  2  angegebene. 

Enthielte  nun  'äas  Innere  der  Schleife  Iceinen  Verzweigun^spunkt, 
so  könnten  diese  Blätter  kein  zusammenhängendes  Ganzes  bilden.  Ein 
isolierter  Doppelpunkt  ist  aber  nicht  vorhanden,  es  müssen  sich  also  ima- 
ginäre Wendungen  gebildet  haben  —  was  die  genannte  Bestätigung  der 
Plückerschen  Formeln  ist  —  und  sie  müssen  eine  Verzweigung  veran- 
lassen —  was  den  von  uns  für  die  betr.  Behauptung  in  Aussicht  gestellten 
Beweis  ausmacht.  Die  Plüokerschen  Formeln  zeigen,  daß  die  nun  auf- 
tretenden imaginären  Wendungen  nur  in  der  Zahl  2  vorhanden  sind,  wir 
erhalten  also  nur  einen  Doppel verzweigungspunkt.  Wir  wollen  die  beiden 
von  ihm  ausgehenden  Verzweigungsschnitte  in  den  Doppelpunkt  auslaufen 
lassen  (oder  vielmehr  die  beiden  Schnitte,  die  bes.  die  Durchdringung  der 
beiden  oberen  und  der  beiden  unteren  Blätter  vorstellen  (und  also  in 
der  Zeichnung  koinzidieren )  im  Doppelpunkte  sich  vereinigen  lassen ).  So 
entsteht  folgende  Figur: 


Fig.  -b. 

Wir  denken  uns  bei  ihr  die  beiden  von  der  Schleife  umschlossenen 
Blätter  zwischen  den  beiden  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Blättern 
gelegen;  dementeprecbend  wurde  die  Schleife  schwächer  ausgezogen,  als  die 
übrigen  Konturen  und  der  Verzweigungsschnitt. 

Von  der  Kurve  mit  Doppelpunkt  gehen  wir,  indem  wir  den  Doppel- 
punkt in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  auflösen,  zu  einteiligen  oder  zwei- 
teiligen Kurven  dritter  Ordnung  über,  die  dann  von  der  sechsten  Klasse 
sind.  —  Die  entstehende  einteilige  Kurve  gehört,  wie  beiläufig  bemerkt 
sei,   zu   den   sogenannten    Viereckskurven,   d.  h.   sie  verläuft  in   den  Vier- 
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ecken  der  Figur,  die  durch  die  drei  reellen  Wendetangenten  und  die  gerade 
Linie,  welche  die  drei  Wendepunkte  enthält,  gebildet  wird  (Möbius, 
Über  die  Grundformen  der  Linien  dritter  Ordnung.  Abh.  der  Sachs.  Akad. 
1848/52,  8.  80).  Weiberhin  leiten  wir  aus  der  zweiteiligen  Kurve,  indem 
wir  das  Oval  verschwinden  lassen,  einteilige  Dreieckskurven  ab.  Ihre 
Riemannsche  Fläche  scheint  auf  den  ersten  Blick  von  der  Fläche  dei' 
Viereckskurven  sehr  verschieden;  dieselben  gehen  aber,  wie  noch  gezeigt 
wird,  kontinuierlich  ineinander  über,  sobald  man  den  Ubergangsfall  ins 
Auge  faßt,  in  welchem  sich  die  drei  reellen  Wendetangenten  in  einem 
Punkte  kreuzen.  Deshalb  werden  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  (§  5) 
derartige  Vorkommnisse  (daß  Kurven  überschritten  werden,  welche  statt 
dreier  Doppelpunkte,  die  durch  Uberkreuzung  von  Kurvenzweigen  oder  auch 
von  reellen  Wendetangenten  entstehen,  einen  dreifachen  Punkt  besitzen) 
nicht  weiter  diskutiert. 

Sobald  wir  bei  der  zuletzt  gezeichneten  Kurve  dritter  Ordnung  den 
Doppelpunkt  auflösen,  bilden  sich  nach  Plückers  Angabe  ["Über  Singu- 
laritäten, S.  81]  zwei  reelle  Wendungen  und  vier  imaginäre,  also  bei 
L  Flächen  zwei  neue  Doppel  Verzweigungspunkte.     Daß  dieselben  in 


den  Fig.  4  richtig  angegeben  sind  (wir  haben  in  diesen  Figuren  zugleich 
die  betr.  Blätter  anzahlen  notiert),  ergibt  sich,  da  die  Lage  des  schon  vor-  . 
handenen  Doppelverzweigungspunktes  schon  bekannt  ist,  aus  Symmetrie- 
gründen. Man  sieht  das  deutlicher  bei  den  Figuren,  die  sich  ergeben,  wenn 
man  die  drei  reellen  Wendepunkte  unendlich  weit  projiziert  (Fig.  5)  und, 
indem  wir  sie  zugrunde  legen,  erhalten  wir  die  umstehend  abgebildeten 
Riemannschen  Flächen  (Fig.  6). 

Die  hyperbelartigen  Züge  der  ersten  Figur,  das  Oval  der  zweiten  und 
Stücke    der    bei    ihr   auftretenden  Verzweigungsschnitte,   sowie  beide  Mal 
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Segmente   der  Wendetangenten  sind  schwächer  ausgezogen,  da 
die  von  ihnen  begrenzten  Blätter  durch  vorgelagerte  Blätter  verdeckt  sind. 


Die  Verzweigungsschnitte   erstrecken   sich  in  der   ersten  Eigur  durch   daa 
Unendliche  hindurch;   bei   der  aweiten  Figur  schneiden   sie  sich  in  einem 


Fig.  6, 

ist  wohl  kaum  nötig,  zu  bemerken,  daß  die  Lage  der  Ver- 
.e  noch  mannigfach  abgeändert  werden  kann.  — 

Aus  der  zweiteiligen  Kurve  mag  jetzt 
eine  Kurve  mit  isoliertem  Punkte  entstehen, 
indem  wir  das  Oval  in  einen  Punkt  zu- 
sammenziehen. Dann  hat  man  die  neben- 
stehende Fig.  7. 

Man  sieht,  daß  der  Doppelpunkt,  wie  es 
die  Plückerschen  Formeln  verlangen,  sechs 
Wendungen  absorbiert  hat.  Der  Doppel- 
punkt ist  ein  einfacher  Doppelverzweigungs- 
punkt; die  drei  in  der  Figur  von  ihm  aua- 
Fig.  7.  gehenden  Verzweigungsschnitte   lassen  sich 
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durch  einen  ersetzen  (vgl.  auch  die  etwas  anders  angeordnete  [Fig.  18  der 
Abb.  XXXVIII,  8.97]). 

Indem  wir  endlich  das  zum  Doppelpunkte  gewordene  Oval  vollencLs 
verschwinden  lassen,  entsteht  die  einteilige  Dreieckskurve.  Um  die  betr. 
Fläche  aus  der  zuletzt  betrachteten  zu  er- 
halten, mache  man  folgende  Überlegung.  In- 
dem der  Doppelpunkt  verschwindet,  steigt 
die  Klasse  der  Kurve  um  zwei  Einheiten. 
Es  lassen  sich  also  von  jedem  Punkte  der 
Ebene  zwei  Tangenten  mehr  an  die  Kurve 
legen  als  vorher.  Aber  für  keinen  Punkt 
sind  dieselben  reell.  Es  ist  also  die  ganze 
Ebene  mit  einem  neuen  Doppelblatte  zu  über- 
decken, dessen  obere  resp.  untere  Hälfte  man 
sich  vor  der  Vorderfläche  resp.  hinter  der 
Eückfläche  der  bisherigen  Figur  ausgebreitet  denken  mag.  Dasselbe  hängt 
dadurch  mit  den  übrigen  Blättern  zusammen,  daß  sieh  der  isolierte  Doppel- 
punkt wieder  in  drei  Doppelverzweigungspunkte  aufgelöst  hat,  wie  die  oben- 
stehende Fig.  8  aufweist. 

In  ihr  sind  diejenigen  Konturen,  welche  für  den  Beobachter  durch 
zwei  Blätter  verdeckt  erseheinen,  nur  punktiert;  vor  die  achwach  ausge- 
zogenen Konturen  ist  nur  je  ein  Blatt  vorgelagert. 

Von  der  so  erhaltenen  Zeichnung  geht  man  nun 
zu  der  einteiligen  Vierechskurve  zurück,  indem  man 
eine  Kurve  betrachtet,  bei  der  sich  die  drei  reellen 
Wendetangenten  in  einem  Punkte  schneiden  (Fig.  9). 

Dreht  man  diese  Figur  um  60  Grad,  so  über- 
sieht man,  daß  dieselbe  von  der  oben  für  die  Vier- 
eekskurve  gegebenen  (Fig.  5  links)  wenig  verschieden 
ist.  Man  hat  nur  die  drei  Asymptoten  der  letzteren 
zu  verschieben,  daß  sie  durch  einen  Punkt  gehen,  und  die  Verzweigunga- 
punkte  durch  das  Unendliche  hindurch  auf  den  Mittelpunkt  der  Figur  zu- 
rücken  zu  lassen. 

Hiermit  sind  alle  Arten  der  Kurven  dritter  Ordnung  besprochen. 


Fig.  y. 


Der  Zusammenhang  unserer  Flächen. 

Wenn  der  Zusammenhang,  den  unsere  Flächen  besitzen,  bestimmt 
werden  soll,  bedarf  es  vor  allen  Dingen  einer  Erörterung  über  die  Gestalt 
der  Fläche  in  der  Nähe  eines  reellen  Wendepunktes.     Denn  Flächen  mit 

KJeln,  Qeaammelte  mfltli.  Abhanilliingen.  II.  10 
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singulären  Punkten  sind  von  den  gewöhnlichen  Zusanimenhangsiinter- 
suchungen  ausgeschlossen,  und  man  muß,  wenn  bei  ihnen  dennoch  von 
einer  Zusammenhangszahl  gesprochen  werden  soll,  eine  besondere  Fest- 
setzung treffen.  Eine  Km-ve  mit  Wendetangente  ist,  als  Klassenkiu-ve 
aufgefaßt,  Ubergangsfall  zwischen  einer  Kurve,  welche  eine  isolierte,  und 
einer  Kurve,  welche  eine  nicht  isolierte  reelle  Doppelt  an  genfce  besitzt 
(Fig.  10). 


Der  Zusammenhang  der  Fläche  sinkt,  wenn  wir  von  der  ersten  Figur 
zur  letzten  fortschreiten,  um  zwei  Einheiten;  es  seheint  daher  naturgemäß, 
de::  in  der  Mitte  befindlichen  Figur-  die  mittlere  Zahl  beizulegen. 

Aligemein:  Es  sei  eine  Klassenkurve  mifc  w'  reellen  Wendetangenten 
gegeben.  So  lasse  man  die  letzteren  durch  kleine  Änderung  der  Konstanten 
in  Doppeltangenten  übergehen.  Von  denselben  mögen  wi  nicht  isoliert, 
Mia  isoliert  sein  (w{  -\-  v)2'^  w')  *)■  Sodann  bestimme  man  den  Zusammen- 
hang der  Riemannsohen  Fläche,  die  au  der  modifizierten  Kurve  gehört, 
und  addiere  w'i  —  wi.  Die  dann  erhaltene  Zahl  soll  der  Zusammenhang 
der  ursprünglichen  Fläche  genannt  werden. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  Zusammenhang  der  „modifizierten"  Fläche, 
die  im  ganzen  t  -\-wi  isolierte  Doppeltangenten  enthält.  Zu  dem  Zwecke 
vergleichen  wir  sie  mit  der  gewöhnlichen  Riemannsohen  Fläche,  die  sich 
ergibt,  wenn  man,  vermöge  der  Gleichimg  der  Klassenkurve,  eine  der 
beiden  Linienkoordinaten  als  Funktion  der  anderen  betrachtet  und  die 
komplexen  Werte  der  letzteren  über  die  a;-]- ii/- Ebene  ausbreitet.  Auf 
diese  gewöhnliche  Eiemannsche  Fläche  ist  unsere  im  allgemeinen  ein- 
deutig abgebildet.  Eine  Ausnahme  verursachen  nur  die  isolierten  reellen 
Doppeltangenten,  die  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  auf  unserer  Fläche 
liegen,  während  ihnen  auf  der  gew.  Fläche  je  ein  Punktepaar  entspricht. 
Da  nun  die  gewöhnliche  Riemannsche  Fläche  den  Zusammenhang  2p 
aufweist,  so  erhalt  unsere  ,, modifizierte"  Flache  nach  einem  schon  im  1 1 


*}  VifiUeioht  giht  e*"  Falle  m  denen  euii 
ohne  d'vß  gleiehzeitig  andere  Duppeitangenter 
reicht  der  \\oitlaut  des  Texlefc  nicht  mehi 
itollung  des  Textes  dennoth  zu  verwerten 


solche  Modihkation  niolit  möglich  ist, 
verschwinden  usw  In  solchen  Fallen 
lus,   e«  wird  ibei  I(,ieht  sein,  die  Dar- 
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[in    Abh,   XXXVI,    S.  70]    aufgestellten    Ba.tze")    den   Zu- 
sammenhang :  „ 

uniä  also  unsere  ursprüngliche  Fläche  den  Zusammenhang: 
Z  =  2  p  +  Wi  +  W2  +  2  *"  =  2  p  -i-  w'  +  2  (" , 

Zu  eben  dieser  Formel  würde  man  geführt,  wenn  man,  ohne  sich  auf 
eine  nähere  Untersuchung  der  reellen  Wendepunkte  und  ihres  Einflusses 
auf  den  Zusammenhang  einzulassen,  einfach  von  dem  Umstände  ausginge, 
daß  den  nach  ihrer  ganzen  Erstreckung  auf  unseren  Flächen  liegenden 
reellen  Wendetangenten  auf  der  gewöhnlichen  Eiern  an  n  sehen  Fläche  nur 
je  ein  Punkt  entspricht,  und  dann  den  eben  zitierten  Satz  anwendete.  Ein 
solches  Verfahren  wäre  natürlich  an  sich  nicht  gerechtfertigt,  da  der  betr. 
Satz  an  der  angeführten  Stelle  nur  unter  Voraussetzungen  bewiesen  ist,  die 
hier  nicht  zutreffen  (die  Existenz  singulärer  Punkte  blieb  ausgeschlossen). 
Vielmehr  hat  man  in  der  Übereinstimmung  nur  eine  Bestätigung  dafür  zu 
erblicken,  daß  die  oben  getroffene,  die  Wendepunkte  betr.  Festsetzung 
naturgemäß  ist. 

Wir  werden  nun  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  versuchen,  die  jetzt 
für  Z  gewonnene  Formel  direkt,  ohne  auf  die  gewöhnliche  Riemannsche 
Fläche  zurückzugehen,  aus  der  Gestalt  der  Kurven  n-ter  Klasse  zu  be- 
weisen. Mir  scheint  diese  Aufgabe  besonders  deshalb  interessant,  weil  sie 
zeigt,  daß  wir  die  jedenfalls  sehr  mannigfachen  Gestalten  dieser  Kurven 
doch  schon  mit  Hilfe  der  jetzt  bekannten  Sät^e  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  beherrschen. 

Inzwischen  werde  hier  ein  instruktives  Beispiel  voraiisgcschickt,  in 
welchem  sich  die  direkte  Abzahlung  unmittelbar  gestaltet. 

Es  sei  die  Klasse  k  der  Kurve  und  die  Ordnung  n  derselben  eine 
gerade  Zahl: 

k=2K,       n  =  2r. 

Dann  kann  die  Kurve  —  und  das  soll  hier  vorausgesetzt  werden  — ■ 
möglicherweise  ohne  jeden  reellen  Zug  sein.  Auf  den  von  uns  festgehal- 
tenen Standpmikt  der  Allgemeinheit  sind  von  den  Singularitätenanzahlen 
w',  i\  r' ,  d'  in  diesem  Falle  gleich  Null  zu  setzen,  während  t  ,d  ,  t  ,  d 
beliebige  Werte  haben,  die  imtereinander  und  mit  v  und  x  nur  durch  die 
Plückerschen  Formeln  und  durch  die  Relation: 

'')  Derselbe  lautot:  Sind  zwei  Flachen  im  allgemeinen  eindeutig  aufeinander 
bezogen,  doch  so,  daß  die  eine  /i,  die  andere  v  FundameataJpiinkte  trägt,  so  ist  der 
Zusammenhajjg  der  ersten,  vermehrt  um  /i,  gleich  dem  Zusammenhang  der  zweiten, 
vermehrt  um  v. 

10* 
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verbunden  sind  (in  wdehe  in  diesem  Falle  die  allgc 

n  +  iu'  ■\-2t"  --^k+r'  +  2d" 
übergeht). 

Betrachten  wir  jetat  die  zugehönge  Eiemaniische  Fläche.  Dieselbe 
überdeckt  die  ganze  Ebene  mit  x  nnbegrenaten  Doppelblättem,  die  durch 
d"  -\-\w"  Doppelverzweigungspunkte  miteinander  verbunden  sind.  Wären 
diese  Verzweigungspunkte  nicht  vorhanden,  so  käme  als  Zusammenhanga- 
zahl  —  2  (w  —  1).  Denn  jedes  die  ganze  Ebene  überdeckende  Doppelblatt 
hat  (wie  die  als  Doppelfläche  betrachtete  Ebene  selbst)  den  Zusammen- 
hang Null,  und  für  die  Trennung  der  «  Bestandteile  voneinander  hat  man 
(x  —  1)  mal  (—  2)  in  Anrechnung  zu  bringen.  Diese  Zahl  —  2  (x  —  1) 
wird  dann  durch  jeden  Verzweigungspunkt  um  eine  Einheit,  durch  jeden 
Doppel  Verzweigungspunkt,  also  um  zwei  Einheiten  erhöht.  Somit  kommt 
2=  ^•2{x-i)  +  2d"  +  iü". 

Dies   aber  ist  in  der  Tat  gleich  2p-\-  w'  -\-  2t  ,  wie  sich  folgender- 
maßen ergibt.     Zunächst  ist 

■p  = -^-     --(-w;  =  (2«- T)(ji-- 1)     .(    -t     -w" 

und  insbesondere  w'^Q, 

also  2p  +  w'-L2i"  =  2(;(-  l)(2x-  l)-2("'-2w". 

Dann  aber  gibt  die  Plückersehe  Formel 

2'' ^2;;  (2«  -  l)  -  2t"  -  2t'"  —  '.iiv"  , 
Aus  ihr  folgt: 

2 p  +  w'  -f  2 i"  =  2)'  -  2  (2 ;;  -  1)  -I-  2 i"  f  w" 
und  dieses  setzt  die  angegebene  Relation: 

V  -\- 1"  ^  K -\- d" 
unmittelbar  in  die  gewünschte  Gestalt  um: 

2p  +  )c'  +  2*"—  ~  2(«-  l)H-2t?"  +  w". 


Direkte  Bestimmung  der  Zusammenhaiigszahl- 

Die  direlirte  Begründung  der  Formel 

Z—-2'p  +  w'  +  2t" 
aus  der  Gestalt  der  Kurve  soll  jetzt  in  folgender  Weise  geführt  werden. 
Wir  zeigen  zunächst,  daß  man  für  jede  Klasse  k  Beispiele  angeben  kann, 
in  denen  die  Formel  richtig  ist.     Wir  zeigen  sodann,  daß  sie  richtig  bleibt, 
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wenn  man  von  der  im  Beispiele  benutzten  Kurve  za  einer  beliebigen 
anderen  Kurve  derselben  Klasse  übergeht. 

Die  Wall]  des  anfänglichen  Eeiapieis  kann  natürlieh  auf  sehr  mannig- 
faltige Weise  geschehen;  man  konnte  z.  B.  für  ein  gerades  k  die  zuletzt 
betrachteten  Kurven  wählen,  welche  keinen  reellen  Zug  enthalten").  Da 
ich  aber  weiterhin  verschiedene  Sätze  brauche,  die  ich  in  dem  Aufsattle 
„Über  Singularitäten"  zusammengestellt  habe,  so  ziehe  ich  es  vor,  mich 
überhaupt  genau  an  diesen  Aufsatz  anzuschließen.  Es  sind  nur  die  Be- 
trachtungen, die  dort  für  Ordnungskurven  angestellt  wurden,  hier  durch- 
gängig dualistisch  auf  Klassenkurven  zu  übertragen. 

Beginnen  wir  damit,  die  dort  zugrunde  gelegten  Beispiele  [S.  83  fE,] 
nach  dualistische:-  Übertragung  für  die  hier  vorliegende  Fragestellung  zu 
verwerten. 

Ist  h  gerade  -—2k,  so  nehme  man  [S.  83]  x  Ellipsen,  deren  jede 
mit  jeder  anderen  vier  reelle  Tangenten  gemein  hat,  und  konstruiere  aus 
ihnen  eine  allgemeine  Kurve  der  Klasse  2«,  indem  man  bei  jeder  dieser 
Tangenten  eines  der  beiden  Segmente,  in  die  sie  durch  ihre  Berührungs- 
punkte zerlegt  wird,  in  zwei  reelle  Kuivenzüge  spaltet,  während  man  das 
andere  Segment  verschwinden  läßt.  (Dies  ist  also  dasselbe  Verfahren, 
welches  insbesondere  für  Kurven  vierter  Klasse  im  vorstehenden  Aufsatze 
angewandt  wurde  und  dort  ausführlich  erläutert  ist.)  Jede  dieser  Opera- 
tionen, deren  Anzahl  2>c{x  —  1)  ist,  erhöht  den  Zusammenhang  der  m'- 
sprünglichen  Riemannschen  Fläche  um  zwei  Einheiten;  derselbe  wird  also 

Z^-2(«-l)+4«(»-l)-(t-l)(t-2), 

da  das  Aggregat  der  nicht  verbundenen  k  elliptischen  Doppelblätter  den 
Zusammenhang  —  2  ( «  —  1 )  aufweist  und  bei  dem  Änderungsprozesse  keine 
Verzweigungen  entstanden  sind.  —  Der  gefundene  Wert  von  Z  stimmt 
übereil!  mit  der  allgemeinen  Formel 

Z  =  2p  +  w/  +  2(", 
insofern  im  Beispiele  überhaupt   keine  Wendungen   oder  Doppeltangenten 
vorhanden  sind,  imd  also: 

P  =  - 2 ,       w  =0,        (    =0. 

Ist  k  dagegen  ungerade,  so  setze  man  dasselbe  ^  Ik  -\-Z  und  zeichne, 

*)  In  meiner  oben  angeführten  Note  {Erlanger  Berichte  1874)  hatte  ich.  eine 
Kurve  benutzt,  die  in  lauter  einzelne  Punkte  zerfallen  war  [waa  zwar  zu  dem  ge- 
wünachten  Resultat  führte,  aber  Bedenken  Terursaehen  kann  unc!  jedenfalls  besondere 
Vorsicht  erfordert,  da  jede  Gerade  durch  einen  dieeer  Punkte  geradeso  als  Spitzen- 
tangente anzusehen  ist,  wie  jeder  Punkt  auf  einer  Geraden  als  Wendepunkt.    K.], 
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analog  wie  auf  [S.  84],  x  Ellipsen  und  eine  Kurve  dritter  Klasse.      Das 
Aggregat  der  bez.  zugehörigen  Flächen  hat  als  Zusammenhangszahl 
2.~2k=  --2{h-1), 

und  geht  man  nun  zu  einer  allgemeinen  Kurve  i-ter  Klasse  uhei,  indem 
die  '^x  {x  —  1)  reellen  Tangenten,  die  den  Ellipsen  zu  zwei  gememsam 
sind,  und  die  ßx  reellen  Tangenten,  welche  gleichzeitig  eine  Elhp&e  und 
die  Kurve  diitter  Klasse  berühren,  in  reelle  Kuivenzüge  spaltet,  su  kommt 

2=-2(«-  l)H-4:«(x  --[)+-[2K-^{k-l){k-  i), 

was  wiederum  stimmt. 

Von   diesen   Beispielen  ausgehend  zeigen   wir  zunächst:    Die  Formel 
Z=2p  +  w'  +  2t" 
gdt  fu}  alle  alljemei7iei  Klassenkm  len    d  1    fu    tolcke    dieletieD  ppel- 
und  Wendetangenten-  besitzen 

Zu  dem  Zwecke  lasien  wii  die  enzel  e  n  Betiai-ht  komme  de  Kurve, 
je  nachdem  ^  geiade  oder  ungertde  au*;  dem  e  sten  oder  zweiten  der 
gegebenen    Beispiele    nach    Anleitung     voi     [^  SJf]    ent=!tehe  Dann 

werden  allgemei  zu  reden  eine  Anzahl  einzeinei  Kmven  ubeischiitten 
weiden  müssen  bei  denen  die  Riemannsche  Flache  eine  wesentliche  Ge- 
ataltsanderung  eifihit  und  es  i'it  zu  zeige  i  daß  trotz  der  Änderung 
die  Zusimmenhangszahl  dieselbe  geblieben  ist  Die  1  ei  in  Betracht  zu 
ziehenden  V  ikomamiese  beziehen  sich  entweder  darauf  daß  eine  Kurve 
uberfechiittei  wnd  bei  1er  eine  besondere  Singulaiifcat  auftiitt  o\ei  daß 
bei  der  betr  Kur\e  die  immei  \oihai  dene  Singulaiitat  ihte  Bedeutung 
für  die  Riemannscle  Flache  wech&elt  Mit  ßuckuicht  auf  die  oben 
(§2)  gegebene  Eiciteiung  über  len  gestalthchen  Eu  fluß  den  die  Singu- 
laritäten der  Kui\e  auf  deren  Eiemannsche  FUche  haben  und  im  An- 
schlüsse an  die  Entwicklung  !er  [S  Sl]  zei^t  sich  daß  für  jede  der 
beiden  Arten  nur  eine  Möglichkeit  in  Betracht  zu  zieher  ist  n\mlichbez. : 
das  Auftreten  einer  reellen,  nicht  isolierten  oder  isolierten  Doppel- 
tangente 
und  der  Übergangsprozeß,  der  dem  Verschwinden  einer  Einbuchtung  (Über 
Singularitäten,  [8.  80])  dualistisch  entspricht  und  bei  dem  daher 
ein  nicht  isolierter  Doppelpunkt  zum  isolierten  wird. 

Der  Einfluß,  den  diese  Vorkommnisse  auf  die  Gestalt  der  Riemann- 
schen  Fläche  und  damit  auf  ihre  Zusammenhangszahl  haben,  wurde  aber 
schon  in  den  früheren  Aufsätzen,  sowie  in  §  1,  2  des  vorliegenden  hin- 
länglich erörtert.  Wenn  eine  nicht  isolierte  Doppeltangente  entsteht,  so 
zieht   sieh  ein   „Band"   der   betr.   Riemannschen   Fläche  in  ein  doppelt- 
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zählendes  Segment  einer  geraden  Linie  ausammen  und  kommt  so  in  Weg- 
fall; hernach  aber  gestaltet  sich  das  ergänzende  Segment  der  befcr,  geraden 
Linie  zu  einem  Bande  nm,  und  der  Zusammenhang  hat  auf  der  einen  Seite 
zwei  verloren,  um  auf  der  anderen  zwei  zu  gewinnen.  —  Das  Entstehen 
der  isolierten  Doppeltangente  beeinflußt  den  Zusammenhang  nach  §  1 
überhaupt  nicht.  Denn  es  ist  damit  gleichbedeutend,  daß  man  in  der 
betr.  Riemannaohen  Fläche  einen  Rückkehrschnitt  ausführt.  Die  Ränder 
dieses  Rückkehrschnittes  wei-den  dann  später  nur  in  umgekelirter  Weise 
zusammengefügt.  —  Endlich  das  zweite  der  angegebenen  Vorkommnisse 
wurde  auf  [S.  114f,]  des  Aufsatzes  „"Über  Integrale"  ausführlich  betrachtet; 
die  bes.  Voraussetzung,  die  dort  gemacht  ist,  daß  bloß  Kurven  der  vierten 
Klasse  zu  untersuchen  sind,  beeinflußt  offenbar  nicht  die  Allgemeingültig- 
keit der  dort  gegebenen  Entwicklung. 

Damit  ist  der  gewünschte  Beweis  bereits  erbracht.  Der  Zusammenhang 
bleibt  bei  der  allgemeinen  Klassenkurve  immer  2-p  -\-w'  -\-2t  oder  besser, 
da  w' ^0,t"  =  0,  er  bleibt  =  2p. 

Um  den  Beweis  jetzt  auf  solche  Kurven,  die  Doppel-  und  Wende- 
tangenten haben,  auszudehnen,  verfahren  wir  wie  auf  [S.  85].  Jode 
solche  Kurve  kann  aus  einer  unmittelbar  benachbarten  aligemeinen  Klassen- 
kurve  abgeleitet  werden.  Das  Geschlecht  der  letzteren  sei  [p].  So  wird 
die  zu  untersuchende  Kurve  ein  Geschlecht  haben: 

p=^[p]-t'  -t"  -t"  -iv'~w", 
wo  t  ,t    uaw.  die   immer  festgehaltene  Bedeutung  haben  [S.  78  ff.].     Der 
Zusammenhang  der  Fläche,  die  zu  der  allgemeinen  Kurve  gehört,  ist 

[Z]"2[}>], 
der  Zusammenhang  der  zu  untersuchenden  Fläche  soll  werden 

Z  ^--  2p  -\-  w'  -\-  2t    ^-'IIpI  —  2t  —2t    —  w'  —  2w" , 
und  es  ist  also  zu  zeigen,  daß: 

Z  '^[Z]  -  2t  -  it"  -  v/  -  2iv" . 
Mit  anderen  Worten,  es  ist  zu  zeigen: 
Das  Entstehen 

einer  nicht  isolierten  reellen  Doppeltangente, 
einer  imaginären  Doppeltangente, 
einer  reellen  Wendung, 
einer  imaginären   Wendung 
erniedrigt  den  Zusammenhang  bez.  um  2,  2,   1,  2  Einheiten. 

Dagegen  führt  das  Entstehen  einer  isolierten  reellen  Doppeltangente 
keine  Erniedrigung  herbei. 
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Von  diesen  Sätzen  können  diejenigen  als  bewiesen  gelten,  welche 
sich  auf  die  reellen  Doppeltangenten  beziehen.  Auch  der  Einfluß  der 
reellen  Wendungen  ist  damit  gegeben,  denn  sie  sollen  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  getroffenen  Festsetzung  die  Mitte  halten  zwischen  den  isolierten 
und  den  nicht  isolierten  reellen  Doppeltangenten. 

Was  die  imaginären  Doppeltangenten  und  Wendetangenten  betrifft, 
so  zeigt  der  Satz  3  der  [S.  85]: 

Der  reelle  Punkt  zweier  konjugiert  imaginärer  Doppeltangenten  ab- 
sorbiert zwei,  und  der  reelle  Punkt  zweier  konjugiert  imaginärer  Wende- 
tangenten absorbiert  drei  reelle  isolierte  Doppelpunkte. 

Es  rücken  daher  in  diese  reellen  Punkte  zwei,  bzw.  drei  Doppelver- 
zweigungspunkte der  Fläche  zusammen,  um  (nach  §  2}  sich  im  ersten  Falle 
zu  kompensieren  und  sich  im  zweiten  Falle  auf  nur  einen  Doppelver- 
zweigungspuukt  zu  reduzieren.  Beidemal  verliert  also  die  Fläche  zwei 
Doppel  Verzweigungspunkte  und  also  sinkt  der  Zusammenhang  um  vier  Ein- 
heiten. Das  macht  für  die  einzelne  imaginäre  Doppelfcangente  oder  Wende- 
tangente zwei  Einheiten,  w.  z.  b.  w. 

Und  hiermit  ist  die  geforderte  allgemeine  Abzahlung  geleistet. 


Komplexe  Kurven. 

Es  wird  hier  am  Platze  sein,  noch  einige  Worte  über  die  Riemann- 
sche  Fläche  solcher  Kurven  zu  sagen,  deren  Gleichung  komplexe  Koeffi- 
zienten besitzt  [S,  86].  Eine  solche  Kurve  von  der  Ordnung  n  und  der 
Klasse  k  hat  auf  dem  hier  festgehaltenen  Standpunkte  der  Allgemeinheit  eine 
Anzahl  [d)  reeller  isolierter  Punkte  und  eine  Anzahl  (t)  reeller  isolierter 
Tangenten.  Sie  besitzt  sodann  w"  imaginäre  Wendetangenten,  t  imaginäre 
Doppeltangenten  (und  analog  imaginäre  Spitzen  resp.  Doppelpunkte). 

Man  vereinige  nun  die  komplexe  Kurve  mit  der  ihr  konjugierten. 
So  entsteht  eine  neue  Kurve,  deren  Gleichung  reelle  Koeffizienten  hat, 
von  der  Ordnung  2 w,  der  Klasse  2i,  mit  2 ic"  imaginären  Wendetangenten 
usw.  und  d  isolierten  reellen  Doppelpunkten,  t  isolierten  reellen  Doppel- 
tangenten. Bei  ihrer  Eiemannschen  Fläche  kennen  wir  den  Zusammen- 
hang und  die  Verzweigung  der  Blätter.  Fügen  wir  hinzu,  daß  zusammen- 
gehörige Blätter  dieser  Fläche  notwendig  auf  die  beiden  verschiedenen 
komplexen  Kurven  Bezug  haben,  so  erhalten  wir  bezüglich  der  einzelnen 
komplexen  Kurve  folgenden  Aufschluß: 

Die  zugehörige  Biemannsehe  Fläche  überdeckt  die  Ebene  mit  k 
einfachen  Blättern,  und  hat  die  t  reellen  isolierten  Tangenten  zu  ein- 
fachen Bandkurven. 
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Die  Blätter  sind  durch  d  -]-  w"  einfache  Verzweigungspunkte  ver- 
bunden, entsprechend  den  ö  isolierten  reellen  Punkten  und  den  w"  reellen 
Punkten  der  w"  imaginären   WeTidetangenten. 

Der  Zusammenhang  der  Fläche  ist 

z-=2p  +  T, 
unter  p  das  Geschlecht  verslanden. 

Was  die  Ableitung  der  letzteren  Gleicliung  angeht,  so  verfahre  man 
etwa  folgendermaßen.  Die  reelle  Kurve,  welche  durch  Vereinigung  der 
beiden  komplexen  entsteht,  hat  2w"  Wendetangenten  und  2t  -{- k 
Doppeltangenten  (in  die  die  k  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  kom- 
plexen Knrven  eingerechnet  sind).     Ihr  Geschlecht  ist  also: 

P  =-  -  -^—:,  ■  -^--  —  2w"  —  2t'"  —  k'\ 
Andererseits  ist 


P-2p-  1. 

Der    Zusammenhang    der    Fläche,    welche   zur  reellen    Kurve 
muß  aber  nach  den  früheren  Abzahlungen  sein: 

Z=-2P^2t. 

Andererseits  iat,  da  sich  diese  Fläche  aus  zwei  Bestandteilen  v 


Z  =  2z-2. 
Hieraus  folgt  durch  Elimination  das  gewünschte  Eesultat: 

z^2p  +  r. 

Als  Beispiele  betrachte  man  die  Biemannschen  Flächen,  die  zum 
einzelnen  komplexen  Punkte  oder  zum  komplexen  Kegelschnitte    gehören. 

Im  ersteren  Falle  ist  k=l,  t=  1,  d  =  0.  Die  Fläche  besteht  aus 
einem  einfachen  Blatte,  welches,  die  ganze  Ebene  überdeckend,  von  beiden 
Seiten  an  die  reelle  gerade  Linie  hinanreioht,  welche  den  komplexen  Punkt 
mit  seinem  konjugierten  verbindet,  und  diese  Linie  zur  ßandkurve  hat. 
Wir  haben  eine  einfach  zusammenhängende,  einfach  berandete  Fläche. 

Bei  komplexen  Kegelschnitten  bafaen  wir  nach  [S.  86]  drei  Arten 
zu  unterscheiden.  Ist  kein  reeller  Punkt  und  also  auch  keine  reelle 
Tangente  vorhanden,  so  besteht  die  betr.  Fläche  aus  einem  nullfach  zu- 
sammenhängenden, die  ganze  Ebene  überdeckenden  Doppelblatte.  Aber 
es  können  zwei  oder  vier  reelle  Punkte  vorhanden  sein,  dann  finden  sich 
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auch  zwei  oder  vier  reelle  Tangenten,  Man  erhält  eine  Fläche  mit  zwei 
oder  vier  Randkurven,  die  zwei  oder  vier  Verzweigungspimkte  besitzt  und 
demnach  doppelt  oder  vierfach  zusammenhängend  ist. 


Bedeutung  der  reellen  Kurvenzüge  iür  die 
Bieniannschc  Fläche. 

Zum  Schluß  will  ich  noch  einige  lose  Bemerkungen  hinzufügen,  die  sich 
wieder  auf  reelle  Kurven  beziehen  und  die  Bedeutung  erläutern,  welche 
die  reellen  Züge  dieser  Kurven  für  die  zugehörige  Eiemannsohe  Fläche 
haben.  Es  müssen  diese  Sätze  von  fundamentaler  Wichtigkeit  sein,  wenn 
man  es  unternimmt,  bei  beliebigen  reellen  Kurven  den  Verlauf  der  Ab  ei- 
schen Integrale  in  der  Weise  zu  untersuchen,  wie  ich  es  im  vorstehenden 
Aufsätze  für  die  Kurven  vierter  Klasse  begonnen  habe.  Dabei  will  ich 
der  Einfachheit  wegen  hier  die  Annahme  festhalten,  daß  keine  reellen 
Wendetangenten  oder  reelle  isolierte  Doppeltangenten  vorhanden  sind; 
eine  Ergänzung,  welche  auf  Kurven  Bezug  nimmt,  bei  denen  diese  Singu- 
laritäten auftreten,  läßt  aich  leicht  zufügen. 

Zuiiäehat  sage  ich:  Wenn  eine  Kurve  G  reelle  Züge  besitzt  und  man 
zerschneidet  die  sugelionge  Riemann sehe  Fläche  längs  {C  ~  1)  ders^m, 
so  zerfällt  die  Fläche  noch  nicht.  Denn  wenn  sie  zerfiele,  so  könnte  das 
nur  so  geschehen,  daß  sich  zwei  zusammengehörige  (komplex  konjugierte) 
Eeatandteiie  bildeten.  Dieselben  werden  dann  aber  notwendig  in  dem  noch 
unzersehnittcnen,  letzten  Zuge  zusammenhängen. 

Es  folgt  hieraus  zunächst  (natürlich  unter  der  Beschränkung,  die  wir 
uns  hier  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellung  auferlegt  haben) 
der  Harnacksohe  Satz  (Math.  Annalen,  Bd.  10  (1876),  S.  190):  daß  eine 
Kurve  vom  Geschlechte  p  nicht  mehr  als  (p -\- 1)  Züge  haben  kann. 
Hätte  sie  nämlich  (^  +  2)  Züge,  so  würde  ein  Zerschneiden  längs  (p+1) 
derselben  noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  hei'beiführen,  während  man  doch 
auf  einer  2p-faeh  zusammenhängenden  Fläche  nicht  mehr  als  p  nicht 
zerstückende  Rückkehr  schnitte  ziehen  kann. 

Andererseits  ergibt  sich  für  die  Kurven,  deren  Zügezahl 

G>0,       C<p^l 
eine  bemerkenswerte  Einteilung  in  zwei  Arten. 

Die  Kurven  d&f  ersten  Art  haben  die  Eigenschaft,  daß  ihre  Rie- 
mannsche  Fläche,  längs  der  G  Züge  zerschnitten,  zerfällt:  bei  den  Kurven 
d&r  zweiten  Art  findet  ein  solches  Zerfallen  nicht  statt.  Die  von  Herrn 
Harnack  betrachteten  Kurven   mit  (p -]- 1)  Zügen  mag  man  der  ersten 
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Art,  die  Kurven,  welche  überhaupt  keine  reellen  Züge  besitzen  (§4),  der 
zweiten  Art  zurechnen'). 

Ich  erinnere  in  dieser  Beziehung  an  die  früher  betrachteten  Kurven 
dritter  und  vierter  Klasse. 

Die  zweiteilige  Kurve  dritter  Klasse  gehört  zur  ersten,  die  einteilige 
zur  zweiten  Art. 

Bei  den  Kurven  vierter  Klasse  ohne  Doppeltangente  gehören  zur 
ersten  Art  die  vierteilige  und  die  Gürtelkurve,  zur  zweiten  Art  die  übrigen, 
die  drei-,  zwei-,  einteilige  und  die  imaginäre. 

Die  Kurven  derselben  Art  zeigen  eine  große  Reihe  gemeinsamer  Eigen- 
schatten. Z,  B.  kann  bei  den  !^urven  der  eraten  Art  durch  allmählichea 
Ändern  der  Konstanten  niemale  eine  isolierte  reelle  Doppeltangente  neu 
entstehen,  um  dann  einen  (6'-[-l)-ten  Kurvenzug  au  liefern;  während  die 
Kurven  der  zweiten  Art  in  dieser  Richtung  nicht  beschränkt  sind.  Die 
Kurven  der  zweiten  Art  sind  sozusagen  noch  entwicklungsfähig,  während 
es  die  Kurven  der  ersten  Art  nicht  sind.  Doch  soll  hier  auf  diese  Ver- 
hältnisse noch  nicht  näher  eingegangen  werden. 

München,  im  April  1876. 


[Jis  hat  mir  mimer  vorgeschwebt  daß  man  durch  Fortsetzung  der  Betrachtungen 
des  Textes  Genaueres  über  die  Gestalten  der  reellen  ebenen  Kurven  beliebigen  Grades 
erfahren  könne  nicht  nur  nab  die  Zahl  ihrer  Zuge  sondern  auch  was  deren  gegen 
seitige  Lage  angeht  Ich  gehe  diese  Hoffnung  auch  noch  nioht  auf  aber  ich  niuB 
leider  sagen,  daß  die  weiter  unten  mitzuteilenden  Realitatstheoreme  über  Kurven 
beliebigen  Geschlechtes  [vgl  Alh  \LII  (welche  ich  aus  der  allgemetnen  Theone  der 
Riemannschen  Flachen  speziell  der  symmetnschen  Eiem  annsehen  Flachen  ableite) 
hierfür  nicht  ausreichen  sondern  nur  eist  einen  Rahmen  für  die  zu  untersuchenden 
Moghohkeiten  abgeben  In  der  Tat  sind  ]a  die  doppelpunktslosen  ebenen  K^lr^en 
ti  ten  Grades  far  gi>4  keineswegs  die  allgemeinen  Repräsentanten  ihres  Geschlechtes 
sondern  wie  man  leicht  nachrechnet  durch  («  — ^)  («  —  ■!)  Bedingungen  partiku 
lariMert  Da  man  ulfer  die  Natur  dieser  Bedingungen  zunächst  nenig  neiß  kann  man 
noch  nicht  \on  vornheiein  sagen    daß  alle  die   \rten  reeller  Kurien    die  man  gsmaß 

memeii  spateren  üotLi suchungen  fui   p  —  findet     bereits     m  Gebiete   be 

sagtei   ebener  Kurven  n  ter  Ordnung  vertreten     cm  mußttn    au  h    luiit    dab   ilnni 
immer  nur  eine  Art  ebener  Kursen  entspiache      K  ] 


)  [Bei  Kurven  erster  Art  hat  man        7—    Unteraiten    bei  der 
Art  JJ  -f- 1  Unterarten  zu  unterscheiden      Siehe  Abh    XLII      K  ] 
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XLl.   Über  den  Verlauf  der  Abelsehen  Integrale 
liei  den  Kurven  vierten  Grades. 


In  der  ersten  initcr  dem  vorstehenden  Titel  erschienenen  Mitteilung 
[vgh  die  oben  abgedruckte  Abh.  XXSIX]  habe  ich  für  die  verschieden-  ■ 
artigen  Kurven  vierten  Grades,  weiche  reelle  Züge  besitzen,  im  Anschlüsse 
an  eine  bestimmte  Zerschneidung  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche 


reelle  Normal  integrale  hergestellt, 
und  Schlüsse  auf  die  Realität  gewi 
bin  ich  aber  noch  nicht  auf 


hren  Verlauf  im  allgemeinen  beschrieber 
rven  gemacht.  Dabei 
iskussion  derjenigen  Fragen  eingegangen, 
welche  mit  der  Aufstellung  der  sogenannten  0- Charakteristiken  zusammen- 
hängen. Eben  diese  weide  ich  im  nachstehenden  angreifen  und  im  speziellen 
Falle  erledigen,  insofern  ich  wenigstens  für  die  vierteilige  Kurve  und  die- 
jenige Zersohneidung  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche,  die  ich  in 
der  früheren  Arbeit  angab,  den  in  Betracht  kommenden  ausgezeichneten 
Berührungskegelschnitt  bestimme  und  die  Charakteristiken,  welche  den 
einzelnen  Doppeltangenten  beizulegen  sind,  wirklich  anschreibe. 

Die  Methode,  deren  ich  mich  dabei  bediene,  ist  im  wesentlichen  die- 
selbe, welche  ich  in  dem  früheren  Aufsatze  gebrauchte:  die  Methode  der 
Kontinuität.  So  wie  ich  dort  die  allgemeine  Kurve  vierter  Ordnung  aus 
dem  Kegelschnittpaare  entstehen  ließ,  so  jetzt  aus  einer  symmetrisch  ge- 
stalteten Kurve,  oder  aus  einem  hyperelliptischen  Grenzfalle.  Eigentliche 
hyperelliptische  Kurven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  p  =  3  gibt  es 
bekanntlich  nicht;  aber  man  kann  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  in  einen 
doppeltzählenden  Kegelschnitt  mit  acht  Scheiteln  (sommets,  Verzweigungs- 
punkten) ausgeartet  ist,  als  solche  auffassen.  Die  Betrachtung  solcher 
mehrfacher  Kurven,  die  in  der  Theorie  der  Kurvensysteme  längst  üblich 
ist,  scheint  für  Fragen  der  hier  vorliegenden  Art  in  der  Tat  von  weit- 
reichendem Vorteile. 

Ein  analoger  Übergang  zu  einem  doppeltzählenden  Kegelschnitte  kann 
auch  bei  den  Kurven  vierter  Ordnung,   welche  weniger  als  vier  Züge  be- 
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sitzen,  bewerkstelligt  werden  und  man  kann  an  diesen  Übergang  ganz  älm- 
liche  Schlüsse  knüpfen.  Nur  werden  von  den  acht  Scheiteln,  die  der  Kegel- 
schnitt trägt,  einige  imaginär  sein.  Da  ich  in  der  weiteren  Darstellung 
hierauf  nicht  mehr  zurückkomme,  so  bemerke  ich  nur,  daß  der  Zeuthensche 
Satz,  demzufolge  eine  Kurve  vierter  Ordniing  immer  vier  reelle  Doppel- 
tangenten  besitzt,  sich  dann  als  unmittelbare  Konsequenz  der  Tatsache 
ergibt,  daß  acht  reelle  oder  imaginäre  (doch  paarweise  konjugiert  imaginäre) 
Punkte  immer  mindestens  vier  reelle  Verbindungsgeraden  haben;  auch  er- 
gibt sich  ohne  weiteres,  daß  immer  vier  Doppeltangenten  ,,von  der  ersten 
Art"  sind. 

§1- 
Die  Kurve  vierter  Ordnung.    Imaginäre  Bestandteile  der  Integralwerte. 

Statt  der  vierteiligen  Kurve  vierter  Klasse,  welche  ich  in  dem  früheren 
Aufsatze  betrachtete,  werde  ich  im  folgenden,  unter  Benutzung  resp.  Über- 
tragung der  damals  abgeleiteten  Resultate,   die  vierteilige  Kurve   vierter 
Ordnung  in  der   von  Plüoker  gegebenen  Gestalt  be- 
nutzen; sie  ist  für  die  hier  zu  verfolgenden  Zwecke  über-         _-_^^^3--  - 
sichtlicher,  insofern  nicht  mehr,  wie  damals,  eine  expli- 
zite  Betrachtung  imaginärer   Elemente   eintreten  soll. 

Dementsprechend  sollen  die  vier  Züge  der  Kurve 
(siehe  Fig  1)  mit/,  II,  III,  /F  bezeichnet  sein;  die  bei- 
gesetzten Pfeile  geben  diejenigen  Richtungen  an,  welche  "^^^S^ 
als  positiv  zu  gelten  haben.     Unter  3^(Ä:=1,2,3)              Fig.  l. 
werden  die  überall  endlichen  Integrale  verstanden,  wie 
sie  in  dem   ersten  Aufsatze  als  Normalintegrale   eingeführt  wurden,   und 
"iii'  ^'110  %fc)  '^iic  sollen  die  (in  unserem  Falle  reellen)  Periodizitätsmoduln 
bedeuten,   welche  ^^  ergibt,   wenn   es  im  positiven  Sinne  an  den  Ovalen 
/,  //,  ///,  /F entlanggeleitet  wird.    Zwischen  ihnen  bat  man  die  Relation^); 

'■)  Von  dieser  Relation  kann  man  sich  folgendermaßen  Rechenschaft  geben,  ohne 
die  zur  Kurve  gehörige  Eiemannsche  Fläche  zu  betrachten.  Man  nehme  auf  jedem 
der  Ovale  /,  II ,  III,  IV  einen  festen  Punkt  an  und  wähle  diese  vier  Punkte  als 
Grundpunkte  eines  Kegelsehnittbüsohels.  Jeder  Kegelschnitt  de^elben  achneidet  das 
einzelne  Oval  in  noch  einem  beweglichen  Punkte,  und  läßt  man  einen  dieser  Punkte 
sein  Ova!  in  positivem  Sinne  durchlaufen,  so  geschieht  das  Entsprechende  von  seiten 
der  übrigen.  Werden  nun  die  vier  beweglichen  Punkte  in  einer  Lage  mit  a,,  a^,  a^,  «j, 
in  einer  anderen  mit  6t,  &.,,  63,  dj  bezeichnet,  ao  ist  nach  dem  Abelaohen  Theoreme: 
61  61  fcj  b^ 


Ig  f) 
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Ans  ch  au  liehe  Geoniotrie 


Als  untei'e  Grenze  der  Integrale  wähle  ich  einen  beliebigen  Punkt  des 
Ovales  IV,  etwa  /i,  wie  es  in  Fig.  1  angegeben  ist  (weiterhin  werde  ich 
dem  ,u  eine  noch  speziellere  Lage  erteilen).  Die  Tangente  in  u  sehneidet 
die  Kurve  noch  in  zwei  weiteren  Punkten  «,  ß.     So  setze  ich 

wo  die  vorkommenden  Integrale  in  der  Weise  gebildet  sein  sollen,  wie  es 
bei  Fig.  1  am  einfachsten  scheint:  Beidemal  werde  das  Integral  von  fi  be- 
ginnend längs  des  Ovales  IV  hingeleitet,  und  zwar  das  eine  Mal  in  positiver 
Richtung  bis  ß,  das  andere  Mal  in  negativer  Richtung  bis  h.  Die  C^  sind 
dann  völlig  bestimmte,  reelle  Gfrößen.  Sie  treten  als  Konstanten  beim 
Abelschen  Theoreme  auf.  Sind  nämlich  ^i,--.;*!,,,  diejenigen  Punkte, 
in  denen  die  Kurve  vierter  Ordnung  durch  eine  Kurve  m-ter  Ordnung  ge- 
schnitten wird,  so  hat  man  [modulo  der  Perioden]; 

Die  Entwicklungen  des  ersten  Aufsatzes  gestatten  namentlich  auch, 
die  imaginären  Bestandteile  anzugeben,  welche  die  Integrale  3,.,  modulo  2i;i, 
erhalten,  wenn  man  sie  von  ft  zu  einem  anderen  reellen  Kurvenpunkte 
hinerstreckt.  Es  sind,  je  nachdem  der  betr.  Punkt  den  Ovalen  /,...,  IV 
angehört,  die  folgenden; 

/        //      III  '  IV 


^1 


Ü 


0 


0 


0 


fui  das  N  ichstehende  fundamentale  Polge- 


Hieran  schließen  bith  n 
rungen. 

A.  Ich  betrachte  zuvordei&t  diejenigen  Argumente,  welche,  bei  der 
hier  gewählten  unteren  Grenze,  den  28  verschiedenen  Doppeltangenten 
beizulegen  sind  (als  Summen  der  zu  ihren  Berührungspunkten  hingeleiteten 
Integrale).  Wenn  x,  y  die  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  be- 
zeichnen   30  ist,  nach  dem  Abelschen  Theoreme 


3(/'i3,.  +  /<*3.)  -c,,. 


J<i3„+J<i3.  =  |  +  T. 
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wo     -  eine  halbe  Periode  bedeutet.    Wir  werden  uns  dieselbe,  wie  in  dem 
ersten  Aufsätze,  iu  der  Form  geschrieben  denlcen: 


h«3%J' 


wo  die  Zahlen:  m^,  m^,  m^,  q,,  9.,,  q^, 

allgemein  zu  reden,  die  Werte  0,  1  amiehmen  können,  und  die  Bedeutung 

der  ßfi_  durch  folgende  Tabelle  gegeben  ist: 


0  0 

L  vorstellen. 


Von   den  64  -5- ,   die  es  über 


während  die  a^^  reelle  Größer 
haupt  gibt,  werden  nur  28  für  die  Doppeltangenten  benutzt;  welche,  ist 
zunächst  unbekannt.  Aber  wir  können  wenigstens  die  Werte  der  zuge- 
hörigen TOj,  m^,  mg  unmittelbar  angeben,  insofern  nur  von  ihnen  die 
imaginären  Bestandteile  abhängen,  welche  die  Doppeitangenten  aufweisen, 
und  wir  diese  imaginären  Bestandteile  in  der  Figur  ablesen  können. 

Offenbar  nämlich  erhalten  die  vier  Doppeitangenten  erster  Art,   die- 
jenigen, welche   bez.  ein  Oval  zweimal  berühren,  reelle  Integralsuramen; 

für  sie  also  ist: 

mj ,  mg ,  m^  —  0,0,  0 . 

Für   diejenigen  Doppeitangenten   dagegen,    welche   das   Oval  IV  und 
andererseits  bez.  /  oder  //  oder  ///  berühren,  findet  man 
m^,  m., ,  v\  bez.  gleich  ] ,  0,  0, 


0,  0,  1. 
welche  zwei  der  dre 


Endlich  für  diejenigen  Doppeitangenten, 
///  beiTihren,  ergibt  sich  bez.; 

m^ ,  m^ ,  TOj  =  0 ,  l ,  I , 

-1,  0,  1, 

-^1,  1,  0. 

B.    Die  zweite  Folgerung,  welche  w 

Bestandteile  knüpfen,   bezieht   sich   auf 

Das  Punktetripel  x,  y,  z,  welches  durch  die  Gleichungen: 


Züge  I,  II, 


{II,  III) 
[III,  I) 
{I,  II) 
7  an  die  Tabelle  der  imaginären 
1  Jacobische  Umkehr  prob  lern. 


J<!3,.  +  J<i3,.  +  /'i3.=-«'„ 
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definiert  wird,  isfe  nach  meiner  früheren  Angabe,  dann  und  nur  dann  reell, 
wenn  die  Vj.,  modulo  2*ji,  die  imaginären  Bestandteile  0  oder  in  auf- 
weisen. Für  die  hier  vorliegende,  vierteilige  Kurve  können  wir  sofort  die 
folgenden,  näheren  Bestimmungen  zufügen,  deren  Richtigkeit  sieh  unmittel- 
bar ergibt: 

1.   Wenn  die  imaginären  Bestandteile  der  v  unter  eins  der  folgenden 
vier  Schemata  fallen; 

0,     in,    in, 


so  sind  die  drei  Punkte  x,  y,  z  einzeln  reell  und  liegen  auf  drei  ver- 
schiedenen Ovalen,  nämlich  bez.  auf  II,  III,  IV  oder  ///,  /,  IV  oder 
/,  II,  IV  oder  /,  //,  ///. 

2.    Wenn    aber    die    imaginären    Bestandteile    der    v   resp.   gleich    sind 

in,     0,     0, 

0,    in,     0, 

0,     0,     in, 

0,      0,     Ü, 
so  ist  nur  einer  der  drei   Punkte   x,  y,  z  notwendig  reell  und   bez.  auf 
dem  Ovale  I,  II,  III,  IV  befindlich;  die  beiden  anderen  Punkte  können 
konjugiert  imaginär  sein ;  sind  sie  aber  reell,  so  liegen  sie  gemeinsam  auf 
einem,  übrigens  [vorläufig  nicht  näher  anzugebenden]  Ovale. 


Beriihrungsltegelsehiiitte. 

Bei  der  Lösung  des  Umkehrproblems  durch  Q-Funktioncn  erscheinen 
die  Integralsummen 

um  bestimmte  (nur  von  j,i  abhängige)  Konstante  K^  vermehrt,  deren  Be- 
stimmung nach  Clebsch-Gordan  folgendermaßen  formuliert  werden  kann*). 
Durch  die  Punkte  a,  ß,  in  denen  die  Tangente  des  Punktes  ,m  die 
Kurve  vierter  Ordnung  abermals  trifft,  kann  man  Kegelschnitte  legen, 
welche  die  Kurve  in  drei  weiteren  Punkten  berühren.  Ihre  Zahl  ergibt 
sich  zunächst  gleich  64;  aber  28  derselben  sind  nneigentb che,  insofern  sie 

*)  Vgl.  hier  und  im  folgenden:  Clebseh,  Vorlosungen  über  Geometrie,  heraus- 
gegeben TOß  F.  Lindemann,  Bd.  I,  2  (Leipzig  1876);  oder  auch:  H,  Weber,  Theorie 
der  Abelschen  Funktionen  vom  Gesohleohte  3.    (Berlin  1876.) 
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iü  (iio  Tangente  des  Punktee  //  und  je  eine  der  28  Doppeltangenten  zer- 
fallen. Es  bleiben  36  eigentliche.  Beriüruiigskegelschnitte,  und  unter  ihnen 
ist  einer,  welcher  der  ausgezeichnete  heißen  soll.  Er  ist  dadurch  bestin^mt, 
daß  seine  drei  Berührungspunkte  c  der  transzendenten  Gleichung  geniigen : 

6(/<i3,,)-ti, 

und  nennt  man  diese  Berührungspunkte  einzeln  c[' ,  c",  c°,  so  ist  die  in 
Rede  stehende  Konstante; 


K,--id^,+fdx+jd^ 


Es  ist  eine  der  uns  vorliegenden  Aufgaben,  diesen  auagezeiclineten  Kegel- 
schnitt (deren  Lage  übrigens  mit  der  Zerschneidung  der  Riemannsohen 
Fläche  wechselt),  in  der  Figur  nachzuweisen.  Reell  wird  er  jedenfalls 
sein;  denn  nach  den  im  ersten  Aufsatze  entwickelten  Anaehauungen  sind 
die  64  eigentlichen  und  uneigentlichen  Berührungskegelschnitte,  von  denen 
eben  gesprochen  wurde,  alle  reell. 

Orientieren  wir  uns  zmiächst  überhaupt  hinsichtlieh  der  Lage  der  36 
eigentlichen  Berühr ungskegelsclmitte.  Sind  c^,  c,,,  c^  die  Berühiiingspunkte 
eines  solchen,  so  hat  man 

oder,  da 

/■i3.  +  /<i3.-c.; 
I'd3„  H- /ä3.  + /ig.  =  I  + 1-  • 

Setzen  wir  hier  für  -^  die  ö4  Werte  ein,  deren  es  fähig  ist: 

"2  =  "2"  t"^iÄi,  +  »^sÄt  +  ni'sß-it  +  ffi^it  +  ?2«3i.  +  ?3«sfc). 
so  erhalten  wir  neben  den  36  eigentlichen  Berührungskegelschnitten  noch 
einmal  die  28  Doppeltangenten.  Es  fällt  dann  einer  der  drei  Berührungs- 
punkte, etwa  Cj,  in  /i  zurück;  das  auf  ihn  bezügliche  Integral  kommt  in 
Wegfall;  und  die  beiden  anderen  c,,  c^  sind  die  Berührungspunkte  der 
betr.  Doppeltangente.  Diejenigen  Werte  von  -y  also,  welche  bei  den 
Doppeltangenten  sch<m  auftreten,  kommen  bei  den  eigentlichen  Berührnngs- 
kegelschnitten   nicht   mehr   vor;   wir   wollen   sie    dementsprechend   fortan 

mit  Y   bezeichnen.     Die  Werte  der  Zahlen  mi,  m^,  «ig,   welche  sieh  bei 

Elein,  GcBummekc  math.  Ah  Handlungen,  II.  U 
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den  -—  einstellen  (ich.  akzentuiere  fortan  die  m,  q,  wo  sie  sich  auf  eino 
Periode  P'  beziehen)  haben  wir  bereits  soeben  (§  1)  bestimmt;  es  waren 
bez.  je  viermal  die  folgenden  Zahlen: 

1,  ü,  0,         0,   1,  1, 
0,  0,  0,         0,  1,  0,         1,  0,  1, 
0,  0,  1,         1,  1.  0. 
Zu    jedem  Wertsysteme    der  m  gehören    aber    im   ganzen   acht  halbe 
Perioden,  weil  die  Werte  von  q^^q^^q^  noch  beliebig  sind.    Demnach  hat 
man  den  Satz: 

Die  36  eigentlichen  Ber-ukrungskegelschnitte  verteilen  sich  auf  sieben 
Gruppen  von  je  vier  und  eine  Grwpfe  von  acht.  Die  zugehörigen  ■-,-  be- 
sitzen nämlich  je  viermal  eins  der  sieben  angeführten  Wertsysteme  der  m , 
und  achtmal  tritt  das  Wertsystem 

m, ,  m., ,  m„  ^  1  -  1 ,  I 
auf. 

Es  sind  insbesondere  die  acht  Kegelschnitte  der  letzteren  Uruppe,  auf 
die  wir  weiterhin  unsere  Aufmerksamkeit  zu  richten  haben.  Die  Summen 
der  zu  ihren  Berührungspunkten  hingeleiteten  Integrale  haben  alle  den 
imaginären  Beatandteil  in;  die  Berührnngap unkte  sind  also  einzeln  reell 
und  sind  auf  die  Ovale  I,  II,  III  verteilt,  nach  den  Ausführungen  des  §  1. 
Hiernach  ist  die  Lage  der  acht  Kegelschnitte  in  der  Figur  leicht  anzugeben. 
Man  denke  sich  einen  Augenblick  die  Ovale  /,  //,  ///  in  isolierte  Punkt« 
zusammengezogen.  Dann  gibt  es  einen  Kegelschnitt,  der  durch  sie  und 
durch  «  und  ß  hindurchgeht.  Er  spaltet  sich  in  acAi,  sobald  man  statt 
der  isolierten  Punkte  (zunächst)  kleine  Ovale  setzt,  insofern  man  will- 
kürlich bestimmen  kann,  ob  das  Oval  mit  dem  Kegelschnitte  einen  inneren 
oder  äußeren  Kontakt  besitzen  soll. 

§3. 
Bestimmung  der  Konstanten  lin. 

Ich  will  die  halbe  Periode,  welche  dem  ausgezeichneten  Kegelschnitte 
zugehört,  mit     "  bezeichnen.     Dann  erhalten  die  Konstanten  i^^  die  Werte: 


oder   auch,   da  es   auf  gaozzahlige  Multipla  der  Perioden  nicht,  ankommt: 
A,  =  -  ö-  -r  -j  ■ 
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Addieren  wir  sie  zu  den   Argumenten,    die   wir   oben   (§  1)   den   Doppel- 
tangenten beilegten:  , 


so  entstehen  die  sogenannten  Charakteristiken  der  Doppeltangenten: 

P'  +  Fa  _  P" 
"~2      "  ~  "  ü   > 

deren  sohließliche    Bestimmung  unsere  Hauptaufgabe  ist. 

Zuvörderst  werde  das  K,.,    bzw.  das    ,y  gesucht.      Ich   benutze    dazu 

zweierlei  Methoden.     Es  sei 

So  bestimme  ich  zunächst  mf,  m^,  m^,  indem  ich  davon  ausgehe,  daß  die 
Charakteristiken  der  Doppeltangenten,  -^  - ,  bekanntlich  ungerade  sind,  d.  h. 
daß  für  die  in  ihnen  auftretenden  Zahlen  m." ,  q" 

m" q"  --  m^' q"  -)-■  m^' g^'  ^  1     (mod  2). 

Sodann  bestimme  ich  qi>q^,qg,  indem  ich  die  seither  betrachtete  Kurve 
vierter  Ordnung  in  eine  andere  übergehen  lasse,  bei  der  die  Ovale  I ,  II , 
III  eine  gegen  das  Oval  IV  symmetrische  Lage  haben.  Die  Betrachtung 
dieser  neuen  Kurve  würde  auch  sofort  m",  m",  m^  liefern;  aber  ich  zog 
es  vor,  so  lange  es  ausreichte,  an  der  ursprünglichen  Kurvenform  festzu- 
halten. Dieser  Wunsch  bestimmte  mich  auch,  die  weiterhin  so  bequeme 
hypercilip tische  Kurve  erst  im  folgenden  Paragraphen  einzuführen. 

1.  Da  ~g-  eine  ungerade  Charakteristik  sein  soll,  so  dürfen  die  zu- 
gehörigen iJi" ,  rn,",  ,  rii'l  nicht  alle  gleich  N"nll  sein.  Die  Zahlen  m",  mi",  m^ , 
welche  in  -.,"  auftreten,  dürfen  daher  nicht  gleich  sein  einem  der  Zahlen- 
systeme mj,  m^,  Wg,  welche  bei  den  -h-  vorkommen.    Daher  ist  notwendig: 

m{',  m",  m^  ^  1 ,  1 ,  1 , 
rmd  der  ausgezeichnete  Berührungskegelschnitt  gehört  also,  wie  gleich  hier 
vorgehoben  sei  und  schon  angedeutet  wurde,  zu  der  Gruppe  der  acht  Be- 
rührungskegelschnitte, deren  jeder  jedes  der  drei  Ovale  /,  II,  III  berührt. 

2.  Die  symmetrisch  gestaltete  Kurve,  in  welche  ich  nunmehr  die 
seither  betrachtete  übergehen  lassen  will,  ist  in  Fig.  2  gezeichnet.  Sie 
entsteht  aus  der  ursprünglichen  Kurve  folgendermaßen.  Man  löse  die  vier 
Ovale  7,  //,  ///,  lY  bzw.  von  den  Doppeltangenten  erster  Art  ab,  so 
daß  vier  isolierte  Doppeltangenten  entstehen.     Sodann  projiziere  man  die 
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Figur  in  der  Art,  daß  die  eine  dieser  Doppeltangenfcen  unendlich  weit  rückt, 
während  die  anderen  ein  (in  unserem  Falle)  gleichaeitiges  Dreieck  bilden. 
Die  Doppeltangenten,  welche  in  der  neuen  Figur  mit  1,2,3  beaeichnefc  sind, 
sind  diejenigen,  welche  früher  die  Ovale  //,  /,  IV  je  zweimal  berührten; 
die  unendlich  ferne  Doppeltan- 
gente ist  aus  derjenigen  ent- 
standen, welche  sich  an  ///  an- 
schmiegte. 

Bei  dem  geschilderten  Ände- 
rungsprozesse  bleibt,  wie  ich  in 
dem  ersten  Aufsätze  nachwies, 
die  Zerschneidung  der  R  i  e  - 
mannschen  Fläche,  die  Defini- 
tion der  Normalintegrale  usw. 
ungcändert.  Es  bleiben  daher 
auch  die  Charakteristiken  der 
Doppeltangenten  die  alten.  An- 
dererseits sind  wir  jetzt,  bei  der 
Symmetrie  der  Figur  und  der 
symmetrischen  Eenutzmig,  wel- 
che ihre  Bestandteile  bei  der  Definition  der  Normalintegrale  erfahren,  in 
der  Lage,  die  Charakteristiken  der  vier  Doppeltangenten  erster  Art  ohne 
weiteres  anzugeben.  Die  zugehörigen  Zahlen  m",  m^',  m'^  sind  jedenfalls 
1,1,1;  denn  m^,  m^,  m"  wurden  =1,1,1  gefunden,  während  (§  1) 
m',,  m„',  mj  füi  die  Doppeltangenten  erster  Art  =  0,0,0  waren.  Für  die 
Zahlen  q" ,  q" ,  q'^'  bleiben  daher  nur  noch  die  vier  Möglichkeiten 

1   0  0 
0  1  0 

0  0  1 

1  1  1 

imd  bei  der  Symmetrie  der  Figur  ist  nicht  fraglich,  wie  sich  diese  Mög- 
lichkeiten auf  die  vier  in  Betracht  kommenden  Doppeltangenten  verteilen. 
Dieses  Resultat  muß  auch  für  die  ursprüngliche  Kurve  gelten.  Ich 
benenne  bei  ihr,  was  am  bequemsten  scheint,  die  Doppeltangenten  erster 
Art  fortan  nach  demjenigen  Ovale,  welches  sie  berähien.  Dann  hat  man 
also  folgende-  Charakteristiken: 

I     111,     ü  1  0 
//     111,     10  0 

III  111,    111 

IV  111,     0  0   1. 
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Zieht  man  von  diesen  Charakteristiken  resp.  den  Gfrößensystemen,  die  sie 
vertreten,  diejenigen  Argumente  ab,  welche  den  betr.  Doppeltangenten 
anfänglich  (|  1)  von  uns  beigelegt  wurden,  so  erhält  man  die  Konstanten 

K^  resp.  das  -~.  Aber  die  Argumente,  welche  ursprünglich  der  Doppel- 
tangente  IV  beizulegen  waren,  sind  einfach  anzugeben:  es  sind  geradezu 
die  Konstanten  -w-  Uüi  <äies  deutlich  zu  sehen,  lasse  man.//,  dessen  Lage 
noch  beliebig  war,  über  das  Oval  IV,  etwa  nach  rechts  hin,  wandern, 
bis  es  in  den  nächstgelegenen  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  IV 
hineinfällt.  Auf  dem  Wege  hat  es  einen  Wendepunkt  und  in  demselben 
das  zi\gehörige  a  überschritten;   fortan  ist,   sofern  wir  an  der  alten  Defi- 

ß 
nition  des  (7^  festhalten,  nicht  nur  J  sondern  auch  /   in  positivem  Sinne 

an  dem  Ovale  IV  vorbeizuleiten.  Sowie  /t  in  den  einen  Berührungspunkt 
der  Doppeltangente  IV  rückt,  fallen  «  und  ß  in  den  anderen  Berührungs- 
punkt zusammen;  das  J  wird  also  mit  dem  J  identisch,  jedes  einzelne  also 
gleich  -^,  da  die  Summe  der  beiden  —C,^  gesetzt  war.  Aber  zugleich 
stellen  dann  die  Integrale 

die  Argumente  vor,  welche  der  Doppelt angente  IV  beizulegen  sind  (denn 
der  andere  Berührungspunkt  von  IV  fällt  ja  mit  /j.  zusammen);  diese 
Argumente  werden  also  gleich  den  -',  wie  behauptet  wurde. 

Die  Charakteristik 

111     0  0  1, 

welche  wir  der  Doppeltangente  IV  beilegten,   vertritt  die  Größensysteme; 

^(A.  +  fe +  &.  +  «>.); 

wir  erhalten  daher  für  die  Konstanten  Kj^  die  Werte. 

Jf,.--Y  +  -^(/',.  +  A„-l'ft.-l-»,.). 

oder,   mit  aiidüren  Worten,  claa   ^  i^t  durch  das  folgende  S^/mhol  gegeben : 
111,     0  0   1. 
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§  4, 


Die  Lyperelliptisehc  Kurve.    Bestiinin\mg  der  Charakteristiken  und  des 
ausgezeichneten  Kegelschnitts. 

I^h  werde  jetzt  die  bisher  betrachtete  Kurve  vierter  Ordnung  in  einen 
doppeltzählenden  Kegelschnitt  überführen  und  an  ihm  die  noch  fehlende  Be- 
stimmung der  Charakteristiken  der  24  Doppeltangenten  zweiter  Art  und 
des  ausgezeichneten  Berührungskegelschnittes  durchführen.  Zu  dem  Zwecke 
sollen  p,q,r,  s  die  vier  Doppeltangenten  erster  Art  bedeuten,  ß  =  0  sei  der 
Kegelschnitt,  welcher  durch  ihre  acht  Berührungspunkte  hindurchgeht.  So 
1,-ann   man   die  Gleichung  der   ursprünglichen  Kurve  in   die  Form  setzen: 

(p  =  Q'  --  X p  q r  s  --=  i) . 
In  ihr  betrachte  man  Ä  als  einen  Parameter,  den  man  allmählich  zu  Xuli 
werden  läßt.     Die  Kurve  vierter  Ordnung  geht  dann  in   bekannter  Weise 
in  diejenigen  vier,  doppelt  zu  zählenden  Segmente  von  Q  ^  0  über,  welche 
bez.  durch  p,  q,  r,  s  abgeschnitten  werden,  wie  Fig.  3  erläutert. 

Die  28  Doppeltangenten  der  C^   verwandeln  sich  dabei,  ohne  unbe- 
stimmt zu  werden,  in  die  28  Verbindungs geraden  der  acht  Scheitel  (der 
acht  Segmentendigungen),    welche  Q  trägt.     Ich  will  annehmen,   daß  der 
Punkt  p,  während  des   Grenzüberganges  fortwährend  die  besondere   Lage 
beibehalten  habe,  welche  wir  ihm  soeben  [§  3) 
erteilten.    Dann  ist  er  schließlich  in  einen  der 
zwei  Grenzpunkte  des  Segmentes  IV  überge- 
gangen (vgl.  die  Fig.  3),  während  k,  ^  in  den 
anderen  Grenzpunkt  desselben  Segmentes  zu- 
sammenfallen. Die  berührenden  Kegelschnitte, 
die  wir  zu  konstruieren  haben,  gehen  dann  also 
durch  diesen  Scheitel  tc,  ß  hindurch  und  be- 
rühren in  ihm  die  Doppeltangente  7  F.    Ins- 
besondere die  acht  Kegelschnitte  der  ausge- 
zeichneten Gruppe  sind  ihrer  Lage  nach  leicht 
■\i<if,_ ;-{  völlig  zu  bestimmen.     Offenbar  sind  sie  in 

diejmigen  acht  Kegelschnitte  der  genannten 
Eigenschaft  übergegangen,  welche  von  den  begrenzenden  Scheiteln  der  Seg- 
mente I,  II,  III  je  einen  enthalten. 

Betrachten  wir  jetzt  die  längs  der  Kurve  erstreckten  überall  endlichen 
Integrale.  Man  kann  dieselben,  indem  man  den  konstanten  Faktor  2V^ 
im  Zähler  zusetzt,  folgendermaßen  schreiben: 


-k"-^'- 
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Setzt  man  hier  für  S  seinen  Wert: 

und  läßt  dann  ^  ^^  0  werden,  so  erhält  man  die  hyperelliptischen  Integrale : 

welche  längs  des   Kegelschnittes    Q  =  0   erstreckt   sind  und  an   den   acht 
Stellen 


pqr 


-0 


aus    dem 
)  sollen  die 


Verzweigungen  aufweisen  (also  vom  (iescblechte  3  sind). 

Entstand  ein  solches  Integral  auf  die  gegebene  Wei 
Normalintegrale  ^^,  so  soll  es  wieder  Q^  genannt  sein;  ebei 
Größen  a^^  ihre  frühere  Bedeutung  erhalten.  Führt  man  ^^  längs  des 
reellen  Kegelschnittes  Q  entlang,  so  erhält  man  bald  reelle,  bald  rein  ima- 
ginäre Zuwächse,  je  nach  dem  Vorzeichen  des  unter  dem  Quadratwurzel - 
zeichen  stehenden  Produktes  pqrs:  innerhalb  derjenigen  Segmente  von  fi , 
welche  von  reellen  Punkten  der  ursprünglichen  Kurve  doppelt  überdeckt 
sind,  erweisen  sich  die  Zuwächse  als  reell,  innerhalb  der  anderen  als  rein 
imaginär.  Achten  wir  also  jetzt,  da  die  imaginären  Bestandteile  der 
Integrale  Q^   bereits  in   den   früheren   Para-  ^ 

graphen   genugsam  berücksichtigt  sind,    auf  ."-""^        ^--^ 

die  reellen  Bestandteile  derselben,  so  erhalten  ^  '^^ 

wir  das  in  Fig.  4  gegebene  Schema,  in  wel- 
chem die  beigesetzten  Argumente  sich  jedes- 
mal gleichzeitig  auf  die  beiden  einander  fol- 
genden Scheitelpunkte  beziehen.  In  dieser 
Figur  nun  lesdn  wir  ohne  weiterem  die  Be- 
antwortung der  noch  a.issfcehenden  Fragen  ab. 

Zunächst   erfahren    wir    die   Argumente 


-  +  - 


Fig.  4. 


welche  die  einzelne  Doppeltangente  bei  der  hinsichtlich  ,«  getroffenen  Fest- 
setzung erhält.  Denn  die  imagmären  Bestandteile  von  -^  kennen  wir  be- 
reits (§  1)  und  die  reellen  erhalten  toir,  indem  wir  einfach  die  beiden 
Zahlen  ziisammenaddieren,  welche  den  beiden  Scheiteln  zugesetzt  sind, 
die  die  Doppeltangente  verbindet.  Sodann  ergibt  sich  (vgl.  g  3)  aus  dem 
Umstände,  daß  ci,  ß  in  den  zweiten  Begrenzungspunkt  des  Segmentes  IV 
fallen:  ^  -i-        j- 
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Die  Konstanten  £"(,  haben  also  folgende  Werte; 

K,^  -  '^^  ~  l  iß„  +  ß,,  +  ß,,  +  a,,) 

Ivdem  wir  sie  zu  den  eben  berechneten,  Argumenten  der  Doppeltangenten 
hinzufügen,  haben  wir  deren  eigentliche  Charakteristiken,  wie  sie  in  Fig.  5 
angegeben  sind. 


.  vV 

\ 

?  7 

/i 

f' 

^ 

£-f 

^ 

r 

J!**^^7^ 

X^ 

<i> 

|^^-< 

J^l 

"^ 

&i 

^^^ 

4 

1/ 

K 

^ 

A^^ 

H 
^ 

Fig.  5. 

Der  ausgezeichnete  Kegelschnitt  endlich  bestimmt  sich  durch  folgende 
Überlegungen.  Man  hat  für  seine  drei  Täerühnmgs punkte  cj',  c2,  C^  fol- 
gende Gleichungen  (§2): 

-Ji:.-/'<J3>+/'i  3. +/<!*■ 

Es  fallen  dabei,  wie  bereits  angegeben,  c",  c^ ,  Cj  in  drei  derjenigen  Scheitel, 
welche  bez.  /,  II,  III  begrenzen,  und  dvirch  diesen  Umstand  werden  die 
vorstehenden  Gleichungen,  was  die  imaginären  Teile  angeht,  jedenfalls  be- 
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friedigt.  Es  sind  also  nur  noch  die  reellen  Teile  zu  beachten.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Punkte  cj*,  Cg ,  c^  sind  unter  den  die  Segmente  I ,  II ,  III 
begrenzenden  Scheiteln  in  der  Weise  av^znsuchen,  daß  die  ihnen  in 
Fig.  4  heigesetztem.  Zahlen  zusammenaddiert  kongruent  werden  mit  den 
reellen  Teilen  der  (—  K^). 

Aber  die  reellen  Teile  der  (— if^)  sind  kongi'uenfc  mit 

-J  (<•„,  +  «,.). 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit 

es  ergibt  sich  also  der  Kegelschnitt,  den  Fig.  6  darstellt. 


Er  schließt  das  Segment  III  ein,  während  er  mit  den  l. 
I  und  II  einen  äußerliehen  Kontakt  besitzt.  Damit  ist  zugleich  ange- 
geben, welche  Lage  der  ausgezeichnete  Berührungskegelschnitt  besitzt, 
wenn  an  Stelle  der  hyperelliptischen  Kurve  wiederum  die  eigentliche  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  ihren  vier  Ovalen  tritt. 

München,  im  August  1876. 
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XLII.  Über  Rcalitätsverhältiiisse  bei  der  einem  beliebigen 
Ge**clilechte  zogehörigen  Normalkurve  der  tp'). 

[Math,  Ännalen,  Bd.  42  (1892),] 


Man  kann  die  Wechselbeziehung  zwischen  algebraischen  Kurven  und 
Riemannschen  Flächen  unter  einem  doppelten  Gesichtspunkte  auffassen. 
Das  Gewöhnliche  ist,  daß  man  die  Flächen  nur  subsidiär  benutzt,  um  den 
im  komplexen  Gebiete  vorhandenen  „Zusammenhang"  des  Gebildes,  die 
aus  ihm  beivorgehende  Periodizität  der  zugehörigen  Integrale,  usw.  besser 
verstehen  zu  können;  als  Definition  der  Kurve  bleibt  dann  in  herkömm- 
licher Weise  die  algebraische  Gleichung  oder  eine  mit  ihr  äquivalente 
„geometrische"  Konstruktionsvorschrift  bestehen.  Dementgegen  betrachtet 
die  andere  Auffassungsweise  die  Riemannsche  Fläche  als  das  zunächst 
Gegebene  und  läßt  aus  ihr  erst  die  verschiedenen  ,, zugehörigen"  Kurven 
entstehen,  mag  man  die  Flache  nun  mehrblättrig  über  der  Ebene  ausge- 
breitet, oder  frei  im  Räume  gelegen  oder  irgendwie  als  „Fundamental- 
bereich" gegeben  denken.  Indem  der  Riemannsche  Existenzsatz  z.  B. 
bei  der  über  der  Ebene  ausgebreiteten  mehrblättrigen  Fläche  in  Geltung 
bleibt,  wie  immer   man    auch   die  Verzweigungapunkte    der  Fläche  gegen 

')  [Eine  Voranzeige  der  in  diesem  Aufsatze  enthaltenen  Resultate  gab  ich  in 
Nr,  9  der  Göttinger  Nachrichten  von  :892  am  20.  April  d.  J.  unter  dem  Titel  „Über 
Bealitätsverhällnisee  im  Gebiete  der  Abelschen  Funktionen".  Die  genaue  Ausführung 
folgte  dann  während  des  Sommers  1892  im  zweiten  Teile  einer  Vorlesung  über 
Riemannsche  Flächen,  die  ich  schon  im  Herbst  1891  begonnen  hatte.  Die  ausführ- 
liche AuFarbeitiiDg  der  Gesamt  Vorlegung  wurde  hernaoh  autographisch  reproduziert 
und  bei  Teubner  in  Kommission  gegeben.  Hierüber  werden  in  Bd.  3  dieser  Geeamt- 
ausgäbe  noch  einige  Bemerkungen  nachzutragen  sein.  Ebenso  kommen  erst  in  Bd.  3 
dieser  Gesamtausgabe  die  funktioneatheoretischen  Arbeiten  über  hyperelliptische  und 
Abelscho  Funktionen  znm  Wiederabdruck,  welche  ich  seit  dem  Erscheinen  der  vor- 
a,ngelienden  Abli.  XLI  im  Jahre  1876  bis  zum  Jahre  1892  veröffentlicht  habe.  Es 
handelt  sich  um  folgende  Arbeiten;  Über  hyperelliptische  Sigmatunktionen.  Erste 
Abhandlung:  Math.  Annalen,  Bd.  27  (1886).  Zweite  Abhandlung:  ebenda,  Bd.  32 
18S8).—  Zur  Theorie  der  Abelsehen  Funktionen,  Math,  Annalen,  Bd. 36  (1890).     K.] 
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einander  verschieben  mag,  hat  man  bei  diesem  zweitPii  Ansätze  die  Will- 
kür, welche  in  den  Moduln  des  Gebildes  liegt,  ganz  andeis  m  dei  Hand 
als  bei  dem  üblichen  Auegangspunkte,  und  kann  darum  die  aut  sie  be- 
züglichen Probleme  viel  eingehender  behandeln  als  sonst  Ich  bezeichne 
hiermit  diejenige  Untersuchungsrichtung,  zu  der  ich  mit  meiner  Schrift 
über  Miemann  1881  den  Anstoß  iiabe  geben  wollen-').  Indem  ich  im 
dritten  Abschnitte  daselbst  den  Begriff  der  „symmetrischen  Biemann- 
sehen  Fläche"  entwickelte  und  bald  darauf  durch  Herrn  Weichhold  die 
Periodizitäteeigensohaften  der  zugehörigen  Normalintegrale  erster  Gattung 
untersuchen  ließ^),  glaubte  ich  insbesondere  für  die  Diskussion  der  hei 
den  algebraischen  Kurven  stattfindenden  allgemeinen  Realiiätsverkältnisse 
neue  Grandlagen  gewonnen  zu  haben.  Inzwischen  bat  noch  niemand,  so 
viel  ich  weiß,  die  hier  gegebene  Fragestellung  seither  aufgegriffen,  und 
ich  nehme  also  an,  daß  es  nicht  unnützlich  ist,  wenn  ich  nachstehend 
auf  die  Sache  zurückkomme  und  die  bezüglichen  Resultate  mitteile,  welche 
ich  in  einer  Vorlesung  [über  Riemannsche  Flachen]  des  letzten  Sommer- 
semesters in  ausführlicher  Form  entwickelt  habe.  Es  wird  kaum  der  Recht- 
fertigung bedürfen,  wenn  ich  dabei  unter  allen  „Kurven",  die  aus  einer 
Riemannschen  Fläche  erwachsen,  insbesondere  die  Normalkurve  der  ip 
herausgreife.  Ich  erreiche  dadurch  insbesondere  den  Vorteil,  daß  sich  meine 
neuen  Entwicklungen  unmittelbar  an  diejenigen  anreihen,  welche  ich  in 
Bd.  10  und  11  der  Math.  Annalen  1876  [vgl.  die  vorstehenden  Abb.  XXXIX 
und  XLI]  über  ebene  Kurven  vierter  Ordnung  gegeben  habe.  Alle  die 
Kontinuitätsmethoden  und  die  ganze  Art  des  Ansatzes,  weiche  ich  damals 
für  den  besonderen  Fall  p  =  3  entwickelt  habe,  erscheinen  hier  auf  den 
Fall  eines  beliebigen  Geschlechtes  übertragen.  Und  die  Möglichkeit  dieser 
Übertragung  ruht,  —  um  noch  einmal  auszusprechen,  was  mir  an  diesen 
Dingen  das  wesentlichste  ist  — ,  durchaus  darauf,  daß  jetzt  mit  den 
Riemannschen  Flächen  als  solchen  begonnen  wird.  Ich  hatte  1876  den 
Ausgangspunkt  unmittelbar  von  den  Kurven  genommen.  Das  war  bei 
p  =  3  möglich,  wo  ich  zahlreiche  geometrische  Vorarbeiten,  insbesondere  die- 
jenigen des  Herrn  Zeuthen  in  Bd.  7  der  Math.  Annalen  (1874)*),  benutzen 
konnte.  Aber  eben  dieses  Ausgangspunktes  halber  wollte  mir  damals 
die  Übertragung  auf  beliebige  p  nicht  gelingen,  so  einfach  die  Theoreme 
sind,  um  die  es  sich  schließlich  handelt. 


")  Über  Riemanns  Theorie  der  algebraiEohen  Funktionen  und  ihrer  Integrale. 
—  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellungen.  —  Leipzig,  B,  G.  Teubner,  1882, 
[Vgl.  Bd.  3  dieser  Gesamtauegabe.] 

^  Über  aymmetriache  Riemannsche  Flächen  und  die  Periodizität  ein  oduln  der 
zugehörigen  Äbelschen  Normalintegrale  erster  Gattung  (Leipziger  Dissertation  1883, 
abgedruckt  ia  Bd.  28  von  Schlömilchs  Zeitschrift). 

*)  Sur  les  difförentes  formes  des  courbeg  planes  du  quatriSme  ordre. 
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§1- 

Voii  den  verschiedenen  Arten  dersymnietvisclienRiemannsuhenriäclien, 
insbesondere  im  Falte  der  hypcrelliptischen  Gebilde. 

Reelle  algebraische  Kurven  ergeben  symmetrische  Riemannsche 
Flächen  und  können  umgekehrt  allgemein  gültig  von  letzteren  aus  defi- 
niert werden,  das  ist  der  hier  fundamentale  Satz,  den  ich  in  §  21  meiner 
Schrift  entwickelte.  Ich  bezeichne  dabei  eine  Riemannsche  Fläche  als 
symmetrisch,  wenn  sie  durch  eine  konforme  Abbildung  zweiter  Art  von 
der  Periode  2  in  sich  übergeführt  wird  (i.  e.  durch  eine  konforme  Abbil- 
dung, welche  die  Winkel  umlegt).  Die  symmetrischen  Riemannschen 
Flächen  eines  gegebenen  p  zerfallen,  wie  ich  ebendort  angab  und  Herr 
Weichold  a.  a.  0.  eingehender  auegeführt  hat,  nach  der  Zahl  und  Art  ihrer 
., Symmetrielinien"   in  l^i; —     Arten.     Wir  haben  erstlich  ■■  j  Arten 

orthosymmetrischer  Fäächen  bez.  mit  p  + 1,  f  —  1,  j)  —  3,  . . .  Symmetrie- 
linien; das  sind  solche  symmetrische  Flächen,  welche  längs  ihrer  Symme- 
trieiinien  zerschnitten,  in  zwei  (zueinander  s3Tnmetrische)  Hälften  zerfallen ; 
—  das  einfachste  (au  j)  ==  0  gehörige)  Beispiel  ist  eine  -Kugel,  welche 
durch  „orthogonale"  Projektion  auf  eich  selbst  bezogen  ist  — .  Wir  haben 
ferner  ("p  -\-l)  Arten  diasymmetrischer  Flächen  bzw.  mit  p,  p  —  I,  . . .,  1,0 
Symmetrieiinien;  das  sind  Flächen,  die  längs  ihrer  Symmetrielinien  zer- 
schnitten gleichwohl  noch  ein  zusammenhängendes  Ganzes  vorstellen;  — 
man  vergleiche,  bei  p  ^  0,  die  durch  eine  „diametrale"  Projektion  auf 
sich  selbst  bezogene  Kugel.  —  Dabei  bilden  die  Flächen  derselben  Aft 
jedesmal  &\n  zusammenhängendes  Kontinuum:  es  ist  möglich  von  jeder 
Fläche  einer  Art  zu  jeder  anderen  Fläche  derselben  Art  kontinuierlich 
überzugehen,  ohne  aus  der  Art  herauszutreten.  Hierin  liegt,  daß  es 
genügt,  die  hiernach  in  Betracht  kommenden  Recüitätsverhältnisse  immer 
nur  bei  einem  beliebig  gewählten  Sepräsenta/nten  der  einzelnen  „Art"  zu 
untersuchen;  die  Resultate  gelten  dann  ohne  weiteres  für  alle  Flächen 
derselben  Art.  Dabei  kann  die  Reihenfolge,  in  der  man  die  Symmetrie- 
linien der  einen  Fläche  den  Symmetrielinien  der  anderen  Fläche  zuweist, 
beliebig  gewählt  werden.  Wir  drücken  dies  aus,  indem  wir  die  verschie- 
deneu Symmetrielinien  als  gleichberechtigt  bezeichnen. 

Als  besonders  einfache  Repräsentanten  kommen  hier  die  hyperellip- 
tischen Flächen  in  Betracht").  Aber  dieselben  repräsentieren  nicht  die 
sämtlichen  vorgenannten  Arten  und  es  hat  mit  ihnen  überhaupt  eine  be- 

*)  Wie  ich  diea  für  p  =  3  bereits  in  [der  oben,  abgedruckten  Abh.  XLI,  S.  ]5fi  f. 
u.  166  fi.]  benutzte,  entgegen  der  sonst  verbreiteten  Auffassung,  welche  die  hjperellip- 
tiaehen  Fälle  wesentlich  als  Ausnahmefälle  angesehen  wissen  wollte. 
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sondere  Bewandtnis.  Eine  symmetrische  hyperelliptische  Fläche  wird  in 
der  Art  zweiblättrig  über  der  s-Ebene  ausgebreitet  werden  können,  daß 
zu  ihr  eine  Gleichung  gehört: 

(1)  s-yf,„.,(2T, 

in  welcher  ?ij,+s  ein  Polynom  (2p  -\-  2)-ten  Grades  von  z  mit  reellen 
Koeffizienten  ist.  Nun  beachte  man,  daß  die  Fläche  durch  die  konforme 
Abbildung  „erster  Art": 

S:  5'--s,     z'=z 

in  sich  übergeht.  Infolgedessen  gsht  sie  immer  gleich  durch  zwei  Abbil- 
dungen zweiter  Art  in  sich  über,  die  ich  2J,  uud  ^^  nenne"): 

ist  also  immer  in  zweifachem  Sinne  symmetrisch.  Bei  J^,  iilden  die- 
jenigen Kurven  der  Fläche  die  Symmetrielinien,  welche  gleichzeitig  reelles 
3  und  reelles  e  besitzen,  bei  ^.^  diejenigen  Kurven,  deren  Punkte  reelles 
2  und  rein  imaginäres  s  aufweisen.  Man  betrachte  nun  zunächst  die 
Fälle,  wo  wenigstens  einige,  sagen  wir  2t,  der  2p +  2  Verzweigungs- 
punkte fip+s{z}^0  reell  sind.  Wir  werden  dann  sowohl  bei  ^^  als  bei 
_^g  T  Symmetrielinien  der  Fläche  erhalten,  die  beide  Mal  in  derselben 
Weise  gegen  einander  liegen:  die  Fläche  gehört,  mögen  wir  _^\  oder  2!t 
auswählen,  beide  Mal  zu  derselben  Art  symmetrischer  Flächen.  Und 
zwar  ist  diese  Art  für  t  =  p  +  1  selbstverständlich  orthosymmetrisch,  für 
T  <  p  4' 1  *ber  diasymmetrisch.  In  der  Tat:  zerschneidet  man  die 
Fläche  längs  der  t  Symmetrielinien,  so  wird  sie  für  i  <  j»  +  X  immer 
noch  ein  zusammenhängendes  Ganzes  vorstellen.  Seien  nun  aber  sämtliche 
Verzweigungspunkte  imaginär.  Das  Polynom  faj+s(^)  'st  dann  definit, 
und  ich  will  der  Bestimmtheit  halber  (hier  wie  weiter  unten)  annehmen, 
daß  es  positiv- definit  sei.  Es  werden  dann  bei  ^,  alle  Punkte  der  Fläche 
festbleiben,  welche  reelles  z  haben,  bei  ^  aber  überhaupt  keine  Punkte. 
Wir  sehen:  sofern  wir  ^^  zugrunde  legen,  haben  wir  eine  ortkosymme- 
irische  Fläche,  bei  2ji  ^^^  6**^^  diasymmetrische.  Und  dabei  ist  die 
Zahl  X  der  auftretenden  Symmetrie li nie n  bei  ^^^  natürlich  0,  bei  2]i  ^^^^ 
(wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Figur  macht)  2  oder  1,  je  nachdem 
p  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  stimmt  damit,  daß  die  Differenz 
(p  +  1  —  A)  in  den  ortho symmetrischen  Fällen  immer  gerade  ausfällt. 
Wir  werden  kurz  sagen  dürfen,  daß  wir  im  Falle  lauter  imaginärer  Ver- 
zweigungspunkte eines  reellen  hypereliiptischen  Gebildes  entweder  den 
niedrigsten  diasymmetrischen  Fall  oder  den  niedrigsten  orthosymmetrischen 

'}  In  den  Formeln  bedeuten  s  und  e  bzw.  die  konjugierten  Werte  von  s  und  z. 
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Fall  des  in  Betracht  kommenden  Geschlechts  vor  uns  haben.  Nehmen 
wir  dann  ferner  alle  Fälle  hinzu,  wo  einige  oder  alle  der  Verzweigungen 
reell  sind,  so  erbalten  wir  Beispiele  für  die  sämtlichen  übrigen  diasytn- 
melrischert  Fälle  und  den  höchsten  orthosymmelrischen  Fall.  Das  macht 
bei  p  —  0,  1,  2,  3  noch  alle  Arten  symmetrischer  Flächen,  die  es  gibt, 
und  hierin  liegt  a.  B.,  daß  man  bei  p  =  3  noch  alle  hier  in  Betracht 
kommenden  Realitätsfragen  von  den  hy  per  elliptischen  Fällen  aus  disku- 
tieren kann,  wie  ich  in  [der  vorstehenden  Abh.  XLI]  angab.  Bei  p  =  4 
zum  ersten  Male  existiert  eine  Art  symmetrischer  Flächen,  welche  keinen 
hyperelliptischen  Repräsentanten  zuläßt:  das  sind  die  orthosymmetrischen 
Fläuhen  mit  drei  Symraetrielinien.  Solcher  Arten  gibt  es  allgemein 
\p-2-\_ 


Von  den  NornialkurveH  </,  die  zu  den  symmetrisehen 
Flächen  gehören. 

Wir  definieren  jetzt  die  Normalkurve  der  'p  in  üblicher  Weise  durch 
die  Formeln: 

f/Jj  :   y^  -    ■  ■  ■   '•   f'a^  '^'"l  ■  '^^L'  —  ■  ■   ■  '^%  > 

unter  w^.Wj,.,.,«;  irgend  p  linear  unabhängige  überall  endliche  Inte- 
grale der  Fläche  verstanden').  Dabei  können  wir  vermöge  der  in  meiner 
Schrift  a.  a.  0.  gegebenen  "Überlegung  die  dw  jedenfalls  so  aussuchen,  daß 
ihre  Verhältnisse  in  symmetrischen  Punkten  der  Fläche  konjugiert  imaginäre 
Werte  annehmen.  Solcherweise  haben  wir  dann  der  symmetrischen  Fläche 
entsprechend  eine  redle  Kurve  der  95.  Zugleich  ist  ersichtlich,  daß  diese 
Kurve  abgesehen  von  reellen  Kolline ationen,  denen  man  sie  unterwerfen 
mag,  bei  gegebener  Riemannscher  Fläche  völlig  bestimmt  ist.  Den  l 
Symmetrielinien  der  Fläche  entsprechend  hat  sie  l  reelle  Züge.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  daß  dieselben  alle  paaren  Charakter  besitzen.  Über- 
haupt sind  sie  alle  gleichberechtigt.  Wir  nennen  die  Kurve  orthosymme- 
irisch  oder  diasymmetrisch,  je  nachdem  es  die  zugehörige  Riemannsche 
Fläche  ist. 

Beispielsweise  entstehen  bei  p  =  3  sechs  Arten  von  ebenen  Kurven 
vierter  Ordnung  (wie  das  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten  Theorie 
dieser  Kurven  stimmt)     zwei  orthoeymmetrische  Arten  mit  4  bez.  2  und 


')  Was  diesen  t)l  ergaog  zur  '^preehwaise  der  analytiBchen  Geometrie"  und  die 
Einführung  der  „Kurve  der  rj "  insbewndere  ajigeht,  so  darf  ich  den  Leser,  der  damit 
nicht  vertraut  ist,  auf  die  Darstellung  verweisen,  welche  hierüber  in  meinen  von  Herrn 
Fricke  bearbeiteten  Vorlesungen  über  elliptische  Modulfunktionen''  in  Bd,  1  (Leipzig 
1«90),  S.  556—572  gegel  en  lat 
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vier  diasymmetrische  Arten  mit  3,  2,  1,  0  reellen  Zügen.  Es  kann  nur 
die  Frage  sein,  welche  der  zwei  bekannten  zweiteiligen  Kurven  vierter 
Ordnung  die  orthOTymmetriscIie  ist,  die  „Gürtelkurve"  oder  die  andere, 
deren  zwei  Ovale  getrennt  liegen.  Hier  entscheiden  die  Riemannschen 
Flächen,  die  ich  in  [der  oben  abgedi'uckten  Äbh,  XXXIXJ  zu  den  einzelnen 
Kurvenarten  hinzukonstruiert  habe*}.  Nehmen  wir  etwa  den  Fall  der  Gürtei- 
kurve.  Zerschneiden  wir  die  dort  gegebene,  zu  ihr  gehörige  ßiemannsche 
Fläche  längs  der  beiden  Züge  der  Kurve,  so  zerfällt  die  Fläche  in  zwei 
Stücke,  Die  Gürtelkurve  ist  also  ortkosymmetrisch.  Das  gleiche  Resultat 
entsteht,  wenn  wir  die  hyperelliptischen  Fälle  heranziehen  (wegen  deren 
ich  hier,  wo  es  sieh  um  p  =  3  handelt,  auf  die  Darstellung  in  [Abh.  XLI] 
verweisen  darf).  Wir  haben  da  als  Normalkurve  der  <p  einen  doppelt- 
zähienden  einteiligen  Kegelschnitt,  auf  dem  wir  so  viele  „Scheitel"  an- 
zubringen haben,  als  /"=  0  reelle  Verzweigungsp unkte  liefert.  Ist  diese 
Zahl  wieder  gleich  2i,  und  nehmen  wir  t  vorab  >  0,  so  zerfällt  der  Kegel- 
schnitt durch  besagte  Scheitel  in  2  t  Segmente,  die  man  dann,  um  zu  einer 
allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung  überzugehen,  abwechselnd  wegnehmen, 
beziehungsweise  in  schmale  Ovale  verwandeln  wird.  Ist  aber  r  =  0,  so 
werden  wir  beim  Übergang  zur  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung  ent- 
weder den  ganzen  Kegelschnitt  wegnehmen  müssen  (was  die  nullteilige 
Kurve  vierter  Ordnung  ergibt)  oder  ihn  nach  seiner  ganzen  Erstreckung 
in  zwei  reelle  Züge  spalten  müssen  (wobei  eben  die  Gürtelkurve  entsteht). 
Die  Chktelkurve  entspricht  also  dem  hyperdliptischen  Falle  mit  t  =  0 
und  ist  eben  darum  ortkosymmetrisch. 

Nehmen  wir  ferner  p  =  4 .  Die  Normalkurve  der  ^  liegt  hier  im 
dreidimensionalen  Räume  und  stellt  sich  als  voller  Schnitt  einer  Fläche 
zweiten  und  einer  Fläche  dritten  Grades  dar.  Aber  die  verschiedenen 
Möglichkeiten  des  genannten  Schnittes  hat  man  direkt  noch  nicht  unter- 
sucht und  wir  sehen  uns  also,  was  die  Diskussion  der  möglichen  Kurven- 
gestalten betrifit,  auf  unsere  eigenen  Hilfsmittel  angewiesen.  Wir  beginnen 
vielleicht  vom  hyperelliptischen  Falle  aus.  Da  haben  wir  (als  Berührungs- 
schnitt  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  mit  einer  Fläche  dritten  Grades) 
eine  doppeltzählende  Raumknrve  dritter  Ordnung  vor  uns  und  auf  dieser 
je  nachdem  10,  8,  6,  4,  2,  0  reelle  Scheitel.  Indem  wir  dann  genau  so 
operieren,  wie  mit  dem  doppeltzählenden  Kegelschnitte  im  Falle  der 
Kurven  vierter  Ordnung,  erhalten  wir  zunächst  Kurven  sechster  Ordnung, 
die  aus   5,  4,  3,  2,  1    nebeneinander  liegenden  Ovalen  bestehen:    nur  die 

")  Ich  hebe  gern  hervor,  daß  ich  [in  der  Äbh.  XL]  beim  näheren  Studium 
meiner  „neuen"  Riemaunschen  Flächen  (auf  8.  154)  zum  ersten  Male  zur  Untere 
Scheidung  der  reellen  Kurven  m  orthosym metrieche  und  diasymmetrisehe  getühit 
worden  bin. 
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erste  dieser  Kurven  ist  ortbosymmetrisch,  die  anderen  sind  diasymmetrisch. 
Ferner  aber  erhalten  wir  von  der  doppeltzählenden  Kurve  dritter  Ordnung 
aus,  die  keinen  reelien  Scheitel  trägt,  einerseits  die  nuUteilige  (7„  (welche 
diasymmetriseb  ist),  andererseits  eine  merkwürdige  einteilige  C^,  deren 
einer  Kurvenzug  sich  längs  der  ganzen  Erstreckung  der  Kurve  dritter 
Ordnung  doppelt  hinzieht.  Dies  ist  die  einteilige  orthosymmetrische  C^. 
Es  fehlt  uns  nun  noch  die  orthosymmetriscbe  Kurve  mit  drei  reellen 
Zügen,  und  diese  kann  uns,  wie  wir  wissen,  vom  hyperelliptiachen  Falle 
aus  überhaupt  nicht  geliefert  werden.  Glücklicherweise  gibt  es  einen 
anderen  Ansatz,  welcher  in  einfachster  Weise  eine  dreiteilige  C^  liefert, 
welche  von  der  gerade  konstruierten  dreiteiligen  diasyrametrischen  Kurve 
durch  die  Anordnung  ihrer  Ovale  verschieden  ist  iind  daher  notwendig 
ortbosymmetrisch  ist.  Man  schneide  nämlich  ein  Ellipsoid  oder  auch  ein 
Hyperboloid  durch  drei  Parallele benen  in  drei  Ellipsen  und  ersetze  dann 
die  drei  Parallelebenen  durch  eine  in  ihrer  unmittelbaren  Nähe  verlaufende 
eigentliche  Flache  dritter  Ordnung,  Die  entstehende  Durchschnittskurve 
hat  ersichtlich  keine  dreifachen  Tangentialebenen,  welche  alle  drei  Ovale 
der  Kurve  gleichzeitig  berühren,  und  eben  hierin  werden  wir  bald  eine 
j  ihres  orthosymmetrischen  Charakters  erblicken. 


Eiiiführaiig  der  Doppelpunktsmethode. 

Die  Überführung  in  ein  hyperelUptisches  Gebilde  ist  nur  einer  der- 
jenigen Kontinuitätaprozesse,  die  wir  beim  Studium  unserer  reellen  Kurven 
benutzen  wollen.  Wir  stellen  daneben  die  Überführung  der  Kurve  in  eine 
solche  mit  isoliertem  Doppelpunkte.  Wir  denken  uns  dieselbe  in  der  Weise 
bewerkstelligt,  daß  wir  irgendeine  der  Symmetrieünien  der  zugehörigen 
ßiemannschen  Fläche  auf  einen  Punkt  zusammenziehe n.  Dies  setzt 
natürlich  voraus,  daß  die  Fläche  überhaupt  eine  Symmetrielinie  hat:  die 
nullteiligen  Kurven  bleiben  also  von  unserem  Verfahren  auegeschlosaen. 
Aber  auch  diejenigen  orthosymmetrischen  Falle  müssen  beiseite  gelassen 
werden,  welche  nur  eine  Symmetrielinie  besitzen  (was  natürlich  gerades  p 
voraussetzt).  Ziehen  wir  nämlich  bei  ihnen  die  eine  überhaupt  vorhandene 
Symmetrielinie  zu  einem  Punkte  zusammen,  so  zerfällt  dabei  die  Fläche 
in  zwei  Stücke.  Dementsprechend  degeneriert  dann  die  zugehörige  Kurve 
der  ip  in  einer  Weise,  die  kompliziert  ist,  und  hier  nicht  weiter  verfolgt 
werden  soll.  Glücklicherweise  gehören  die  beiden  hiernach  auszuschließen- 
den Fälle  zu  denjenigen,  die  man  hypereiliptisch  degenerieren  lassen  kann. 
Bei    allen   anderen  Fällen   hat  die  Durchführung  des  genannten  Prozesses 
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und  damit  die  Zusammenziehung  eines  beliebigen  Ovale  der  Kurve  zu 
einem  isolierten  Doppelpunkte  keine  Schwierigkeit.  Dabei  entsteht  dann 
eine  Kurve  dea  GeacMechtes  (p  — 1),  welche  außer  dem  isolierten  Punkte 
noch  (^— l)  reelle  Züge  hat,  und  übrigens  orthosym metrisch  oder  dia- 
symmetrisch  ist,  je  nachdem  ea  die  ursprüngliche  Kurve  war.  Dieselbe 
%t  nach  wie  vor  von  der  Ordnung  (2j)  — 2)  und  im  Räume  von  (ji  — 1) 
Dimensionen  gelegen.  Projiziert  man  sie  von  ihrem  Doppelpunkte  aus  auf 
einen  Raum  von  {p  —  2)  Dimensionen,  so  entsteht  in  diesem  eine  Normal- 
kurve  der  tp  des  Geschlechtes  [p  —  X)  von  der  Ordnung  (2?)~4). 

Sollen  wir  diese  geometrischen  Verhältnisse  durch  Beispiele  bellen, 
so  nehmen  wir  vielleicht  zunächst  den  Fall  der  Gürtelkurve  p  =  3 .  Hier 
hat  es  ersichtlich  keine  Schwierigkeit,  das  innere  Oval  auf  einen  Punkt 
zusammenzuziehen.  Von  diesem  aus  projizieren  wir  jetzt  die  Kurve  auf 
eine  gerade  Linie.  Die  Gerade  wird  dann  nach  ihrer  ganzen  Erstreckong 
von  den  Bildpunkten  doppelt  überdeckt,  so  zwar,  daß  dabei  kein  reeller 
„Scheitel"  auftritt.  Das  entspricht  in  der  Tat  dem  orthosymmetrisehen 
Falle  ^  =  1  des  Geschlechtes  p^2.  Wie  aber  kann  man  das  äußere 
Oval  einer  Gürtelkurve  zu  einem  isolierten  Punkte  zusammenziehen? 
Einfach  so,  daß  man  dasselbe  vorab  durch  das  andere  Oval  hindurchtreten 
läßt.  Dabei  wird  als  Zwischenfall  ein  doppeltzählender  Kegelschnitt  über- 
schritten, der  dem  Geschlechte  p  =  3  angehört,  d.  h.  der  bezügliche  byper- 
elliptische  Fall.  —  Man  nehme  femer  die  dreiteilige  orthosymmetriscbe 
Kurve  des  Geschlechtes  p  =  4,  die  wir  vorhin  als  den  Schnitt  einer, Fläche 
zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche  dritter  Ordnung  erzeugten.  Hier  er- 
reichen wir  durch  Abänderung  der  genannten  Flächen  mit  Leichtigkeit, 
daß  sich  ein  beliebiges  Oval  der  Kurve  zum  isolierten  Punkte  zusammen- 
zieht. Projizieren  wir  dann  die  Kurve  vom  isolierten  Punkte  aus  auf  die 
Ebene,  so  entsteht  in  letzterer  richtig  die  orthosyrametrische  Kurve  A  =  2 
des  Geschlechtes  3,  nämlich  eine  Gürtelkurve  vierter  Ordnung.  — 

Der  Übergang  zum  hy  per  elliptischen  Gebilde  und  die  hiermit  be- 
sprochene Einführung  eines  isolierten  Doppelpunktes  sind  die  einzigen  De- 
generationsprozesse, die  wir  bei  unseren  Kurven  in  Betracht  ziehen  wollen. 
Es  hat  ja  keine  Schwierigkeit,  noch  andere  Prozesse  heranzuziehen.  Wir 
könnten  z.'B.  mehrere  Züge  unserer  Kurve  gleichzeitig  in  isolierte  Doppel- 
punkte überführen.  Wir  könnten  auch  jeden  einzelnen  der  erhaltenen 
Doppelpunkte  vollends  verschwinden  lassen,  wodurch  das  Geschlecht  wieder 
auf  p  steigt,  die  Ztigezahl  und  Art  unserer  Kurve  aber  eine  andere  wird. 
Es  ist  besonders  interessant,  bei  den  sogleich  zu  gebenden  Abzahlungen 
alle  diese  Möglichkeiten  ins  Einzelne  zu  verfolgen.  Doch  würde  es  sich 
dabei  nur  um  Bestätigungen  der  von  uns  zu  machfenden  Angaben  handeln, 
und  wir  lassen  also  alle  diese  Entwicklungen  hier  der  Kürze  halber  beiseite. 
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§   i- 

AUgemeine  Sätze  über  die  zu  unseren  Kurven  gehörigen  ct>  und  -P,,. 

Unter  einer  (p  verstehe  ich  fortan  allgemein  ein  solches  Gebilde  des 
Raumes  der  (pj^:<p^:...:<p^j,  welches  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
den  qpj,  q)^,  ...  dargestellt  wird,  unter  einer  f,,  aber  ein  Gebilde,  welches 
durch  eine  Gleichung  ^-ter  Ordnung  gegeben  wird.  Berühren  die  p,  f 
unsere  Kurve  überall,  wo  sie  dieselbe  treffen,  also  in  (p— 1),  bez.  in 
/*(p  —  \)  Punkten,  so  nenne  ich  sie  0,  bez.  F,,.  Die  <p,  <ti  sind  also 
nichts  anderes  als  die  f, ,  F^,  und  es  geschieht  nur  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit, daß  sie  mit  einem  besonderen  Namen  belegt  sind.  Der  besondere 
Zielpunkt  der  gegenwärtigen  Arbeit  soll  sein,  die  RealitätsverhäUnisse 
darzulegen-,  welche  die  «P  wie  die  .F,,  bei  den  verschiedenen  Arten  reeller 
Normalkurven  darbieten,  die  wir  unterschieden  haben,  und  damit  die 
Redlitätstheoreme,  welche  man  über  die  Doppeltangenten  und  sonstigen 
BerÜkrangskurven  der  ebenen  Kwven  vierter  Ordnung  hat,  auf  beliebige 
p  zu  übertragen.  Ich  darf  hier  vorab  die  allgemeinen  Sätze  von  der 
Theorie  der  Äbelachen  Funktionen  zusammensteilen,  welche  die  Grund- 
lage für  jedes  Studium  dieser  4>,  F^,  bilden  müssen: 

Seien  w.y,w.-^,...,w^  irgend  p  zur  Kui've  gehörige  linear  unabhängige 
Integrale  erster  Gattung,  P„,i,  . . .,  P„,p  die  p  ersten,  P„.i,  . ..,  P„  j,  die 
p  zweiten  Perioden  von  Wa-  Seien  femer  Xi,...,  a;äp- 2  die  Schnittpunkte 
unserer  Kurve  mit  irgendeiner  <p,  s  ein  beliebiger  fester  Punkt  der  Kurve, 
Man  hat  dann  die  Gleichlingen  des  Abelschen  Theorems: 

(1)  wT  +  ...  +  wt"'-'\-K..  (modF„^,P;^), 

die  umgekehrt  ausreichen,  nachdem  man  die  K^  an  irgendeiner  besonderen 
93  berechnet  hat,  um  die  x^,  .  ..,x.^  ^^  als  volles  Schnittpunktssystem  der 
Kurve  mit  einer  (p  zu  charakterisieren.  Man  beachte,  daß  die  hiermit  ein- 
geführten Konstanten  K„  ihrer  Natur  nach  nur  bis  auf  beliebige  ganz- 
zahlige Multipla  der  Perioden  P„fi,  P^fi  definiert  sind.  —  Wir  betrachten 
ferner  die  Schnittpunktssysteme  unserer  Kurve  mit  einer  f^,.  Wir  er- 
halten als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Punkte 
Xi,  . . .,  Xi/iiji-n  unserer  Kurve  ein  solches  Schnittpnnktssystem  bilden^ 
die  Gleichungen: 

(2)  wT  +■■■+  w?'-'"-'^"  -  ,aK,,  (moAP^n,  P'^ß). 

In  {1}  und  (2)  brauchen  wir  jetzt  die  Punkte  x  nur  paarweise  zusammen- 
fallen zu  lassen,  um  die  Berührungspunkte  einer  <J>  bez.  j?,,  zu  erhalten. 
Indem  wir  beiderseits  durch  2  dividieren,  erhalten  wir  2'"  verschiedene 
Gleichungseysteme,  nämlich  erstens  für  die  <t>: 
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zweitens  für  die  F„; 

hier  bedeuten  die   ^  j/    Zahlen    welche  nach  Belebet    filcn.!    0  oder 

1  zu  nehmen  sind.  Diese  2  "  Gleichurtgssysteme  atellen  uns  ebenso  viele 
Umkehr  Probleme  zw  Bestimmung  der  *  hez  der  F  vor  -iber  wii 
werden  uns  bei  Diskussion  dei=!e]ben  zuiia  h'.t  auf  Jie  Gleichungen  (4) 
mit  ,M>1  beschränken  mu&'ien  Denn  die  Gleichungen  (3)  enthalten  nur 
(p  — 1)  Unbekannte  sind  also  ubeizahhg  und  es  bedaif  tiefer  gehender 
Untersuchungen,  die  erst  durch  die  Theorie  dei  Thetafunktionen  geliefert 
werden,  um  zu  unterscheiden,  welche  der  2^"  in  (3)  eingeschlossenen 
Gleichungesysteme  überhaupt  Lösungen  zulassen.  Für  /i  >  1  aber  haben 
wir  folgende  Sätze: 

1.  Ein  jedes  der  2"*"  Umkehrprobleme  hat  siülier  Lösungen;  es  gibt 
also  2  ^  Scharen  von  F/, . 

2.  Was  die  Zahl  der  Lösungen  angeht,  so  müssen  wir  den  Fall  /*  =  2  , 
£•^  =  0,  Q/<=0  vorweg  nehmen,  für  den  die  Gleichungen  (4)  mit  den 
Gleichungen  (1)  zusammenfallen  und  bei  dem  es  sich  also  einfach  um 
diejenigen  oo""^  Punktsysteme  x^  ,. .. ,  x^  „  handelt,  in  denen  die  fp 
schneiden   (welche   doppeltaählend   als   uneigentliche  F^   anzusehen   sind). 

3.  In  allen  anderen  Fällen  hat  man  es  durchaus  mit  „bestimmten" 
Umkehrproblemen  zu  tun,  d.  h.  von  den  ,"  (p  —  1}  Punkten  x^ ,. . . ,  x,,ij,-i) 
sind  genau  ,u{p—l)  —  p  willkürlich  anzunehmen.  Ich  werde  dies  kurz 
wohl  so  ausdrücken,  dalä  ich  sage;  die  zugehörigen  Scharen  vonF,.,  sind 
[fi{p  ~\)  —  p]-fach  unendlich.  Da  sind  denn  alle  F,,,  welche  in  den- 
selben Punkten  x  bei-ühren,  nur  für  eine  #„  gezählt,  was  ja  natürlich  un- 
genau ist,  weil  man  bei  höheien  \^erten  vjn  a  au*-  ]edei  F  die  in  irgsnd- 
welchen  Punkten  x  berührt  unendlich  iiele  F  machen  kann  die  in  den 
nämlichen  Punkten  x  berühren  indem  man  einfach  diejemgen  / , ,  welche 
längs  der  Kurve  identisch  verichw  mden  mit  irgendwelchen  Zahlenfaktoren 
multipliziert  hinzuaddiert.  Ich  denke  aber  daß  diese  Ungenaiiigkeit  keine 
Mißverständnisse  zur  Folge  haben  wird, 

4.  Ist  ,M  gerade  und  alle  Q^,  Qg  gleich  Null,  so  kann  die  Schar  der 
F.,   allemal  durch  die  Gesamtheit  der  doppeltgezählten  f„   erseiTA  werden, 

5.  Überhaupt  aber  wird  es  bei  geradem  fi  offenbar  niemals  zweifelhaft  sein, 
welches  Zahlensystem  der  q^,  gi  man  einer  bestimmten  F.,  zuordnen  soll. 
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Denn  es  handelt  sich  in  den  Gleichungen  (4)  bei  geradem  fi  rechter  Hand 
um  ganzzahlige  Multipla  dec  £„.  und  die  AT,,  sind  selbst,  wie  wir  hervor- 
hoben, bis  auf  ganzzahlige  Multipla  der  Perioden  P^^,  P„^  beatimmt.  Das 
Zahlensystem,  q^,  q'^,  welches  einer  F,,  gerader  Ordnung  zugehört,  nennen 
wir  ihre  Elementarcharakteristih. 

6.  Anders  bei  ungeradjm  /t,  insofern  die  dann  rechter  Hand  stehenden 

Größen  — n-^  von  vornherein  nur  bis  auf  halbe  Perioden  bestimmt  erscheinen. 
Die  ß„,  q'  des  einzelnen  F,,  sind  also  keineswegs  fixiert,  nur  die  DifEerenzen 
Q^—^  q'  —  q'  sind  es,  welche  zu  zwei  verschiedenen  F,„  F,,  gehören. 
Wir  haben  da  also  zunächst  keine  ahsolvten  Charakteristiken  q,  e',  sondern 
nur  relative  Charakteristiken  [Blemeniarcharaktefistiken). 

Zur  Ergänzung  dieser  Sätze  ziehen  wir  nunmehr  die  Theorie  der  Theta- 
funktionen  heran.  Indem  wir  auf  der  Riemannschen  Fläche  irgendwie 
ein  „kanonisches"  Querschnittsystem  konstruieren,  führen  wir  statt  der 
w^,w^,...,w  Normalintegrale  Ji,j^,  ■  ■■,  j„  «in,  deren  kanonische  Perioden 
Pafi,  Paß  iß  üblicher  Weise  so  lauten  werden: 

I    FalPc2    ■■■P.v\    Plf-P'^p    i 


(5) 


1 


Die  P^ß  entsprechen  hier  der  Überschreitung  der  A/i,  die  P^ß  der  Über- 
schreitung der  Bji.  Ich  will  annehmen,  daß  man  dabei  einfach  setzen  kann: 
(0)  9?j :  9Ja :  . . .  :  95p  —  d?\  idj^:  ...:  dj^. 

Unsere  Kurve  ist  dann  auf  ein  Normalkoordinatensystem  bezogen;  für 
jedes  System  kanonischer  Querschnitte  unserer  Riemannschen  Fläche 
wird  es  ein  solches  Koordinatensystem  geben.  Im  übrigen  definieren  wir 
jetzt  die  '2.^^  Thetafunktionen  durch  die  Reihenentwicklungen: 

(7)  *|,....,i ()„■■■,;,;  ■„..■■,'„)"2'.-.2'«. 

WO 

Hier  haben  die  Zahlen  g^  ■  ■  ■  g^,  \  . . .  k  ,  welche  die  „Charakteristik" 
der  Thetafunktion  ausmachen,  unabhängig  voneinander  die  Werte  0  und 
1  anzunehmen,  und  die  Thetafunktion  ist  als  Funktion  der  /^  . , ,  ;  gerade 
oder  ungerade,  je  nachdem  ^^ft[-|- , . . -r  ff  Ä  ~  0  oder  :£:l(mod2).  Des 
weiteren  ergibt  sich  dann: 
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1.  Jerfer  ScÄor  V(m  F,,  ungerader  Ordnimg  ist  eine  bestimmte  Theta- 
funktion  zugeordnet  Die  Definition  der  Größen  — ^  in  den  Formeln  (4) 
läßt  sich  darauf  ao  wählen,  daß  die  y,,  q^  gleich  den  li  g^  der  zugehörigen 
Thetaftiiiiütion  werden.  Die  F^  ungerader  Ordnung  erhalten  so  absolute 
Charakteristiken,  welche  wir  ihre  Primcharakteristihen^)  nennen. 

2.  Nach  der  hiermit  bezeichneten  Fixierung  der  Größen  -^  entacheidet 
sich  die  Frage,  ob  es  den  Gleichungen  (3)  entsprechend  für  bestimmte 
Q,  q'  überall  berührende  <i>  gibt,  bez.  wie  viele  solcher  <t>  es  gibt,  aiis  der 
Potenzentwicklung  des  zugehörigen  &  {nach  ansteigenden  Potenzen  der 
jj ,  ?2,  . . .,  jg).  Im  aligemeinen  beginnt  die  Eeihenentwiokliing  der  geraden 
^  mit  einem  konstanten  Gliede,  diejenigen  der  ungeraden  »?  mit  einem 
linearen  Gliede:  ,.,.,  ,' „, 

(wo  die  den  Di  Seren  tialquoti  eilten  beigesetzten  Indizes  0...  0  bedeuten 
sollen,  daß  für  j^,...,j  die  Werte  0,...,0  einzutragen  sind).  Dem. 
geraden  ^  entspricht  dann  kein  *,  dem  ungeraden  i)-  eines,  welches,  auf 
das  Normälkoordinatensystem  bezogen,  durch  die  Gleichung: 

(«)       m ■^.+-+(a....-''.-» 

gegeben  ist.  In  besonderen  Fällen  aber  kann  die  Poteiizentwicklung  eines 
geraden  oder  ungeraden  -O  auch  mit  Gliedern  höherer  Ordnung,  sagen  wir 
der  g-ten  Ordnung,  beginnen.  Es  wird  dann  evne  [q  ~\)-jach  unend- 
liche Schar  zugehöriger  <t>  geben,  deren,  Gleichungen  aus  dem  Gliede 
Q-ter  Ordnung  der  für  das  {^  gelt&nden  Reihenentwicklung  algebraisch 
abgehiiet  werden  können. 

3.  Die  Theorie  der  0  gestaltet  sich  hiernach  im  speziellen  Falle  viel- 
fach anders  als  im  allgemeinen  Falle.  So  ist  es  besonders  bei  den  hyper- 
elliptischen Gebilden.  Als  Vergleichspunkt  für  Realitätsfragen  muß  dann 
nicht  sowohl  die  Theorie  der  <1>  selbst,  sondern  die  Theorie  der  fl  (speziell 
der  ungeraden  &)  dienen,. 


Besondere  Angaben  über  die  &,  *,  J^,,  der  hyperellip tischen  Gebilde'"). 

Möge  das  hyperelliptische  Gebilde  analytisch  wieder  darch  die  Gleichung: 


(1)  »-Va,«(=) 

gegeben    sein.     Es   ist   dann    bekanntlich    möglich,    über   die  zugehörigen 

")  [Vgl.  die  genannte  Abhandlung  in  den  Math.  ÄEnalen,  Bd.  36,] 
'")  [Vgl.  meine  oben  genannten  Abhandlungen  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  27  u.  32.] 
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^>^,Ff,  spezielle  Angaben  zu  machen,  sofern  man  die  einzelnen  Faktoren 
von  f  als  bekannt  ansehen  will,  so  daß  also  ein  Eingehen  auf  die  trans- 
zendente Theorie  hier  noch  nicht  erforderlich  ist.  Es  gelten  in  dieser 
Hinsicht  die  folgenden  Sätze: 

1.  Für  die  Theorie  der  ()■  sind  die  Spaltungen  von  f  in  zwei  Faktoren 
Vj'+i-2n  ■  Zp+i+ao  fundamental  (wo  a  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeuten 
soll,  die  ^0  und  ^— a—  ist).  Einer  jeden  solchen  Spaltung  entspricht 
ein  &,  und  umgekehrt.  Das  betreffende  &  ist  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  es  o  ist. 

2.  Wir  können  hiernach  dieO,  welche  es  gibt,  direkt  den  Spaltungen 
von  f  in  zwei  Faktoren  der  genannten  Art  zuordnen.  Die  Sache  wird 
dann  die,  daß  nur  bei  solchen  Spaltungen,  deren  o  =  0  ist,  keine  <i>  auf- 
treten und  daß  übrigens  die  zu  der  einzelnen  Spaltung  gehörigen  fl>  durch 
die  Formel  gegeben  sind: 

(2)  V^^-T«,-,  Yv^+i-Ä,- 

Hier  soll  H'„_[  irgend  ein  Polynom  von  z   vom  Grade  {a  —  I)   bedeuten. 

3.  Bin  entsprechender  Ansatz  wird  für  die  F^,  ungerader  Ordnung 
gelten.  Sei  ^  =  2»'  +  1,  so  erhält  man  die  sämtlichen  existierenden  .F^,,  wenn 
man  den  verschiedenen  unter  1  genannten  Spaltungen  entsprechend  setzt: 

Hier  bedeuten  V,  X  wieder  irgend  welche  Polynome  von  dem  durch  den 
bezüglichen  Index  gegebenen  Grade.  Ferner  hat  a  alle  seine  Werte,  die 
Null  eingeschlossen,  zu  durchlaufen. 

4.  Für  die  F/,  gerader  Ordnung  kommen  in  analoger  Weise  die  Zer- 
legungen von  f  in  Faktoren  v'-jo-Zsp+s-an  in  Betracht;  das  sind  dieselben 
Zerlegungen,  die  wir  schon  betrachteten,  wenn  p  ungerade,  aber  andere 
Zerlegungen,  wenn  p  gerade  ist. 

5.  Indem  wir  /i.—  2v  setzen,  sind  die  J",,  gerader  Ordnung  den  ein- 
zelnen Zerlegungen  entsprechend  durch  die  Formel  gegeben: 


Von  diesen  Sätzen  aus  kann  man  im  Falle  des  einzehien  reellen 
hyperelliptischen  Gebildes  natürlich  sehr  leicht  die  Realität  des  einzelnen 
<t>  oder  F,,  (oder  auch  der  &)  beurteilen.  Es  wird  vor  allem  darauf  an- 
kommen, unter  den  Spaltungen  von  f  in  zwei  Faktoren  i/i-x  die  „reellen" 
herauszugreifen.  Reell  ist  aber  eine  Spaltung  erstlich  und  hauptsächlich, 
wenn  die  Faktoren  1/7,  x  einzeln  reell  sind,  dann  noch,  wenn  die  t/j,  %  kon- 
jugiert imaginär  sind.  Letzteres  kann  natürlich  nur  bei  solchen  f  ein- 
treten, deren  sämtliche  Wurzeln   imaginär   sind,    und    auch   dann  nur  bei 
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den  Spaltungen  in  y>p+i-%^^x.  Statt  längerer  Erläuterungen  will  ich  Ta- 
bellen für  p  ^  2,  3  geben,  aus  denen  die  hier  in  Betracht  kommende 
Gesetzmäßigkeit  am  besten  ersichtlich  ist.  In  denselben  ist  die  Zahl  der 
reellen  Wurzeln  von  f  wieder  mit  2  t  bezeichnet. 

p  -^  2.     Spaltungen  von  /h. 
a)  Reelle  Spaltungen  der  Form  l/'p^.l_^n■;tJ'+l-^3'■■ 


2i- 

0 

2 

4 

6 

Reelle  y,,«. 

0 

2 

4 

6 

Reelle  Vj,  U 

0 

2 

4 

10 

Konjugierte  yij ,  %^ 

4 

0 

0 

8 

0 

Reelle  Spaltungen 
überkaupt 

4 

4 

16 

b)  Reelle  Spaltun, 


21- 

0 

2 

4 

6 

Reelle  W:»,!^ 

1 

1 

1 

1 

Reelle  v,,);. 

3 

3 

7 

15 

Reelle  Spaltungen 
überhaupt 

4 

4 

8 

16 

Von  hier  aus  ergibt  sich  b ei spiela weise  als  Regel:  Ist  p  gerade  und 
2  t  die  Zahl  der  reellen  Faktoren  von  f,  so  hat  man,  für  t  >  0  sowohl 
bei  a)  wie  hei  b)  2^*'''^  Spaltungen  in  reeUe  Faktoren,  für  t  =  0  aber 
bei  a)  2"  Spaltungen  in  konjugierte  Faktoren,  bei  b)  2^  Spaltungen  in 
reeUe  Faktoren. 

p  =  3.    Spaltungen  von  fs. 

Reelle  Spaltungen  der  Form  y>p+i-.aa  ■  Xp+i+io^  y'2n-  •  X^p+i-^-'- 


2t 

» 

2 

4 

6 

8 

Reelle  if^^x^       i   1 

1 

1 

1 

1 

ReeUe  v'a.Za 

4 

4 

8 

16 

28 

Reelle  ip„  x^ 

^ 

3 

7 

15 

85 

Konjugierte  y>^,  %^ 

•8 

0 

» 

0 

0 

ReeUe  Spaltungen 
überhaupt 

16 

8 

16 

32 

64 
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Von  hier  aus  dann  etwa  wieder:  Ist  p  ungerade  und  2t  die  Zahl 
der  reellen  Wurzeln  7;on  f,  so  hat  man  für  t  >  0  2''"'''"  Spaltungen  in 
reelle  Faktoren,  für  t=U  aber  2"  Spalkingen  in  konjugierte  Faktoren 
und  2*"  Spaltungen  in  reelle  Faktoren. 

An  diese  Eealitätsdiskus^ion  der  Spaltungen  schließt  sich  dann  zu- 
nächst, von  Formel  (2)  aus,  diejenige  der  (J».  Ich  will  hier  einen  zu- 
sammenfassenden Satz  nur  für  diejenigen  <t>  aussprechen,  welche  ungeraden  a 
zagehören;  denn  sie  aliein  kommen  in  Betracht,  wenn  wir  hernach  vom 
hyperelliptischen  Gebilde  zum  allgemeinen  Gebilde  übergehen.    Wir  haben: 

So  lange  r  >  0  und  <  (p-|-  1),  ist  die  Zahl  der  v^schiedenen  hier 
in  Betracht  kommenden  reellen  <I>  gleich  2^''''~  . 

Für  I  =  p  +  1  wird  die  Zahl  gleich  2''"^(2''—  1),  für  t  =  0  bei 
geradem  p  gleich  0,  bei  ungeradem  p  gleich  2''"  . 

Ferner  aber  die  Realitätsdiskussion  der  Fu-  Da  sind  die  Gebilde 
mit  T  >  0  sofort  erledigt,  indem  wir  sagen : 

Beeile  Spaltungen  von  f  ergeben  auch  reelle  Scharen  zugehöriger  F,,. 

Dagegen  ist  der  Fall  t  =  0  in  nähere  Betrachtung  zu  ziehen.  Ich 
will  ^ap+ä  hier  wieder  als  positives  Polynom  voraussetzen.  Das  reelle 
hyperelliptische  Gebilde  kann  dann  noch  in  einer  der  beiden  Formen  vor- 
gelegt sein: 

im  ersteren  Falle  ist  es  orthosymmetrisch,  im  letzteren  diasymmetriscli. 
Wir  nehmen  nun  erstlich  p  gerade  und  betrachten  die  Zerlegungen 
von  f  in  V'jj+i-so'Xjj+J+ao-  Beeil  sind  unter  denselben  nur  diejenigen 
mit  0  =  0,  bei  denen  ip  und  ;;  konjugiert  imaginär  sind.  Wir  setzen  nun 
nach  Formel  (3): 

und  nehmen  hier  die  ¥,  X  ebenfalls  konjugiert  imaginär.  Indem  wir 
quadrieren,  erhalten  wir  einen  Wert  von  f,,,  in  welchen  wir  entweder, 
vermöge  a),  das  5,  oder,  vermöge  ß),  das  s'  einführen  werden.    Wir  sehen: 

I.  Im  Falle  k]  liefert  jede  Spaltung  von  f  in  konjugiert  imaginäre 
Faktoren  eine  Schar  reeller  F,,  [ungerader  Ordnung),  im  Falle  ß)  öfter 
eine  Schar,  die  man  nur  insofern  als  reell  bezeichnen  kann,  als  in  ihr 
neben  der  einzelnen  imaginären  F/timtner  auch  deren  konjugierte  auftritt. 

Wir  betrachten  ferner,  bei  geradem  j>,  die  Zerlegungen  von  f  in 
Faktoren  v'a^-Zsp+s-ao-  Keelle  Spaltungen  entstehen  hier  nur  so,  daß 
man  die  y.  %  einzeln  reell  nimmt.  ,  Ausgehend  von  Formel  (4): 


werden  wir  jetzt   sowohl  im  Falle  a)  als  im  Falle  ß)  reelle  F„  erhalten 
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können.  Wir  werden  zu  dem  Zwecke  im  Falle  «)  die  Koeffizienten  von 
V,  X  sämtlich  reell  nehmen,  im  Falle  ß)  aber  die  Koeffizienten  von  f 
reell,  die  von  X  rein  imaginär.     Also:  , 

II.  Eine  jede  der  hier  in  Betracht  kommenden  reellen  Spaltungen 
von  f  liefert  für  a)  wie  für  ß)  eine  Schar  reeller  1",,  gerader  Ordnung. 

Wir  nehmen  endlich  das  p  ungerade.  Da  haben  wir  nebeneinander 
2*"  Spaltungen  von  f  in  konjugiert  imaginäre  Faktoren  und  ebensoviele  in 
reelle  Faktoren  zu  betrachten.  Eine  jede  dieser  Spaltungen  ergibt  ^^  von 
ungerader,  wie  von  gerader  Ordnung.     Wir  sehen  sofort: 

III.  Was  die  Realität  der  F„  hei  ungeradem  p  angeM,  so  haben  wir 
für  konjugiert  imaginäre  ^i>,  %  einen  Satz  ganz  ii-ie  I,  für  reelle  y.;  % 
einen  Satz  wie  II. 

g  (5. 
Die  Kealitätstheorenie  des  allgemeinen  Falles. 

Aus  der  Realität  der  <t>,  F^,  der  hyperelliptisehen  Fälle  werden  wir 
jetzt  ohne  weiteres  auf  die  Realität  der  bezüglichen  Gebilde  in  allen  den- 
jenigen Fällen  symmetrischer  Flächen  schließen  dürfen,  die  einen  hyper- 
elliptiachen  Repräsentanten  enthalten;  bei  den  0  werden  wir  dabei  natür- 
lich, wie  wir  schon  bemerkten,  nur  diejenigen  mitzählen  dürfen,  welche 
Zerlegungen  von  f  in  ^'p+i-Siffo+i+ai  ^^^  ungeradem  a  entsprechen; 
denn  nur  diese  gehören  zu  ungeraden  &.   — 

In  der  Tat  ist  klar,  daß  sich  die  Realität  der  einzelnen  Scharen  der 
F„,  wie  der  0,  nicht  ändern  kann  (selbst  wenn  einzelne  0  zwischendurcii 
einmal  unbestimmt  werden),  so  lange  sich  die  symmetrische  Riemann- 
sche  Fläche  nur  innerhalb  ihrer  Art  abändert.  Denn  es  können  niemals 
zwei  Ffi  oder  auch  zwei  0,  die  verschiedenen  Charakteristiken  angehören, 
zusammenfallen,  so  lange  man  es  überhaupt  mit  einer  Riemannschen 
Fläche  vom  Gesehlechte  p  zu  tun  hat.  —  Aber  wir  können  weiter  gehen. 
Die  Zahl  der  Berührungspunkte,  welche  eine  reelle  F^,  oder  0  mit  dem 
einzelnen  reellen  Zuge  unserer  Kurve  gemein  hat,  kann  offenbar,  so  lange 
sich  die  Kurve  innerhalb  ihrer  Art,  d.  h.  stetig,  ändert,  nur  um  gerade 
Zahlen  abgeändert  werden;  es  wird  also  eine  bleibende  Unterscheidung 
abgehen,  oÄ  dieselbe  gerade  ist  {die  Null  eingeschlossen)  oder  ungerade. 
Wir  teilen  unsere  F^,  0  dementsprechend  bei  jeder  einzelnen  unserer 
Kurvenarten  in  Klassen,  je  nach  den  Kurvenzügen,  welche  sie  ungerad- 
zahlig berühren.  Icli  werde  die  Klassen  in  der  Bezeichnung  so  weit  zur 
Geltung  bringen,  daß  ich  die  Z&hl  der  ungeradzahlig  berührten  Ovale 
durch  einen  dem  F^t  oder  0  oben  zugesetzten  Akzent  bezeichne.  0'"'  z.  B. 
wird  eine   0  heißen,  wenn  sie  kein  Oval  ungeradzahlig  berührt,  wenn  sie 
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also  mögiieiier weise  überhaupt  kein  Oval  berührt  (entsprechend  den 
„Doppeltaiigenten  erster  Art"  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  bei 
Zeuthen).  Bei  geradem /t  wird  es  natürlich  mvi  FJ;,  ,  Fj,',  F^,,  , ..  geben 
können  (da  doch  die  Gesamtzahl  der  reeUen  Berührungspunkte  bei  diesen 
F,,  gerade  sein  jnuß).  Analog  gibt  es  bei  ungeradem  fi,  sofern  p  gerade 
ist,  FJ^\  Fff\  .. .,  dagegen,  wenn  p  ungerade  ist,  wieder  F^^\  FJ^\  . ..  . 
Dasselbe  gilt  für  die  0.  Die  einzelnen  F/" ,  <!>  ™'  bezeichnen  wir  dabei 
als  denjenigen  «  Ovalen  „zugehörig",  die  eben  von  ihnen  ungeradzahlig 
berührt  werden.  Natürlich  können  nur  solche^F^,  (|>  existieren,  welche, 
wie  ich  mich  ausdrücke,  kombinatorisch  möglich  sind.  Es  soll  dies  heißen, 
daß  erstens  o>  gerade  oder  ungerade  genommen  ist  nach  der  soeben  ange- 
deuteten Regel,  daß  zweitens  (wie  selbstverständlich)  (o^^  iat,  unter  / 
die  Gesamtzahl  der  überhaupt  vorhandenen  Kurvenovale  verstanden.  Und 
nun  werden  wir  verlangen  dürfen,  bei  jeder  eimd/nen  unserer  Kurven- 
arten die  Gesamtzahl  der  verschiedenen  Arten  reeller  J"/,'"*,  0'"'  anzugeben, 
welche  in  irgend  welche  kombinatorisch-mögliche  Klasse  gehören. 

Die  so  erweiterte  Frage  wird  sich  für  die  sämtlichen  diasymmetrisehen 
Arten  wie  für  die  beiden  äußersten  orthosymmetrischen  Arten  wieder  ohne 
weiteres  aus  dem  Verhalten  der  entsprechenden  hypereUip tischen  Gebilde 
beantworten  lassen;  man  hat  bei  der  Diskussion  der  letzteren  nur  noch 
mehr  ins  einzelne  zu  gehen,  als  wir  im  vorigen  Paragraphen  getan  haben. 
Ich  ziehe  aber  vor,  die  betreffenden  Sätze,  bei  denen  eich  die  „mittleren" 
orthosymmetrischen  Fälle  von  den  übrigen  Fällen  schließlich  gar  nicht 
abtrennen,  zunächst  einmal  als  solche  ganz  allgemein  hinzustellen.  Die 
Beweisgründe  sollen  dann  hinterher,  soweit  sie  sich  nicht  aus  der  elemen- 
taren Betrachtung  der  hyperelliptischen  Fälle  ergeben,  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickelt  werden.  —  Diese  hier  mitzuteilenden  Sätze  ent- 
halten das  eigentlich  neue  Resultat  der  vorliegenden  Arbeit^').  Ich  sage 
folgendermaßen : 

1.  Was  die  *t>  angeht,  so  nehme  ich  natürlich  keine  Notiz  von  den 
besonderen  *,  welche  in  einzelnen  Fällen  den  geraden  ■&  entsprechen 
mögen;  auch  drücke  ich  mich  so  aus,  als  wenn  jedem  ungeraden  #  nur 
ein  <t*  zugehörte.     Ich  habe  dann: 

Man  bilde  sich  bei  den  *  die  sämtlichen  kombinatorisch  möglichen 
Klassen,  lasse  dann  aber  in  den  orthosymmetrischen  Fällen  die  eine 
Klasse  m  =  l  bei  Seite.  Jede  einzelne  dieser  Klassen  vdrd  dann  in 
jedem  Falle  genau  2""'  reelle  <t>  enthalten. 

^'■)  Das  auf  die  0  bezügliolie  Resultat  habe  ich.  bereits  in  der  oben  genannten 
Mitteilung   in    den    Göttinget  Naehriohten    vom   Mai  dieses  Jahree  [1892]    bekannt- 
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Hiernach  ist  diu  Gesamtzahl  der  reellen  0  im  Falle  A  =  0  2""^ 
oder  0,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist,  in  den  diasymmetrisehen 
Fällen  2^'^''~^ ,   in  den  orthosymraetrischen  Fällen  2''"^(2"^  —  1). 

2.  Bei  den  jP^  nehme  man  die  Fälle  ^  >  0  vorweg.    Man  hat  dann: 
Es  gibt  in  diesen  Fällen  hei  jedem  /(  von  jeder  kombinatorisch  mög- 
lichen Klasse  genau  2^  reelle  Arten. 

3.  Was  endlich  die  F  im  Falle  A=0  angeht,  so  hat  man  zwischen 
geradem  und  uns^eradem  p  au  unterscheiden.  Bei  geradem  p  hat  man 
wieder  die  geraden  und  iie  ungeraden  fi  auseinanderzuhalten.  Bei  ge- 
radem ft  gibt  es  2^  Scharen  leelUi  i  (die  natürlich  als  F^^^  zu  bezeichnen 
sind),  he%  iingeradem  2  Schalen  vonF^,,  welche  nur  insofern  als  reell 
zu  bezeichnen  sind  ah  ne  zu,  jeda  imaginären  F^^  die  konjizgierte  evi- 
halten  (diese  2/  fallen  au  der  \erabredeten  Bezeichnung  heraus;  man 
könnte  sie  als  [F  ]  benennen)  Dagegen  verhalten  sieh  bei  ungeradem  p 
die  geraden  und  ungeralen  i  übereinstimmend:  Es  gibt  bei  jedem  /i 
2'' Scharen  leellei   F"   und  2^  Scharen  von  [F^]. 

Hierzi  du  i  etwa  noch  t  Igende  Bemerkungen: 

ad  1  He  finden  ich  naturli  h  die  Zeuthensohen  Sätze  von  den 
Doppeltan£,ei  ten  lei  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  wieder  und  zwar  in 
der  Form  allem'il  gibt  es  vier  Doppeltangenten  <P*  und  außerdem,  sofern 
wir  nur  den  Fall  dei  &iitelkur\e  bereite  lassen,  zu  je  zwei  Ovalen,  die 
wir  unter  den  vorhandenen  nach  Belieben  herausgreifen  mögen,  vier  zu- 
gehörige Doppeltangenten  cl><2)^ 

Übrigens  mag  man  darin,  daß  bei  ihnen  die  Kombination  *'''  weg- 
fällt, den  geometrischen  Unterschied  der  A-teiligen  orthosymmetri sehen 
Kurven  von  den  mit  gleicher  Zügezahl  ausgestatteten  diasymmetrisehen 
Kurven  erblicken.  So  hat  die  dreiteilige  orthosymmetrische  Kurve  des 
Geschlechtes  4  keine  Tritangentialebenen  0*^'  (wie  wir  schon  am  Schlüsse 
des  §  2  bemerkten),  die  dreiteilige  diasymmetrisehe  Kurve  dagegen  wird 
acht  derselben  besitzen  (wie  man  ebenfalls  aus  der  Figur  ohne  weiteres 
ersieht), 

ad  2,  3.  Unter  den  f,,  gerader  Ordnung  sind  hier  die  doppeltzählen- 
den ff^   mitgerechnet.     Insofern    alle   reellen  Züge   unserer  Kurve   paaren 

Charakter  haben,   werden  sie  von  jeder  Fläche  und  also  auch  jeder  f„    in 

einer  paaren  Anzahl  von  Punkten  geschnitten  werden.    Als  F^,  betrachtet 
gehören   die   f^,   daher  zu   den  .?*,'"'.     Von   dieser  besonderen  Art  der  F°^ 

nmß   man   absehen,   wenn   man  meine  jetzige  Angabe  mit  derjenigen  ver- 
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gleichen  will,  welche  ich  selbst  in  Bd.  10  der  Math.  Aniialen  (vgl.  Ab- 
handlung XXXIX)  oder  Crone  in  Bd.  12  daselbst  für  die  Scharen  der 
!  der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  gegeben  haben. 


§  7. 
Die  Weicliold8eh«n  Periodizitätsschemata. 

Ich  werde  den  Beweis  der  vorstehend  formulierten  Theoreme,  soweit 
er  durch  elementare  Betrachtung  der  hyperelliptischen  Gebilde  geführt 
werden  kann,  nicht  weiter  verfolgen.  Insbesondere  mag  der  Fall  der  null- 
teiligen  Kurven  fortan  durch  den  Verweis  auf  die  entsprechenden  byper- 
elliptischen  Verhältnisse  als  erledigt  gelten.  Statt  dessen  wende  ich  mich 
zu  neuen  Betrachtungen,  welche  gestatten  werden,  den  Beweis  nach  gleich- 
förmiger Methode  für  die  sämtlichen  nicht  nuUteiligen  Kurven  zu  er- 
bringen^^). Damit  ist  dann  die  Lücke,  welche  der  hyperelliptiaehe  Ansatz 
betreffs  der  „mittleren"  ortbosym metrischen  Fälle  ließ,  von  selbst  mit 
ausgefüllt. 

Die  neuen  Betrachtungen  schließen  sich  direkt  an  die  in  §  4  gegebenen 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  an.  Sie  gehen  darauf 
aus,  durch  Konstruktion  möglichst  „symmetrischer"  kanonischer  Schnitt- 
systeme auf  den  symmetrischen  Flächen  mit  i  =  0  Normalintegrale  j^^ 
festzulegen,  bei  denen  man  über  die  Realität  der  Perioden  T„fl  etwas  aus- 
sagen kann,  um  dann  eine  direkte  Eeaütätsdiskussion  derjenigen  ümkehr- 
probleme,  bez.  Thetaformeln  eintreten  zu  lassen,  durch  welche  man  die 
Ff, ,  bez.  die  <t>  bestimmen  kann.  Die  erste  Hälfte  dieses  GJedankenganges 
■  ist  bereits  in  der  in  der  Einleitung  genannten  Weicholdschen  Dissertation 
zur  Durchführung  gekommen;  ich  darf  mich  hier  darauf  beschränken,  über 
die  bezügbchen  von  Herrn  Weichold  gefundenen  Resultate  zu  referieren 
(wobei  ich  ausschließlich  diejenigen  Momente  hervorkehre,  welche  für 
meine  jetzigen  Zwecke  von  Wichtigkeit  sind): 

Wir  setzen  X>  0  voraus.  Dementsprechend  gibt  es  sicher  Symmetrie- 
linien, und  nun  wollen  wir  irgendeine  derselben  bevorzugen  und  als  aus- 
gezeichnete Symmetrie linie  zugrunde  legen.  Die  übrigen  (X  —  1)  Symmetrie- 
linien benutzen  wir  dann  in  irgendeiner  Reihenfolge  als  die  Schnitte 
Ai,  . . . ,  Ai-i  unseres  kanonischen  Sehnittnetzes.  Ferner  wählen  wir  die 
zugehörigen  Schnitte  Bi, .. . ,  B1.-1  so,  als  sieh  selbst  symmetrische  Kurven, 
daß  jede  derselben  das  ihr  entsprechende  A  wie  auch  die  ausgezeichnete 
Symmetrielinie  einmal  schneidet.  Es  gilt  jetzt  noch,  weitere  Schnitte 
A;,, . ..,  Ap,  Bi, . ..,  Bp  in  geeigneter  Weise  einzuführen.     Hier   muß   ich 


")  Dies  ist  dieselbe  Methode,  welche  ich  [in  Abh.XXXiX'  insbesonder 
Buchung  der  ebenen  Kurpen  vierter  Ordnung  gebrauchte. 
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wegen  der  Einzelheiten  auf  Weicholds  eigene  Darstellung  verweisen.  In 
der  Tat  werden  wir  diese  Einzelheiten  weiterhin  doch  nicht  in  Diskussion 
ziehen.  Die  Festsetzungen  werden  so  gemacht,  daß  die  sämtlichen  Normal- 
integrale  ja  rein  imaginär  ausfallen.  Wir  setzen  daraufhin  ij^  =  ja-  Die 
„reellen"  Integrale  jä  zeigen  dann  ,  bei  Überschreitung  der  Querschnitte 
j1,  B  Periodizitätamoduln,  die  wir  der  Deutlichkeit  halber  hier  ausführlieh 
hersetzen: 

i  -ß» 


^. 

A 

A, 

-B, 

B, 

)■; 

0 

0 

» 

0 

"., 

•■»., 

)■; 

' 

0 

V 

•'»„ 

".., 

j'. 

0 

",i 

n„ 

itlp 


Und  mm  ist  die  bache  die,  daß  man  m  allen  unseren  Fällen  die  imagi- 
nären Teile  der  hier  auftretenden  Gioßen  tT^ß  durch  eine  einfache  Hilfs- 
betrachtung (die  wu  hier  ubeispnngen)  angeben  kann.  Besagte  imaginäre 
Teile  sind  tm  allgemetnea  Null,  nut  in  {p-\-l  —  l)  Feldern  unserer 
Tabelle  hetiagen  sie  jedesmal  -^  Und  zwar  liegen  diese  (p -\-  1  ~  X) 
Felder  in  den  orthosymmetri sehen  Fällen  rechter  Fand  und  linker  Hand  von 
den  (p  -\-l  —  X)  letzten  Feldern  der  Hauptdiagonale,  wie  folgendes  Schema 
aufweist : 
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in    den    diasymmetrischen  Fällen    aber  rücken  sie   in   die  Haupfcdiagonale 
selbst  hinein: 


0 


5^-J      B,.  JSa+1; 


0 


0 


0 


Dies  ist  alles,  was  wir  aus  der  Weicholdschen  Dissertation  gebraachen. 
Ich  darf  aber  folgende  Bemerkungen  hinzufügen: 

a)  Weichold  hat  auch  den  Fall  der  diasymmetrischen  Fläche  ohne 
Symmetrielinie  behandelt  und  bei  ihm  „reelle"  Normal  integrale  ja  ge- 
funden, deren  Perioden  t„„  reell  sind,  während  ihre  übrigen  t^p  sämtlich 
den  imaginären  Bestandteil  -^  aufweisen.  Dieses  Weicholdsche  Schema 
ist  indessen  'überflüssig.  Ich  sage,  daß  man  für  die  diaaymmetrische 
Fläche  ohne  Sjoumefcrielinie  immer  dasselbe  Schema  aufstellen  kann,  wie 
für  die  niederste  ortho symmetrische  Fläche;  nur  sind  bei  ihr  die  zu  diesem 
Schema  gehörigen  ^„'  als  rein  imaginär  zu  bezeichnen,  die  j„  selbst  also 
als  reell.  Man  führe  nämlich  die  gegebene  diasymmetrisohe  Flache  durch 
Kontinuität  m  den  zugehörigen  hyp  er  elliptischen  Fall  (mit  lauter  imagi- 
nären Verzweigungspunkten)  über.  Die  so  gewonnene  hyperelliptische 
Fläche  gebort  dann  von  selbst,  wie  wir  wissen,  zugleich  der  niedersten 
orthosymmetrischen  Art  an.  Man  ziehe  auf  ihr  jetzt  diejenigen  Quer- 
schnitte, wie  sie  Weichold  für  diese  orthoaymmetrische  Art  vorschreibt. 
Zugleich  konstruiere  man  diesen  Querschnitten  zugehörig  genau  dieselben 
Integrale  wie  im  orthosymmetrischen  Falle,  Diese  Integrale,  welche  im 
orthosymmetrischen  Falle  reell  waren,  werden  eben  deshalb  jetzt  als  rein 
imaginär  zu  bezeichnen  sein.    Denn  diese  Integrale  haben  alle  die  Gestalt : 
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(unter  ip^.^  ein  Polynom  (p  —  l)-fcen  Grades  von  z  verstanden)  und  hier 
ist  nun  die  Vfsp+2  im  orthosymmetcischen  Falle  gleich  s,  in  unserem 
diaaymmetrischen  Falle  aber  gleich  is'  zu  setzen.  Endlich  gehe  man  von  der 
hyperelliptischen  Fläche  durch  Kontinuität  zur  ursprünglichen  Fläche  zurück, 
indem  man  Sorge  trägt,  daß  die  Querschnitte  dabei  fortgesetzt  diejenige 
Symmetrieeigenschaft  behalten,  welche  sie  auf  der  hyperelliptischen  Fläche 
bezüglich  der  zugehörigen  symmetrischen  Umformung  ^^  besessen  haben, 
b)  Lassen  wir  dem  gerade  Gesagten  zufolge  das  besondere  Schema 
der  nullteiligen  Kiu've  bei  Seite,  so  bleiben  — ^^ —  unabhängige  Perio- 
dizitätsßchemata  für  die  ^-s—  orthosymmetrischen  und  die  p  von  uns 
beibehaltenen  diasymmetrischen  Arten  übrig.  Diese  Schemata  können  bei 
beliebigem  f  durch  Abänderung  der  Schnittsysteme  unmöglich  aufeinander 
reduziert  werden.  Von  dem  Schema  hängt  nämlich,  wie  wir  bald  sehen 
werden,  in  einfacher  Weise  die  jeweilige  Gesamtzahl  der  reellen  <I>  ab,  und 
diese  Gesamtzahl  ist  bei  jeder  der  genannten  Arten  eine  andere  (ausge- 
nommen den  niedersten  diaaymmetrischen  und  niedersten  orthosymmetri- 
schen Fall  eines  ungeraden  p).  —  Da  scheint  nun,  auf  den  ersten  Blick, 
ein  Widerspruch  vorzuliegen  gegen  ein  Resultat,  welches  Herr  Hurwitz  in 
Bd.  94  des  Journals  für  Mathematik  (1882)  abgeleitet  hat,  Herr  Hurwitz 
untersucht  dort,  von  dem  Allgemeinbegriff  reeller  2p-fach  periodischer 
Funktionen  ausgehend,  deren  Periodizitätseigenschaften  und  bringt  dieselben 
auf  nur  (p  +  1 )  Schemata  zurück,  die  so  konstruiert  sind,  daß  die  Perioden 
zweiter  Art  entweder  nirgends  oder  nur  in  einer  Anzahl  von  Gliedern  der 
Hauptdiagonale  den  imaginären  Bestandteil  -^  aufweisen,  sofern  man  die 
Perioden  erster  Art  in  der  Weise  rein  imaginär  gewählt  hat,  wie  wir  dies 
bei  den  j!,  getan  haben.  Das  wäre  also  unser  oberstes  orthosymmetrisches 
Schema  zusammen  mit  unseren  p  diasymmetrischen  Schematen.  —  Aber 
der  Widerspruch  ist  nur  scheinbar,  wie  mir  Herr  Burkhardt  bemerkt. 
Hur  witz  sagt  in  der  Tat  nirgends,  daß  er  ÄojMomscAe  Perioden  betrachten 
will.  Und  verzichtet  man  hierauf,  so  sind  aus  den  orthosymmetrischen 
Schematen  mit  X  <  p  -[-  l  natürlich  sofort  diasymmetrische  zu  machen. 
Mao  hat  oiir  die  Kolonnen  Bj.  und  ß,, ,  i,  . . .,  -Bp-i  und  Bp  zu  vertauschen. 

§B. 
Direkte  Abzahlung  der  reellen  ü",,  in  den  Fällen  A  >  0. 

Auf  Grund  der  mitgeteilten  Schemata  erledigt  sich  nun  die  Abzahlung 
der  Scharen  reeller  Fj,  in  den  hier  zu  betrachtenden  Fällen  X>  0  mit 
großer   Leichtigkeit.     Wir    werden    zunächst   einiges   über    die  Werte    be- 
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haupten,  welche  unsere  Integrale  j^  annehnaeB,  wenn  inaii  sie  von  einem 
Punkte  z  der  ausgezeichneten  Symmetrielinie  nach  einem  andern  Punkte  x 
der  synimetriachen  Fläche  hin  leitet.  Die  Eichtigkeit  dieser  Behauptungen 
ergibt  sich  aus  den  jeweiligen  geometrischen  Verhältnissen  sofort;  wir 
brauchen  dabei  nicht  zu  verweilen.     Wir  haben: 

1.  Ist  X  selbst  ein  Punkt  der  ausgezeichneten  Symmetrielinie,  so 
sind  sämtliche  ja''"  Tedl  {d.h.  bis  auf  beliebig  hinzuzufügende  Multipla 
der  Perioden  reell). 

2.  Liegt  dagegen  x  auf  einer  der  anderen  Symmetrielinien,  sagen 
wir  auf  Aß,  so  wird  das  jß^-',  modulo  der  Perioden  genommen,  den 
Bestandteil  -^  aufweisen;  die  anderen  jä^''  sind  wie  ad  1  reell. 

3.  Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Riemann sehen  Fläche  und  x  der 
zu  ihm  symmetrische  Punkt,  so  wird  j^*''4-?ü*''  bis  auf  Multipla  der 
Perioden  allemal  einer  reellen  Größe  gleich  sein. 

Wir  betrachten  ferner  irgendwelches  ümkehrpiobicm : 

i«^"' +  ?'«*-'+  ...  =  K^{modP„ß,  P„V) 
und  fragen,  wie  hier  die  K^  beschaffen  sein  müssen,  damit  die  x,  soweit 
aie  nicht  den   \ erschiede nen  Hymmetrielinien  angehören    [also  reell  sind], 
paarweise  imaginäi  symmetrisch  ausfallen,  damit  also  das  Umkehrproblem 
eine  teelle  Lösung  zulasse,  wie  wir  sagen  wollen.    Offenbar  kommt: 

Zu,  dem  genannten  Zwecke  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß,  von 
Mult^phs  det  Perioden  abgesehen, 

dte^emgen  K„,  deiert  Index   >  (X  —  1)  ist,  reell  sind, 
diejenigen  K,  aber,  deren  Inder,  ^{^—1)  ist,  entweder  reell 
bind  oder  den  imaginären  Bestandteil  -^  aufweisen. 
und   zwar  werden  wir,    was   die  einzelne  reelle  Lösung  des  Umkehr- 
pioblems  ang  ht,  sagen  dürfen 

Je  naihdem  das  einzelne  K„  der  letzteren  Kategorie  [a^{A  — 1)) 
reell  ihf  oder  den  imagtnaten  Bestandteil  -^  besitzt,  wird  die  Symmetrie- 
linie Aa  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  bezüglicher  Punkte  x  enthedten. 
Damit  ist  dann  zugleich  gesagt,  ob  die  „ausgezeichnete"  Symoiatcie- 
hnie  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  der  Punkts  x  trägt;  dies  wird  er- 
sichtliLh  davon  abhängen,  ob  die  Gesamtzahl  der  gesuchten  x-  von  der 
Zahl  dei  aut  die  A^,  ,  .4;„i  entfallenden  x  um  eine  gerade  oder  un- 
gerade Differenz;  abweicht. 

So  vorbereitet  greifen  wir  jetzt  aut  die  Anaätze  des  §  4  zurück,  indem 
wir   nur   die    damals   zugrunde  gelegten  beliebigen  Integrale   erster  Gat- 
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tung  w„  durch  die  reellen  Integrale  ja  ersetzen.  Wir  nelimen  dement- 
sprechend zunächst  die  2p  ~  2  Schnittpunkte  a:^,  x^,  . . .,  x^p-'i  unserer 
Kurve  mit  irgendwelcher  tp  und  schreiben: 

;"r"'+?r=''+.--  +  ?"r''-=''-^fc<, (mod p,^,  p^^). 

Möge  die  <p  hier  insbesondere  reell  sein.  Dann  liegen  die  x,  soweit  sie 
nicht  paarweise  konjugiert  imaginär  sind,  in  gerader  Zahl  auf  die  ver- 
schiedenen reellen  Züge  unserer  Kurve  verteilt.     Daher  kommt: 

Die    ka  sind  bis  auf  Multipla  der  Perioden  reellen  Größen  gleich. 

Dementsprechend  mögen  wir  uns  fortan  die  ka  als  reelle  Größen 
denken.  Wir  bilden  uns  jetzt  die  S^"*  Umkehrprobleme,  von  deren  Auf- 
lösung die  Bestimmung  der  ^„  [/i  >  1)  abhängt: 

.,Ji,    !    ,  ,      -'I    ;„     ,1    ;  llka      ,        \^         Paß     i        \"1       r  Pä:l 

Welche  dieser  Umkehrprobleme  werden  reelle  Lösungen  zulassend  Indem 
wir  die  näheren  Angaben  über  die  P„ß,  Paß  heranziehen,  die  wir  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten,  kommt: 

Nur  diejenigen  Umkehrproileme,  hei  denen  die  Zahlen  qI,  ßj-n, . . .  ,Qp 
verschwinden,    ergeben   reelle    Lösungen   {und   also  Scharen  reeller  F,,): 

Von  den  2^"  Umkehrproblemen  sind  dies  2*'''"'"'^,  in  Übereinstimmung 
mit  unserer  früheren  Angabe.     Ferner  aber: 

Von  den  zugehörigen  Funkten  x  liegen  auf  der  Symmetrielinie  Aß 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl,  je  nachdem  eß  gleich  Null  oder  Eins  ist. 

Auf  der  ausgizeir.hneUn  Symmetrielinie  findet  sich  eine  gerade  oder 

ungerade  Zahl  der  Punkte  x ,  je  nachdem  ,u  {p  —  l)  —  _^  Qfi  gerade  oder 

ungerade  ist. 

Alle  P„  gegebener  Ordnung  also,  die  in  den  ^, ,...,yA_i  überein- 
stimmen, zeigen  betreffs  der  Verteilungs weise  der  Punkte  x  auf  die  ver- 
schiedenen Symmetrielinien  einen  übereinstimmenden  Charakter,  sie  ge- 
hören im  Sinne  der  früheren  Benennung  zu  derselben  JT^asfe.   Wir  sehen: 

Die  einzelne  Klasse  ist  durch  die  Werte  der  Q^,  ■  ■ .,  Q/.~i  bestimmt. 

Hat  man  über  die  gj,  , . .,  gj^^i  irgend  verfügt,  so  können  die  qi,  ...,  Qp 
und  die  ßl, .. .,  ß;'_i  noch  beliebig  angenommen  werden,  was  2"  Möglich- 
keiten gibt.     Daher: 

Jede  kombinatorisch  mcgliche  Klasse  existiert  und  enthält  noch 
2'"  verschiedene  Arten  von  Ff,. 

Damit  haben  wir  in  der  Tat  die  sämtlichen  für  die  F„  von  uns  auf- 
gestellten Sätze  für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Fälle  {X  >  0)  zur 
Ableitung  gebracht.     Wir  haben  aber  noch  mehr  gewonnen.     In  der  Tat 
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sehen  wir,  wie  sich  die  reellen  F^  von  den  imaginären  und  hinwieder  die 
verschiedenen  Klassen  reeller  F^  voneinander  durch  ihre  „Elementar- 
Charakteristiken"  Qß,  Qß  unterscheiden.  Von  hier  aus  ist  dann  nur  noch 
ein  Schritt,  um  bei  einer  Kurve,  bei  weicher  man  die  sämtlichen  Arten 
reeller  Fft  geometrisch  beherrscht,  für  jede  derselben  die  ganze  Reihe  der 
zugehörigen  Qß,  Qß  anzusehreiben.  Ich  will  annehmenj  daß  wir  das  gleiche 
auch  für  die  „Primcharakteristiken"  geleistet  hätten,  welche  den  Ff,  un- 
gerEider  Ordnung,  bez.  den  '1'  zuzuordnen  sind;  ich  werde  darüber  im 
folgenden  Paragraphen  noch  nähere  Bemerkungen  machen.  Wir  sind  dann 
in  der  Lage,  alle  die  schönen  Theoreme,  die  man  über  die  Gruppierung 
der  Charakteristiken  besitzt,  was  die  reellen  F^,  und  die  reellen  <t»  angeht, 
in  die  volle  geometrische  Anschauung  zu  übersetzen.  Die  Schwierigkeit 
liegt  hier  nur  im  Vordersatz.  Was  gibt  es  für  Kurven  der  (p,  bei  denen 
man  die  sämtlichen  Arten  reeller  Ff,  wie  (p  auf  Grund  bestimmter  geome- 
trischer Definitionen  auseinanderhalten  kann?  Natürlich  sind  es  die  hyper- 
elliptischen Kurven  in  diesem  Falle;  bei  ihnen  sind  ja  die  sämtlichen  F,, 
wie  die  (t>  durch  ihr  Verhalten  zu  den  Verzweigungsjjunkten  des  Gebildes 
algebraisch  bestimmt,  wie  wir  in  §  5  des  näheren  ausführten.  Da  hat  es 
in  der  Tat  keine  Schwierigkeit,  jeder  reellen  #,,  oder  <I>  diejenige  Charak- 
teristik Qß,  Qß  oder  auch  diejenige  Primcharakteristik  zuzusetzen,  die  ihr 
vermöge  unserer  Festsetzungen  zukommt.  Von  da  aus  beherrscht  man 
dann  durch  Kontinuität  die  reellen  J",,  und  0  bei  allen  denjenigen  unserer 
Kurven,  die  eben  aus  den  hyperelliptischen  Fällen  durch  Kontinuität  her- 
vorgehen, d.  h.  also  in  den  beiden  äußersten  orthosymmetrischen  und  in 
den  sämtlichen  diasymmetrischen  Fallen  (inklusive  den  Fall  ^  =  0).  Die 
verschiedenen  Scharen  der  F^  sind  dabei  nicht  mehr  algebraisch,  sondern 
nur  noch  dui'ch  Ungleichheiten  getrennt,  die  in  abstracto  vielleicht  schwierig 
zu  formulieren,  aber  bei  jeder  ausgeführten  Figur  unmittelbar  zu  verstehen 
sind.  Ich  darf  mich  in  diesem  Betracht  auf  die  Zeichnungen  berufen,  die 
ich  in  der  [vorstehenden  Abh.  XLI]  für  die  vierteiUge  ebene  Kurve  vierter 
Ordnung  gegeben  habe  (wobei  ich  gleich  die  Bemerkung  zufügen  will,  daß 
die  Festlegung  der  dort  für  das  hyperellip tische  Gebilde  gebrauchten  Prim- 
charakteristiken vermöge  der  Regeln,  welche  Herr  Burkhardt  und  ich  über 
diesen  Gegenstand  in  Bd.  32  der  Math.  Annalen  (1888)  entwickelt  haben ^^), 
wesentlich  vereinfacht  werden  kami).  ■ — ■  Die  Frage  bleibt,  wie  man  das 
gleiche  für  die  „mittleren"  orthosymmetrischen  Fälle  soll  leisten  können, 
welche  dem  hyperelliptischen  Ansätze  unzugänglich  sind.  Vielleicht  wird 
hier  eine  Ausbildung  der  Doppelpunktsmethode  im  Sinne  der  dem  §  B 
beigefügten  Schlußbemerkungen  nützlich. 

")  [Vgl.  spezioll  §  3  meiner  Arbeit.  -  Bei  Burkhardt.  siehe  besonders  S.  4ae.   K.: 
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§9. 
Von  der  Realität  der  0. 

Sollen  wir  jetzt  iioeh  die  Eealität  der  <P  diskutieren,  so  wollen  wir 
dabei,  weil  es  keine  MüIie  macht,  unsere  sämtlichen  Kurvenarten,  auch 
die  mit  ^  =  0,  gleichförmig  nebeneinander  behandeln.  Bemerken  wir  zu- 
nächst, daß  in  allen  Fällen  das  „normale"  Koordinatensystem,  das  wir 
durch  die  Formeln  definierten:  <p,  :  . . .  :  7?  =  dj^  : . . .  :  dj^,  insofern  doch 
die  dja  mit  den  dja  proportional  sind,  reell  ist.  In  bezug  auf  dieses  Koor- 
dinatensystem stellen  sieh  nun  die  4>  des  allgemeinen  Falles  (und  nur  von 
diesen  soll  hier  die  Rede  sein)  nach  Formel  (8)  des  §  4  durch  die  Glei- 
chung dar:  ,3^-.,  ^  ^   ^^x  ^^ 

S  soll  dabei  der  Reihe  nach  alle  ungeraden  ^-Funktionen  bedeuten.  Wir 
werden  hiemach  die  sämtlichen  reellen  0  erhalten,  indem  wir  unter  den 
Ungnaden  '9-  jeweils  diejenigen  heraussuchen,  bei  denen  sich  die  NvU- 
werte  der  Differentialguotienten  v-^,  ■  ■  ■  j^  vermöge  der  m  §  7  gegebenen 
Schemata  der  taß  wie  reeUe  Größen  verhalten.  Dies  ist  eine  ganz  ele- 
mentare Aufgabe.  Wir  finden  sofort:  daß  bei  Zugrundelegung  der  ortho- 
symmetrischen  Schemata  reelle  0  von  denjenigen  ungeraden  »?  geliefert 
werden,  welche  verschwindende  g>, ,  gi+i ,  ■  ■  ■,  g^  besitzen,  im  Falle  der 
diasymmeirischen  Schemata  aber  von  den  anderen,  deren  g-,.,  g/.+i,  .  ■ .,  g^ 
gleich  Eins  sind.     Hieran  schließt  sich  dann  folgende  Abzahlung: 

In  den  orthosymmetciachen  Fällen  wird  man,  um  reelle  0  zu  be- 
kommen, die  hi.,...,h^  ganz  beliebig  annehmen  können,  dagegen  die 
0*1,  ■ .  ■,  g>.-i  und  A^,  . . .,  Ä;_i  der  einen  Bedingung  unterwerfen  müssen, 
daß  g^hi-\-  ...  +^j_iÄj_i  ungerade  sein  soll.  Dies  g^t 
2'"''"^'-2'"'(2'"'-l)  =  2''"'(2'-~'-  1) 
reelle  0.  Der  Minimalwert  von  X  ist  hier  für  gerade  p,  wie  wir  wissen, 
gleich  1,  für  ungerade  p  gleich  2.  Dies  gibt  für  die  niederste  ortho- 
sjTnmetrische  Kurve  beziehungsweise  0  und  2"^*  reelle  0.  Eben  diese 
Zahlen  gelten  dami  auch  für  die  zugehörige  nullteilige  Kurve,  wie  aus 
den  Angaben,  die  wir  über  deren  Periodizitätsschemata  machten,  ohne 
weiteres  hervorgeht.  Was  die  anderen  diasymmetrischen  Fälle  angeht,  so 
werden  wir  bei  ihnen  (um  reelle  0  zu  bekommen)  die  Größen  g,,...,  gi.-i, 
hj^,  . . .,  Äi-i  beliebig  annehmen  dürfen  und  haben  dann  die  ft;,  , . . ,  h^^  der 
einen  Bedingung  zu  unterwerfen,  daß 

^1  \  -f  . . .  +  g/.^i  h).-t  +  h?.+  ...  i"  Aj, 
ungerade  sein  soll.    Dies  gibt  ersichtUch^"'^'''^  reelle  0.  —  Wir  haben  damit 
die  früheren  Angaben  über  die  Gesamtzahlen  der  reellen  0  sämtlich  bestätigt. 
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Da'i  Piobiem  dei  0  ist  jetzt  für  ille  diejenigen  Kurven  bereits  er- 
ledigt lei  denen  es  hinsichtlich  der  f\>  nur  eine  kombinatorische  Möglich- 
keit gibt  inabesondere  also  bei  der  nuHteiligen  Kurve  und  bei  geradem  p 
fui  die  niedrigste  orthosymmetnsche  Kuive.  Bei  den  übrigen  Kurven  wird 
jetzt  zu  beweisen  sein  was  in  §  b  über  die  Zugehörigkeit  der  verschiedenen 
reellen  *  zu  den  einzelnen  Ovalen  der  Kurven  behauptet  wurde.  Hier  gehe, 
ich  nun  den  Weg  der  i  ollen  Induhkon  indem  ich  die  Doppelpunhtsmethode 
des  ij  3  hei  anziehe  (die  ]a  bei  allen  hier  noch  in  Betracht  kommenden 
Kurven  ohne  weiteres  angewandt  werden  kann),  folgendermaßen: 

Wir  ziehen  ein  beliebiges  Oval  der  uns  vorgelegten  Kurve  Csps  des 
Raumes  von  (p  —  1)  Dimensionen  zu  einem  isolierten  Punkt  zusammen. 
Dabei  verwandeln  sich  diejenigen  reellen  0,  welche  das  Oval  «M^erarözaA^ 
berührten,  indem  sie  paarweise  zusammenfallen,  in  solche  <I>,  welche  durch 
den  Doppelpunkt  hindurchgehen;  die  anderen  reellen  0  erleiden  keine 
besondere  Änderimg,  sie  haben  mit  dem  Doppelpunkte  nichts  zu  schaffen. 
Wir  achten  nun  insbesondere  auf  die  ersteien  <P  und  bemerken,  daß  sie 
bei  der  Projektion  voni  Doppelpunkte  aus  direkt  die  <t>'  (wollen  wir  sagen) 
derjenigen  Cäp_4  des  Raumes  von  {p  —  2)  Dimensionen  liefern,  in  welche 
sich  unsere  Cg^-ä  projiziert.  Aber  diese  dp-i  ist  nichts  anderes  als  die 
Normalkurve  des  Geschlechtes  (p  —  1).  Daher  werde  angenommen,  daß 
für  sie  unser  Satz  über  die  Verteilungsweise  der  reellen  <i>  auf  die  ver- 
schiedenen Klassen  bereits  bewiesen  sei,  daß  also  bei  den  zugehörigen  *' 
innerhalb  jeder  kombinatorisch  möglichen  Klasse  2^~  Individuen  vor- 
handen seien,  ausgenommen  die  Klasse  m'  ^  /  —  1  der  ortho symmetrischen 
Fälle,  der  keinerlei  (t>  angehören.  Wir  gehen  jetzt  zur  ursprünglichen 
C2P-2  zurück.  Da  spaltet  sich  dann  umgekehrt  jede  reelle  0'  in  zwei 
reelle  0,  welche  dab  aus  dem  Doppelpunkte  entstehende  Oval  ungerad- 
zahlig  berühren,  und  es  entstehen  so  aus  den  2''~^0'  einer  Klasse  2""  0, 
welche  wieder  einet  Klasse  angehören.  Wir  werden  schließen,  daS  unsere 
Behauptung  über  die  Anzahl  der  reellen  0  in  den  verschiedenen  kombi- 
natorisch möglichen  Klassen  für  alle  0  der  ursprüngUchen  Kurve,  welche 
das  ausgezeichnete  Oval  imgeradzahlig  berühren,  richtig  ist.  Aber  das  ausge- 
zeichnete Oval  ist  doch  nur  ein  beliebiges  unter  den  übrigen.  Wir  schließen: 
Ist  unser  Theorem  für  das  Geschlecht  (p  —  1)  richiig,  so  ist  es  auch 
ieim  Oeschlechie  p  richtig  hinsichtlich  aller  derjenigen  0,  welche  wenig- 
stens  ein  Kurvenoval  ungeradzahlig  berühren. 

Daraufhin  wird  aber  die  Zahl  2^~^  der  0",  welche  unserem  Theoreme 
zufolge  bei  ungeradem  p  auftreten  sollen,  jedenfalls  auch  richtig  sein.  Wir 
brauchen,  um  dies  zu  sehen,  nur  die  Gesamtzahl  der  reellen  0,  die  wir 
vorhin  bestimmten,  heranzuziehen  und  von  ihr  die  jetzt  gewonnenen 
Zahlen  der  verschiedenartigen  0<^\  0'^',  ...  zu  subtrahieren.     Wir  sehen; 
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Unser  Satz  ist  allgemein  für  das  Geschlecht  p  richtig,  sobald  er  für 
(p  —  1}  bewiesen  ist,  — 
und  damit  ist  dann  die  Sache  erledigt,  da  sie  für  p  =  2  bekanntlich  stimmt. 

Es  erübrigt,  daß  wir  noch  einiges  wenige  über  die  Primcharakte- 
risUken  sagen,  welche  den  .reellen  <i),  wie  den  .Fj,  ungerader  Ordnung, 
zukommen.  Wir  bemerkten  bereits,  daß  die  gr^,  ■■■,g„  der  reellen  '^  alle 
gleich  Null  oder  Eins  sind,  je  nachdem  es  sich  um  eine  ortfaosym metrische 
oder  diasymmetrische  Kurve  handelt.  Dies  gilt  gleichförmig  für  die  Ff, 
ungerader  Ordnung,  wie  die  Betrachtung  der  geraden  iJ  zeigt.  Aber  auch 
die  A,,,..,A;,_i  lassen  sich  für  jede  0  oder  f^  sofort  angeben.  Die  ein- 
zelne dieser  Zahlen  ist'  nämlich  Null  oder  Eins,  je  nachdem  das  mit 
gleichem  Index  versehene  Kurvenoval  ungeradzahlig  oder  geradzahlig 
berührt  wird.  Alle  <&  also,  resp.  F^,,  welche  derselben  „Klasse"  ange- 
hören, stimmen  in  den  h^,  .,.,&j_i  überein.  Dabei  haben  wir,  wie  wir 
bereits  bemerkten,  die  hß  mit  den  früheren  Qß  (die  g^  mit  den  Qß)  zu  ver- 
gleichen. Wir  sehen  dann,  daß  unsere  Behauptung  gerade  entgegengesetzt 
zii  derjenigen  ist,  welche  wir  oben  für  die  Eiementarcharakteristiken 
fanden:  gß^O  bedeutete  damals  den  geradzahligen,  ^^=1  den  ungerad- 
zahligen Kontakt  mit  Aß.  Ich  kann  leider  diese  Angabe  hier  nicht  näber 
beweisen,  weil  ich  zu  dem  Zwecke  das  Verhalten  der  ■&  bei  der  Kurve 
mit  .Doppelpunkt  noch  ausführlicher  studieren  müßte:  man  vergleiche 
hierzu  die  Entwicklungen  [von  §  20  meiner  Arbeit  aus]  Bd.  36  der  Math. 
Ännalen  (1889).  Übrigens  aber  schließen  sich  hier  die  Bemerkungen  vom 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  an,  auf  die  ich  nicht  weiter  zurückkomme. 


Wir  haben  hiermit  die  sämtlichen  Entwicklungen  durchlaufen,  welche 
in  der  vorliegenden  Arbeit  gegeben  werden  sollten.  Wir  könnten  ja 
mannigfache  Verallgemeinerungen  anschließen,  unter  Festhaltung  der  me- 
thodischen Grundgedanken.  Einmai  wird  man  statt  der  f^,,  welche  unsere 
Kurve  Überali  berühren,  solche  /J,  heranziehen  können,  welche  überall  os- 
Iculieren,  hyperoskuUeren  usw.  (wie  ich  dies  zum  Teil  schon  [in  Abh.  XXXIXj 
für  die  dort  behandelten  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  getan  habe). 
Dann  aber  wird  man  die  Betrachtung  von  der  Normalkurve  der  <p  als 
solcher  ablösen.  Die  Unterscheidung  der  symmetrischen  Flächen  in  ortho- 
symmetrische  und  diasymmetrische  gibt  ein  durchgreifendes  Einteilungs- 
prinzip für  sämtliche  reelle  Kurven.  Und  so  oft  man  bei  einer  solchen 
Kurve  eine  Anwendung  der  Abelschen  Funktionen  zu  machen  weiß,  sind 
wir  in  der  Lage,  eine  vollständige  Sealitätsdiskussion  der  bei  dieser  An- 
wendung in  Betracht  kommenden  Gebilde  hinzuzufügen. 

Göttingen,  den  2.  September  1892. 
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XLIII.  Gcometrisdiehi  zur  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen. 

[Aus  dem  Katalog  mathematischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumente.  Herausgegeben 
im  Auftrage  der  Deutschen  Mathematik  er- Vereinigung  von  W,  Dyek,    (1892). 

Sylvester  und  Kronecker  haben  bereits  in  den  60.er  Jahren  bei 
der  Diskussion  der  Wurzelrealitat  algebraischer  Gleichungen  geometrische 
Konstruktionen  in  der  Weise  herangezogen,  daß  sie  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  oder  sonstige  Größen,  von  denen  man  die  Gleichung  abhängig 
denken  mag,  als  Koordinaten  eines  Raumpunktes  interpretierten,  —  wobei 
natürlich  ihrer  unmittelbaren  Anschaulichkeit  wegen  diejenigen  Fälle  be- 
sondere Berücksichtigung  fanden,  bei  denen  man  mit  Räumen  von  zwei 
oder  drei  Dimensionen  ausreicht^).  Es  handelt  sich  da  insbesondere  um 
den  Verlauf  derjenigen  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  Nullsetzen  der  Dis- 
kriminante  der  vorgelegten  Gleichung  vorgestellt  wird  —  die  Diskriminanten- 
maniiigfaltigkeit  ~,  ttnd  um  die  durch  dieae  Mannigfaltigkeit  vermittelte 
Zerlegung  des  Gesamtraumes  in  verschiedene  Gebiete.  —  Ich  möchte  im 
nachstehenden  an  den  bezeichneten  Ansatz  in  der  Weise  anknüpfen,  daß 
ich  die  elementaren,  für  Gleichungen  beliebigen  Grades  gültigen  Kriterien 
in  Betracht  ziehe,  durch  welche  man  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  abzu- 
zählen vermag,  die  gegebenen  Falles  verhanden  sein  mögen.  Bei  der  geo- 
metrischen Interpretation  dieser  Kriterien  entsteht,  wie  von  selbst,  eine 
Auffassung  derselben,  vermöge  deren  die  etwas  stereotypen  Dar  Stellungen 
der  Lehre  von  der  Wurzelrealität,  wie  sie  sich  in  unseren  Lehrbüchern 
finden,  der  Neubelebung  und  Weiterentwicklung  zugänglich  werden^).    Der 

')  Sylvester  in  den  „Philosophioal  Tranaactions"  Bd.  154,  1864  (On  the  real 
and  imaginary  loota  of  equations)  [=  Werke II,  S.376];  Kroneoker  in  Vorlesungen. 

^)  loh  werde  weiter  unten  noch  hervorheben,  daß  die  bez.  DaratelluDgen  der 
Lehrbücher  vielfach  auch  unvollständig  sind.  Aber  der  wesenthohe  Mangel  hegt  wohl 
darin,  daß  die  Lehrbücher  durchgängig  an  der  Auffassung  festhalten,  als  handele  ee  sich 
bei  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  um  „n-wmerhdte"  Gleichungen,  also  um 
Verfahrnngsweisen,  welche  keinen  allgemeinen  Charakter  haben,  sondern  sich  jeweils 
nach  dem  besonderen  vorgelegten  Falle  riohten.  Im  Gegensätze  daau  läßt  die  geo- 
metrische Interpretation  die  Koeffizienten  der  zu  untersuchenden  Gleichungen  not- 
wendig als  frei  veränclerliche  reelle  Großen  a 
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Zweck  der  vorliegenden  kurzen  Mitteilung  wird  erreicht  sein,  wenn  es  mir 
gelingen  sollte,  in  dieser  Richtung  einen  Anstoß  zu  geben.  Um  so  lieber 
will  ich  mich  im  folgenden  auf  die  allereleraentarsten  Fälle,  nämlich  auf 
Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades,  beschränken:  ich  hofEe  da  allgemein 
verständlich  zu  sein  und  kann  doch  schon  alles  Wesentliche,  was  ich  zx> 
sagen  habe,  hervortreten  lassen. 

Zunächst  der  allgemeine  Ansatz.    Sei 

(II  f[z)  -  z-  -I-  nAz-^  +  ^--"f-^  Bz-'  +...N^0 

eine  vorgelegte  Gleichung  n-ten  Grades  (wo  die  Einomialko effizienten  hinzu- 
gesetzt sind,  weil  dadurch  die  später  zu  gebenden  Formeln  einfacher  werden). 
So  interpretiere  man  einfach  Ä,  B,  ...,  N  als  Punkt koordinaten  in  einem 
ji-dimensionaien  Räume  2i„.  Gleichung  (1)  repräsentiert  dann,  sofern  man 
das  s  als  gegebene  GröSe  und  die  A,B,...  als  Veränderliche  ansehen 
willj  einen  in  diesem  iJ,,  enthaltenen  (m— l}-fach  ausgedehnten  Raum, 
Ä„_i,  und  die  ganze  Reihenfolge  von  ü„_i,  welche  man  so  für  wechselnde 
Werte  von  z  erhält,  umhüllt  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eben  jene  Dislcri- 
jninantenmannigfaltigkeit,  von  welcher  bereits  soeben  die  Rede  war;  kann 
man  doch  die  Diskriminante  als  Resultante  von  f (s)  =  0  und  — r  =  0 
berechnen.  —  In  nächster  Beziehung  zu  diesem  jß„-i  und  damit  zur  Dis- 
kriminantenmannigfaltigkeit  steht  nun  diejenige  rationale  „Kurve",  die  den 
Gleichungen  (1)   mit  n-facher  Wurzel  entspricht: 

d.  h.  diejenige  Kurve,  deren  Punkte  sich  mit  Hilfe  eines  Parameters  Ä  so 

darstellen  lassen; 

(2)  A=  •-.  A,     B  =  l-,  ...     N^{-  l)"l". 

Möge  dieselbe,  entsprechend  der  Ausdrucks  weise  der  neueren  Geometer, 
hier  schlechtweg  a,h  Normkurve  henawit  werden^);  den  einzelnen  durch  (2) 
gegebenen  Punkt  der  Kurve  werde  ich  als  den  Punkt  i  derselben  be- 
zeichnen. Da  ist  denn  unmittelbar  ersichtlich,  daß  die  sämtlichen  n  Schnitt- 
punkte, welche  der  durch  ("11  gegebene  i?„-i  mit  der  Normkurve  gemein 
hat,  in  den  einen  Punkt  A  =  a  komzidieren :  unsere  fi„_i  sind  Schmiegwngs- 
räume  der  Normkur\e  und  eben  dadurch  unter  allen  anderen  {n  —  l)-fach 
ausgedehnten  lineaipn  Räumen  miseres  R^^  charakterisiert.  Die  Wurzeln  S; 
aber,  welche  die  Gleichung  f{z)^0  besitzt,  werden  auf  der  Normkurve 
durch  die  n  Punkte  X—  z^  vorgestellt  sein,  nämlich  durch  diejenigen  Punkte 
der  Normkurve,   in  welchen  die  von  dem  Raumpunkte  (A,B,...,N)  an 

")  Vgl.  z.  B,  VvHi  /  Me\  ei     ■^puJEirität  und  rationale  Kurven.    Tübingen  188^. 
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die  Kiitve  laufenden  Schmiegungsiaume  (w  —  i}-ter  Dimension  dieselbe 
burühren.  Insbesondere  weiden  von  diesen  Wurzeln  genau  so  viele  reell 
sein,  als  von  unserem  Baumpunkte  atis  reelle  Schmiegungsräume  an  die 
Kurve  gehen*). 

Spezifizieren  wir  diesen  Ansatz  zunächst  für  n  =--  2,  so  haben  wir  in 
der  Gleichung  zweiten  Grades 
(3)  z''-^2Az-\-B-^-(l 

die  A,  B  als  Punktkoordinaten  (etwa  geradezu  als  rechtwinklige  Punkt- 
koordinaten) der  Ebene  zu  interpretieren.    Wir  haben  dann  als  Definition 
der  Nocmkurve 

(4)  A--^  -}..     B^-X-' 

zugrunde  zu  legen,  was  eine  Parabel  mit  der  Glei- 
chung j4  ^  —  S  ^  0  ergibt,  wie  sie  durch  die  neben- 
stehende Fig.  1  versinnlicht  wird;  man  beachte, 
'  daß  auf  dieser  Parabel  die  Punkte  mit  positivem  /. 
linker  Hand,  die  mit  negativem  X  rechter  Hand 
liegen.  Gleichung  (3)  wird  zwei  reelle  oder  zwei 
imaginäre  Wurzeln  haben,  je  nachdem  von  dem  repräsentierenden  Punkte 
(A,  B)  aus  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Tangenten  an  die  Parabel  gehen. 
Augenscheinlieh  zerfällt  mit  Rücksicht  hierauf  die  Ebene  in  zwei  durch 
die  Parabel  getrennte  Teile;  ich  habe  dieselben  in  der 
nebenstehenden  Fig.  2  durch  die  Ziffern  2  und  0  unter- 
schieden. Die  durch  die  Parabel  vorgestellte  Normkurve 
ist  hier  eben  selbst  die  Diskriminantenmannigfaltigkeit, 
und  unsere  Figur  also  ein  Gegenbild  dafür,  daß  die  qua- 
dratische Gleichung  (3)  zwei  oder  null  reelle  Wurzehi 
hat,  je  nachdem  die  Diskriminante  A^  ~  B  positiv  oder  negativ  ist. 
Wir  gehen  über  zur  kubischen  Gleichung ; 


Fig.  2. 


Die  Baumküi 


struktioii 


^  +  SAz^^3Bz  ■]-C  =  0. 

in,  welche    hiei   aiiizufuhien  huid     lis^^en   si  li  iiiciit 


')  ;Ich  weise  hier  gern  darauf  inn  daß  man  sicl  mich  die  Lei  einer  Gleichung 
werten.  Grades  vorliegenden  VerhattniB^e  im  (fo  eidimensionalen  Ra-unie  aiiachaulii,h  klir 
machen  kann,  wenn  man  diese  so  tiansformiert  daJi  dei  Koeffizient  Ä  0  iriid  also 
die  Gleichung  der  Normiturve  m  dei  Form 


.J)li 


-i)'- 


schreibt.     Das  von  Herrn  Harten-iteui  auf  meme  \eiaiila  «mig  konntruierte  F 
modell   der  Diskriminanten fläche  ist   im  Veilage  lon  Martin  Schdling  erschienen 
in  meiner  von  B.  Hellinger  ausgearbeiteten  Vorlesung     Element aimathematik   \on 
höheren   Standpunkte    (1908)"   (in   Romraissioa    bei   B   &  Teubner)   Bd    I     1   Aufl 
S.  220—231,  2.  Aufl.,  S.  223— 2S4  beschrieben     Die  Flache  zerfallt  ubiigenn  in  einei 
Beatandteil  fünfter  Ordnung  and  die  unendlich  feine  Ebene     K.1 
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mehr  kurz  dureli  ebene  Figuren  erläutern,  und  ich  muß  den  Leser  bitten, 
falls  anders  er  die  Angaben,  die  ich  fernerhin  über  kubische  Gleichungen 
zu  machen  habe,  völlig  in  sich  aufnehmen  will,  sich  selbst  geeignete  räum- 
liche Modelle  zu  verfertigen*).  Wir  haben  da  erstlich  als  Normkurve  die 
Raumkurve  dritter  Ordnung 

dann  als  Diskriminanfcenmannigfaltigkeit  die  zu  dieser  Kaumkurve  gehörige 
developpable  Fläche.  Durch  selbige  wird  der  Baum  in  zwei  Gebiete  zer- 
legt, entsprechend  der  Möglichkeit,  daß  die  Gleichung  (5)  drei  oder  eine 
reelle  Wurzel  für  z  ergeben  kann.  Wir  weixien  diese  Gebiete  dement- 
sprechend mit  den  Ziffern  3  und  1  bezeichnen.  Von  den  Punkten  des 
Gebietes  3  aus  laufen  immer  drei  reelle  Oskulationsebenen  an  die  Kurve, 
von  den  Punkten  des  Gebietes  1  aus  nur  eine. 

Ich  wende  mich  nun  gleich  zu  den  Kriterien  für  die  Abzahlung  der 
reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung.  Dabei  werde  ich  gelegentlich 
etwas  ausholen  müssen,  insofern  diese  Kriterien  in  der  Mehrzahl  der  Lehr- 
bücher, wie  ich  schon  andeutete,  nur  unvollständig  mitgeteilt  werden.  Ich 
unterscheide  in  erster  Linie  zwischen  solchen  Kriterien,  welche  die  Gesamt- 
zoM  der  reellen  Wurzeln  betreffen,  und  den  anderen,  die  sich  auf  die 
reellen  Wurzeln  in  einem  gegebenen  Intervalle  beziehen.  Andererseits 
trenne  ich  zwischen  genauen  Kriterien  und  solchen,  welche  nur  eine  Grenze 
der  Wurzelanzahl  geben  [approximierende  Kriterien). 

Um  hiemach  mit  den  genauen  Kriterien  zu  beginnen,  durch  welche  man 
die  Gesamtzahl  der  reellen  Wurzeln  bestimmt,  so  habe  ich  gleich  hier  von 
der  üblichen  Darstellung  der  Lehrbücher  abzuweichen.  Man  findet  in  den 
letzteren  übereinstimmend  das  Verfahren  von  Stiirm  und  einen  mehr 
oder  minder  ausführlichen  Exkurs  über  diejenigen  Methoden,  welche  sich 
an  das  Trägheitsprinzip  der  quadratischen  Formen  schließen.  Dagegen 
fehlt  zumeist  jeder  Hinweis  auf  die  bestimmte  Ausgestaltung,  welche 
letztere  Methoden  durch  Hermite  und  Sylvester  vermöge  Aufstellung 
jener  quadratischen  Form  von  [n  —  1)  Veränderlichen  gefunden  haben, 
welche  Sylvester  als  Be^outiante  bezeichnet").  Und  doch  zweifle  ich 
nicht,  daß  erst  mit  der  Bezoutiante  der  Kernpunkt  der  ganzen  Frage- 
stellung getroffen  ist. 

Sei  wieder  f(z)  =  0  die   vorgelegte  Gleichung.    Wir  machen  der  Bc- 

*)  [Auf  meine  Veranlassung  hat  W.  Ludwig  nach  Vorarbeiten  von  E.  Lange 
ein  besonders  schönes  Fadenniodell  konstruiert,  welches  gleichfalls  im  Verlage  Martin 
Schilling  erschienen  ist.     K,] 

«)  Vgl.  Sylvester  in  den  „Philosophical  Transactions"  Bd.  143,  1853:  On 
the  syzygetic  relations  «sw.  [=  Werke  I,  8.429],  Hormite  in  Bd.  52  von  „Creiles 
Journal",   1856   [=  Werke  I,   8.397].     Vgl.  übrigens   auch   ßaltzers   Determinanten. 
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quemlichkeit  halber  homogen,  indem  wir  s  durch  -'  ersetzen  und  mit  z." 
heraufmuitipSizieren.  Solcherweise  entstehe  f[z,,  ^^)  ^0,  wo  wir  mm  die 
linke  Seite  kurzweg  mit  f  bezeichnen  werden.  Entsprechend  werde  f'  ab- 
kürzenderweiae  für  f(^[,z^)  geschrieben,  unter  Zj,  z.^  eine  zweite  Variabeln- 
reihe  verstanden.    Man  bilde  sich  jetzt  die  „Kombinante": 

(7)  öü,    dzi     dz^    dz! 

Dieselbe  ist  ÜTiear  und  homogen  einerseits  in 


andererseits  i 


z., ,  - 


Die  Bezoutiante 

(8)  B{t,J,,...,tn-i) 

entsteht  nun  einfach  aus  (7),  indem  man  die  genannten  aufeinander- 
folgenden Verbindungen  der  z^,z.^  wie  der  z[,z'  beide  bez  äuich  die 
(n.— I)  ünhestimmten  t^,t.^,  ...,ta^i  ersetzt.  Und  nun  handelt  et  sich 
nur  noch  darum,  die  „Trägheit"  der  so  gewonnenen  quadiati=!then  Form 
von  {n  —  1)  Veränderlichen  zu  konstatieren,  d  h  zuzusehen  wie  viele 
positive  bez.  negative  Vorzeichen  hervortreten,  wenn  man  ef.  unternimmt, 
die  Form  S  durch  reelle  lineare  Substitution  dei  t^,t^,  . .  .,t„-x  m  ein 
Aggregat  bloßer  Quadrate  zu  verwandeln.  Die  Regel  wird  kurzweg  die, 
daß  f—0  genau  so  viele  Paare  imaginärer  Wurzeln  besitzt,  als  bei  der 
genannten  Reduktion  von  B  negative  Quadrate  auftreten.  Die  prinzipielle 
Einfachheit  dieser  Aussage  aber  ruht  darin,  daß  B  nicht  nur  von  den  i, 
sondern  auch  von  den  Koeffizienten  von  f  in  quadratischer  Weise  abhängt 
(so  daß  also  bei  unserer  geometrischen  Interpretation  fi  =  0  eine  von  den 
Parameteirn  (,,  ..  .,  i„_i  abhängige  Schar  von  Flächen  zweiten  Grades  gibt). 
Für  die  quadratische  Gleichung  (3)  liefert  die  so  formulierte  Regel 
natürlich  nichts  Neues.  Gehen  wir  also  gleich  zur  kubischen  Gleichung  (5). 
Hier  wird  die  Bezoutiante: 

(9)  {A'''-B)tl^  [AB  -  0)t,  t,  +  [B"--AG)tl 

ist  also  (wie  man  erwarten  konnte),  von  einem  negativen  Zahlenfaktor 
abgesehen,  mit  der  sog.  Hesseschen  Form  von  /■(z^.z.j)  identisch.  Wir 
werden  wünschen,  uns  im  geometrischen  Bild  darüber  klar  zu  werden, 
weshalb  die  „Trägheit"  von  (9)  in  der  angegebenen  Weise  mit  der 
Realität  der  Wurzeln  von  f—0  zusammenhängt,  oder  wenige 
f==0  drei  oder  eine  reelle  Wurzel  liefert,  je  nachdem  die  Gleichung 

(10)  (A'' ^  B)tl+iÄB  ~C}tJ.,  +  {B"--  AC)tl=0 
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für  t^ :  i.j  null  oder  zwei  reelle  Wurzeln  ergibt.  Zu  dem  Zwecke  fragen 
wir  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichung  (10)  bei  stehenden 
t^^,ti  und  finden,  daß  dieselbe  den  Kegel  zweiten  Gfrades  vorstellt,  der 
sich  von  dem  Punkte  ^^=t  der  Normkurve  nach  den  anderen  Punkten 
der  Normkiirye  hin  erstreckt.    Unsere  kubische  Gleichung  soll  also  3  oder 

1  reelle  Würze!  haben,  je  nachdem  durch  den  Raumpmikt  (^ßC),  0  oder 

2  reelle  Projektionskegel  dieser  Art  hindurchgehen.    Nun  haben  awei  Kegel 

(10)  außer  der  Normlmrve  dritter  Ordnung  selbst  immer  noch  die  Ver- 
bindungsgerade ihrer  Spitzen  gemein.  Sind  die  Kegel  reell,  so  ist  diese 
Gerade  ebenfalls  reell  und  damit  eine  eigentliche  Sekante  der  Normkurve, 
im  Gegensatz  zu  den  gleichfalls  reellen  aber  im  eigentlichen  Sekanten, 
welche  unsere  Normkurve  je  in  zwei  konjugiert  imaginären  Punkten  treffen 
(und  die  der  Schnitt  zweier  konjugiert  imaginärer  Kegel  (10)  sind).  Daher 
läßt  sieh  der  an  Gleichung  (10)  anknüpfende  Satz  dahin  aussprechen: 

daß  die  Gleichung  /'—  Ü  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln  haben  wird, 
je  nachdem  durch  den  Eaumpunht  [A,  B,  C)  eine  eigentliche  oder 
eine  uneigenilicke  Sekante  der  Normkurve  dritter  Ordnung  geht. 
und  in  dieser  Form  ist  der  Satz  den  Geometern  ohne  weiteres  einleuchtend. 
Denn  die  Normkurve  dritter  Ordnung  projiziert  sich  vom  Punkte  (A,  B,  C) 
aus  im  ersteren  Falle  als  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  mit  eigentlichem 
Doppelpunkte,  im  zweiten  Falle  als  solche  mit  isoliertem  Punkte,  und  es 
ist  wohlbekannt,  daß  eine  Kurve  der  ersteren  Art  nur  einen,  eine  Kurve 
der  zweiten   4rt  drei  reelle  Wendepunkte  besitzt. 

Ich  habe  diese  Betrachtung  über  die  Kegel  zweiten  Grades,  welche 
\on  den  Punkten  der  Normkurve  dritter  Ordnung  auslaufen,  um  so  lieber 
gegeben  als  ihre  Besprechung  ohnehin  unerläßlich  ist,  wenn  man  die  Zahl 
dei  leellen  Wurzeln  von  /■=0  durch  die  sogenannte  Newtonsche  Regel 
abschätzen  will.  Ich  denke  dabei  an  jenes  approximierende  Kriterium, 
welches  ursprünglich  in  Newtons  Arithmetica  universalis  (17071  gegeben 
worden  ist,  aber  erst  1865  von  Sylvester  bewiesen  und  zugleich  nach 
verschiedenen  Richtungen  erweitert  wurde').  In  ihrer  einfachsten  Gestalt, 
die  wir  hier  allein  in  Betracht  ziehen,  lautet  diese  Regel  dahin: 

daß  unsere  Oleichung  (1)  mindestens  so  viele  imaginäre  Wurzeln  be- 
sitzt, cds  die  Reihe  der  quadratischen  Ausdrucke 

(11)  -I^A"-  B,B-  -AC,  ...,N- 

Zeichenwechsel  darbietet. 

')  Vgl.  insbesondere  Transactions  of  tlie  B.  Dublin  Academy,  t.  24  (1871),  sowie 
Philosophical  Magazine,  4  ser.,  t.  31  (1866).  [Vgl.  Sylvesters  Werke  Bd.  U,  S.  704 
u.II,  8.54'2.]  —  AuohdieBeKeget  fehlt  invielenLelirbüchern;Ausführiichere8  darüber  gibt 
u.  a.  Petersen  in  seiner  „Theorie  der  algebraischen  Gleichungen"  (Kopenhagen  1878), 
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Im  Falle   der  Gleichungen   dritten  Grades  (5)  haben  wir  also  sicher  zwei 
imaginäre  Wurzeln;  wenn  von  den  beiden  Ausdrücken 

A--B,     B"'--AG 
auch  nur  einer  negativ  ist.    Hier  bemerke  man  nun,  daß  nach  Gleichung  (]  0) 
(12)  Ä'~B=0,     B'^~AC  =  0 

die  Gleichungen    der   beiden  Projektionskegel    sind,    die  von    den  Punkten 

,t  =  oo,  bez.  A  =  0 
der  Normkurve  dritter  Ordnung  nach  dieser  Kurve  hinlaufen.  Der  geo- 
metrische Sinn  des  Newtonschen  Kriteriums  ist  dementsprechend  der,  daß 
bei  der  Gleichung  dritten  Grades  sicher  zwei  imaginäre  Wm-zeln  vorhanden 
sind,  sobald  der  Raumpunkt  (A,  B,C)  im  Innern  auch  nur  eines  der 
beiden  genannten  Kegel  liegt.  Die  geometrische  Anschauung  bestätigt 
nicht  nur,  sondern  vervollständigt  diese  Regel  und  bringt  sie  dadurch  mit 
dem  aus  der  Bezoutiante  abgeleiteten  Kriterium  in  klaren  Zusammenhang. 
Wir  wissen  bereits,  daß  keiner  der  Kegel  (10)  in  das  Raumstück  eindringt, 
welches  den  kubischen  Gleichungen  mit  drei  reellen  Wurzein  entepricht; 
wir  fügen  jetzt  hinzu,  was  uns  ein  Blick  auf  die  Gestalt  der  Kurve  dritter 
Ordnung  lehrt,  daß  dieses  Raumstück  ««^erÄöiö  der  aämtiichen  Kegel  (10) 
liegt.  Wir  wissen  andererseits,  daß  das  Raumstück,  welches  den  kubischen 
Gleichungen  mit  nur  einer  reellen  Wurzel  entspricht,  von  den  reellen 
Kegeln  (10)  durchweg  zwiefach  ausgefüllt  wird,  und  hierin  liegt,  daß  jeder 
Punkt  (A,  B,  C)  im  Innern  dieses  Raumstückes  jedenfalls  auch  im  InueiTi 
einer  unendlichen  Zahl  von  Kegein  (10)  liegt.  Wir  werden  also  folgenden 
genauen  Satz  aufstellen:  daß  die  kuhische  Gleichung  dann  und  nur  dann 
zwei  imaginäre  Wurzeln  besitzt,  wenn  die  Bezoutiante  (10)  jür  irgend- 
welche reelle  Werte  von  t^,  t^  negativ  wird.  Und  von  diesem  Satze  ist 
dann  die  Newtonsehe  Regel  ein  bloßes  KoroUar. 

So  viel  über  die  allgemeine  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln.  Wir 
wenden  uns  jetzt  zur  Abzahlung  der  Wurzeln  in  einem  Intervalle  von  x 
bis  y  (x  <  y).  Auch  hier  werde  ich  mich  auf  die  elementarsten  Erläute- 
rungen beschränken.  Insbesondere  will  ich  der  Kürze  halber  die  exakten 
Abzählungsmethoden  ganz  beiseite  lassen  und  unter  den  approximierenden 
Kriterien  nur  diejenigen  betrachten,  bei  denen  lineare  Funktionen  der 
Koeffizienten  zugrunde  liegen,  also  den  Cartesiachen  Satz,  das  Theorem 
von  Budan-Fourier  usw.  Auch  mögen  jetzt  vor  allen  Dingen  die  qua- 
dratischen Gleichungen  (3)  herangezogen  werden,  insofern  bereits  bei  ihnen 
alles  Wesentliche  hervortritt;  über  die  kubischen  Gleichungen  gebe  ich  nur 
eine  kurze  Schlußbemerkung. 

Wir  hatten   bei   den  Gleichungen  zweiten  Grades  als  Normkurve  die 
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Fig.  3. 
[gehörige  Grebietsein- 


Parabel  der  Fig.  1.  Markieren  wir  auf  ihr  die  beiden  Punkte  i  =  x  und 
l  =  y  (wobei  für  x  <  y  der  Punkt  x  rechts  von  y  liegt)  und  untersclieiden 
dann  drei  Gebiete  der  Ebene,  je  nachdem  sich  vom  einzelnen  Punkte  [A ,  B) 
aus  an  dae  zwischen  x  und  y  verlaufende  Parabefstiick  2  oder  1  oder  0 
Tangenten  legen  lassen,  so  entsteht  offenbar  die 
nebenstehende  Fig.  3,  welche  ich  kurzweg  als  die 
„richtige"  Figur  [x,  y)  bezeichnen  werde:  —  die 
Grenzen  der  dreierlei  bei  ihr  zu  unterscheidenden 
Gebiete  werden  teils  von  dem  genannten  Parabel- 
stücke selbst,  teils  von  den  beiden,  zu  den  Punkten 
X  und  y  gehörigen  Parabeltangenten  gebildet.  — 
Lassen  wir  hier  y  insbesondere  ins  Unendliche 
moken,  so  entschwindet  für  die  Anschauung  die 
ganze  zu  y  gehörige  Tangente  und  wir  haben  als 
teilung  den  in  Fig.  4  vorgestellten  Fall;  wir  benennen  diese  Figur  als  die 
„richtige"  Figur  (a^.cc). 

Aufgabe  der  zu  diskutierenden  linearen  Kriierien  wird  es  nun  sein, 
diese  richtigen  Figuren  mit  möglichster  Annäherung  durch  solche  zu  er- 
setzen, bei  welchen  nur  gerade  Linien  zur  Felderabgrenzung  gebraucht  werden . 

Von  dieser  Auffassung  ausgehend,  betrachten 
wir  zunächst  die  Cartesische  Zeichenregel.  Wir 
wollen  dieselbe  gleich  in  die  verallgemeinerte  Form 
setzen,  in  der  sie  die  reellen  Wurzeln  von  f[z)  =  0 
abzuschätzen  gestattet,  die  größer  als  ein  beliebiges 
vorgegebenes  x  sind.  Es  handelt  sich  da  ura  die 
Funktionsreihe : 
(13)  f[x),     l'{x),     t"(x) 

und  die  Regel  behauptet,  daß  fiz)  =  0  höchstens  so  viele  reelle  Wurzeln, 
>  X  besitzt,  als  Zeichemvechsel  in  dieser  Funktionsreihe  vorhanden  sind, 
und  daß  die  richtige  Zahl  der  Wurzeln  von  der  durch  die  Zeichenwechsel 
gegebenen  Zahl  immer  nur  um  ein  Multiplum  von  2  verschieden  sein  kann. 
Zwecks  Übersetzung  der  Regel  in  die  geometrische  Anschauung  werden  wir 
vor  allen  Dingen  die  drei  geraden  Linien  konstruieren,  welche  in  der 
Ebene  (-4,  B)  durch  Nullsetzen  der  drei  Auedrücke  f{x),  f  (x),  f  {x)  vor- 
gestellt werden.  Hier  gibt  f"(x)  =  0  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
kommt  also  für  die  Zeichnung  in  Wegfall.  f'(x)  =  0  gibt  die  vertikale 
Linie  A  =  —  x,  d.  h.  den  durch  den  Punkt  x  der  Parabel  laufenden  Durch- 
messer derselben.  Endlieh  f(x)  =  0,  wie  .wir  von  früher  wissen,  die  zum 
Punkte  X  gehörige  Parabeltangente.  Ein  jedes  der  von  den  genannten  Ge- 
raden   umgrenzten   Gebiete   der  Ebene   bietet   bestimmte  Vorzeichen    von 


Fig.  4. 
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f{x),  f'{a;),  f"{x)  dai-.  Nun  kommt  es  uns  aber  nicht  auf  diese  Vor- 
zeichen, sondern  nur  auf  die  Zahl  der  Zeichenwecksel  an,  welche  die  Reihe 
f{x),  f{x),  f"{x)  darbietet.  Wir  markieren  dieselbe  für  die  verschiedenen 
Teile  der  Ebene  und  erhalten  so  schließlich  die  folgende  Fig.  5,  welche  ich 
die  „Cartesische  Figur"  {x,  oo)  neiuien  darf. 

Wir  verstehen  die  Caitesische  Regel  in  geometrischer 
Form,  indem  wir  diese  neue  Figur  mit  Fig.  4  [der  „richtigen" 
Figur  [x,  co)]  vergleichen.  Und  dabei  bestätigen  wir  nicht 
nur  die  Cartesische  Regel,  sondern  erkennen  auch  ihre  Vor- 

/^  züglichkeit.    In  der  Tat  sieht  man,  daß  man  die  „richtige" 

Figur  vermöge  einer  geradlinigen  Feldereinteilung,  an  der 
(unier  Einrechnung  der  unendlich  fernen  Geraden)  drei 
Fig.  5,  gerade  Linien  partizipieren,  in  der  durch  den  Carteaischen 

Satz  vorgesehenen  Weise  unmöglich  besser  approximieren 
kann,  als  dies  durch  die  Cartesische  Figur  geschieht. 

Wir  erläutern  ferner,  in  gleichem  Sinne,  den  Budan-Fourier sehen 
Satz.  Es  handelt  sich  bei  demselben  allgemein  um  die  Zahl  der  reellen 
Wurzeln  von  f[z)  ==  0,  welche  zwischen  zwei  beliebig  vorgegebenen  Grenzen, 
X  und  y  ix<y)  liegen.    Man  bildet  die  beiden  Funktionareihen : 

\f{x),   fix),  f"{x)     imd 

{ny)>  f'{y)>  f"iy)^ 

bestimmt  zuerst  die  Zahl  V  [x)  der  Zeichen  Wechsel,  welche  die  erstere 
Reihe  darbietet,  fernei  die  Zahl  V [y]  der  Zeiehenwechsel  der  zweiten 
Reihe,  imd  hat  dann  in  V (x)  —  V {y)  eine  Zahl,  welche  von  der  Zahl 
der  zwischen  x  und  y  gelegenen  reellen  Wurzeln 
van  f{z)  =  0  höchstens  um  ein  positives  Viel- 
faches von  2  abweicht.  Wieder  übersetzen  wir  diese 
Regel  in  eine  geometrische  Figur.  Indem  wir  ganz 
ähnlich  verfahren,  wie  vorhin,  ergibt  sich  die  fol- 
gende Feldereinteilung  (Fig.  6). 

Ein  Vergleich  mit  Fig.  3  bestätigt  darauf  die 
Richtigkeit  des  Budan-Fourier  sehen  Satzes:  über- 
Pig  (j  all  da,  wo  Fig.  3  und  Fig.  6  den  Punkten  der  Ebene 

verschiedene  Zahlen  beilegen,  ist  die  Zahl  der  Fig.  6 
um  ein  positives  Vielfaches  von  2  größer.  Aber  wir  fragen  angesichts 
unserer  Figuren  nicht  nur  nach  der  Richtigkeit,  sondern  auch  nach  der 
Zweckmäßigkeit  des  Budan-Fourierachen  Satzes.  Und  da  kommen  wir 
zu  einem  Resultate,  welches  bei  einem  so  elementaren  Gegenstände  über- 
raschen muß  und  eben  darum  geeignet  sem  dürfte,  die  geometrische  Be- 
trachtungsweise, für  die  wir  hier  eintreten,   ]iicht  nur  als  eine  beiläufige 


(14) 
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Erläuterung,  sondern  als  eine  notwendige  Ergänzung  der  gewöhnlich  ge- 
gebenen Entwicklungen  erscheinen  zu  lassen;  Fig.  6  mit  ihren,  vier  ver- 
schiedenen geraden  Linien  ungehörigen  BegrenzungssPücken  ist  als  An- 
näkerwng  an  Fig.  3  keineswegs  besonders  zweckmäßig  gewählt,  man  kann 
der  Fig.  3  mit  einer  nur  aus  drei  geraden  Linien  gebildeten  Figtir  viel 
vMher  kommen.  Man  hat  einfach  eine  Figur  zu  zeichnen,  welche  man  als 
projektive  Ver allgemein eciing  der  Cartesischen  Figur  betrachten  kann  (ao- 
fem  man  bei  letzterer  die  unendlich  ferne  Gerade  mitzählen  will),  d.  h. 
die  nachstehende  Figur,  welche  neben  den  Tangenten  der  beiden  Parabei- 
punkte  X,  y  das  geradlinige  Verbindungsstück  xy  enthält.  Will  man  das 
analytische  Kriterium  aufstellen,  welches  dieser  Figur  entspricht,  so  ist  es 
bequem,    wieder  homogen  zu  machen,    also    statt  f{z)   die   binäre  Form 


f'i^i'  ^ü)  ^^^  statt  X  und  y  die  Variabeinpaare  a:^,  x^  und  y^,  y^  einzu- 
führen. Ich  setze  außerdem  symbolisch  ({z^,  z^)  =  a,^.  Bei  Fig.  7  handelt 
es  sich  dann  einfach  um  die  Zeichentvecksel  der  Funktionsreihe: 

(15)  "i'  "i'^ii'  ^l- 

Es  ist  kaum  nötig,  daß  ich  beim  BeweisP  diesFi  Behauptunj^  (jdei  dei 
damit  aufgestellten  Regel  für  die  Abzahlung  dei  Wurzeln  im  Intervall  z  i/ 
verweile.  Es  handelt  sich  einfach  darum,  m  die  Gleichung  /(Zj,Sj]  =  0 
x^-\- Xy^^  für  Sj,  x-.-\-Xy^  für  s.^  zu  substitutieien  und  nun  fui  die  so  ent 
stehende  Gleichung  in  A  die  Zahl  der  positiven  Wurzeln  duiuh  das  Caitesische 
Theoiem  festzulegen,  bzw.  zu  umgrenzen  Da&  ist  so  einfach,  daß  es 
wundernehmen  mußte,  wenn  dieser  Ansatz  nicht  schon  m  früherer  Zeit 
bemerkt  sein  sollte  Und  in  der  Tat  findet  sich  derselbe  beibpiels weise  bei 
Jaoobi  m  f'reÜPs  Journal,  Bd,  13  (1835)  {Obseivatmnculae  ad  theoriam 
aequationum  pertinentes).  Nur  fügt  Jacobi  merkwürdigerweise  hinzu: 
regula  a  clarissimo  Fourier  proposita  multis  nominibus  praestat. 

Es  erübrigt  nur  noch,  daß  ich  angebe,  wie  man  bei  der  Normkurve 
dritten  Grades  diejenige  räumliche  Figur  konstruiert,  welche  man  als  Ver- 
allgemeinerung der  ebenen  Fig.  7  zu  betrachten  hat.    Bezeichnet  man  die 
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gegebene  kubische  Gleicliiing  symboliacli  mit  a^  =^  0,  so  handelt  es  sich 
zumal  um  die  geometrische  Definition  der  Ebenen 

(16)  '^x^^'     '^l^a^^>    %K^^'     '^y^'^- 

Diese  ist  natürlich  äußerst  einfaoL  Die  drei  Schnittpunkte,  welche  die 
einzelne  dieser  Ebenen  mit  der  Normkurve  gemein  hat,  fallen  alle  nach 
X  oder  y;  die  folgende  Tabelle  gibt  die  Mnitiplizitäten,  mit  der  x  und  y 
als  Schnittpunkte  zählen,  genauer  an: 


X 

s/ 

a^ 

3 

0 

">, 

2 

1 

1 

0 

3 

In  dieser  Tabelle  tritt  das  einfache  Gesetz,  welches  für  n^2  in  Fig.  7 
befolgt  ist,  in  einer  für  alle  n  erkennbaren  Form  hervor.  —  Wir  sollten 
jetzt  ferner  eine  genaue  Beschreibung  der  verschiedenen  Stücke  geben,  in 
welche  der  Raum  entsprechend  der  Zahl  der  bei  den  Funktionen  (16) 
auftretenden  Zeichen wechsel  durch  unsere  Ebenen  zerlegt  wird.  Daran 
würde  sich  dann  der  Vergleich  mit  denjenigen  Eaumeinteilungen  schließen, 
die  als  Analoga  der  ebenen  Fig.  3,  4,  5  und  6  anzusehen  sind.  Hier  ist 
offenbar  ohne  geeignete  Modelle  nicht  durchzukommen.  Es  wird  sehr 
dankenswert  sein,  wenn  jemand  die  Herstellung  solcher  Modelle  in  die 
Hand  nehmen  wollte. 

Göttingen,  den  IL  Juni  1892. 


[Der  vorstehende  kleine  Aufsatz,  der  inhaltlich  aus  dem  Kahmen  der  hier  zu- 
Eainmeögestellten  Arbeiten  einigermaßen  herauställt ,  ist  aus  einer  Vorlesung  über 
Algebra,  die  ich  im  Winter  1891/9-2  hielt,  entstanden,    K,] 
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XLIV.  Über  eine  geometrische  Auffassung  der 
gewöhnlichen  Kettenbrachenhvicklung/) 

[  Naoh liebten  der  Kgl.  Geselieohaft  der  Wissen sohaften  zu  Göttingen.  Mathematisch- 
physikaliBche  Klasse   (1895).    Heft  3.     Vorgelegt   in   der  Sitaung   vom  19.  Okfc.  1895.] 

Sei  0)  eine  reelle  Größe,  die  ich  der  Einfaclilieit  halber  als  irrational 
voraussetzen   will;    sei    ferner    in   gewöhnlicher    Kettenbruchentwicklung: 

Die  sukzessiven  Näherungswerte  nenne  ich  — ',  ^,...,  wobei  die  j),gals 
teilerfremde  Zahlen  definiert  sein  sollen,  die  man  einzeln  noch  beliebig 
mit  dem  -j-  oder  —  Zeichen  ausstatten  kann,  loh  lege  nunmehr  ein  ge- 
wöhnliches X-Y-  Koordinatensystem  zugrunde,  konstruiere  das  zugehörige 
Gitter  der  ganzzahiigen  Punkte,  und  suche  unter  ihnen  diejenigen,  für 
welche  x,y  =  'p^,q,.  ist.  Man  weiß,  daß  diese  „Näherungspunkte"  ab- 
wechselnd  auf    der   rechten   und    linken   Seite  der  geraden  Linie       =  oj 

^  y 

liegen.  Es  ist  aber  überhaupt  leicht,  wie  ich  gefunden  habe,  für  dieselben 
eine  kurze  geometrische  Definition  aufzustellen.  Ich  will  hier  nur  den  einen 
der  beiden  Quadranten  unseres  Koordinatensystems  ins  Äuge  fassen, 
welche  von  der  geraden  Linie  a>  durchzogen  werden.  Derselbe  wird  durch 
die  Gerade  o>  in  zwei  Sektoren  zerlegt,  deren  einer  an  die  X-Achse,  deren 
anderer  an  die  Y-Achse  angi'enzt;  ich  will  kurzweg  von  einem  X-Sektor 
und  einem  T- Sektor  sprechen.  Jetzt  betrachte  man  die  ganzzahligen  Punkte 
des  einzelnen  so  gewonnenen  Sektors.  Ersichtlich  kann  man  dieselben 
durch  ein  geradliniges  Polygon  umgrenzen,  etwa  indem  man  sich  die  ganz- 
zahiigen Punkte  durch  kleine  Stifte  markiert  denkt  und  um  das  Ganze 
einen  Fadon  schlingt.  Die-  Punkte  J>i,gi;  PaWs^'--  **"■'''  ^w*'  nichts 
anderes  als  die  Eckfunlcte  des  zum   Y-fiektor  gehörigen  ümrißpolygons; 


*)  [Vgi.  auch  meinen  Vortrag  vor  der  Naturforacherversammiung   in   Lübeck, 
Sept.  1895.  (Jahresberjobte  der  Deutschen  MatbematJker- Vereinigung.   Bd.  4,}    K.] 
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die  PunMe  p.,^^':  Pi'^t---  ^e'^öreti  entsprechend  zum  X-8ektor.  Die 
einzelne  Seite  des  Umrißpolygons,  sagea  wir  etwa,  um  beim  7- Sektor  zu 
bleiben,  die  Seite  von  (pj^-i,  q^v-i)  bis  (^ä>+ii  2iv+i),  kann  dabei  mög- 
licherweise selbst  noch  Gitterpunkte  tragen.  Die  Anzahl  der  Stücke,  in 
welche  sie  durch  dieselben  zerlegt  sind,  ist  gerade  fii,;  dieses  ist  die  ein- 
fache Deutung  der  bei  der  KeUenhruchentwicklung  auftretenden  Teilnenner. 

Auf  Grund  der  hiermit  gegebenen  Deutung  kann  man  nun  sämtliche 
Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Kettenbruohentwicklung  und  der  sieh  an 
dieselben  anschließenden  analytischen  Verfahrungs weisen  geometrisch  ohne 
weiteres  einsehen. 

Ich  gebe  hier  in  dieser  Hinsicht  einige  Erläuterungen  über  binäre 
quadratische  indefinite  Formen.  Es  sei  f^ax^-\-bxy-\-cy''  eine  solche 
Form,  deren  Diskriminante  6  —  4«c  keine  Quadratzahl  ist.  Dann  gibt 
f=0  zwei  reelle  irrationale  Werte  von  -■,  die  ich  mit  co'  und  o)"  be- 
zeichne.  Ich  ziehe  in  unserem  Koordinatensysteme  die  betreffenden  beiden 
geraden  Linien  und  konstruiere,  was  ich  die  zugehörigen  natürlichen 
ümrißpolygone  nenne,  nämlich  die  Umrißpolygone  derjenigen  ganzzahligen 
Punkte,  welche  in  die  einzelnen  von  co'  und  u>"  umgrenzten  Sektoren 
eingeschlossen  sind.  Das  einzelne  solche  Polygon  mag  nach  seinem  Ge- 
aamtveriaufe  mit  einem  vollen  Hyperbelast  verglichen  werden  (welcher 
sich  nach  zwei  Seiten  ins  Unendliche  erstreckt).  Man  kann  nun  geradezu 
sagen,  daß  die  von  Lagrange  und  Qauß  herrührende  Theorie  der  Formen  f 
eine  Betrachtung  dieser  Polygone  ist,  und  wird  finden,  daß  die  Theorie 
durch  exjAizite  Einfuhrung  der  Polygone  noch  verschiedentlich  vereinfacht 
werden  kann.  Dabei  ist  nützlich,  in  Anlehnung  an  Cayleys  projektive 
Maßbeatimmung  den  Ausdruck  ^f  geradezu  als  „Abstand"  des  Punktes  x,  y 
vom  Koordinatenanfangspunkt  zu  bezeichnen  und  von  zugehörigen  „Bewe- 
gungen" zu  sprechen^).  Ich  verfolge  das  hier  nicht  weiter,  sondern  gedenke 
nur  noch  der  Rolle,  welche  in  dieser  Theorie  die  Kettenbruchentwickiung  der 
Wurzeln  m',  co"  spielt.  Dieselbe  kommt  darauf  zurück,  daß  die  von  den 
Koordinatenachsen  abhängigen  Umrißpolygone,  welche  aus  der  Ketten- 
bruchentwickiung entspringen,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Seiten 
notwendigerweise  in  die  vorerwähnten  „natürlichen"  Ümrißpolygone  ein- 
münden. 

Soweit  gibt  un'iei  Ansatz  nur  ei'it  eme  o^'O'i  ^tusche  Interpretation 
oder  auch  eme  Vereinfachung  bekannter  Betiachtungsweisen  Das  Schöne 
aber  ist     daß  ei  =!ich  auf  höhere     noch   nicht  m  dieaer  W  ei^e  behandelte 


^)  [Hieraif  habe  ith  Bi,hon  in  dea  Gottmger  Na  1  richte  i  \  1 
„Über  die  Komposition  der  biaaren  quadratischen  Toinion  welch 
Gesamtttusgabe  ai  gedruckt  werden  eoII   hingewiesen     K  ] 
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Fälle  Überträgt,  Ich  will  hier  beispielsweise  zwei  Arten  temärer  Formen 
heranziehen.  Sei  f(xyz)  eine  indefinite  quadratische  Form,  F{xyz)  aber 
eine  kubische  Form,  welche  sich  in  drei  reelle  Linearfaktoren  spalten  läßt. 
Ich  konstruiere  mir  im  gewöhnlichen  Koordinatensystem  xyz  den  Kegel 
/■^  0  und  das  Ebenentripel  i^  =  0  und  betrachte  nun  sämtliche  ganz- 
zahlige Punkte,  welche  entweder  von  der  einen  Hälfte  des  Kegels  /■=  0 
umschlossen  sind  oder  in  einem  der  durch  F  ^  0  gebildeten  Oktanten 
liegen.  Ersichtlich  kann  man  zu  diesen  ganzzahHgen  Punkten  jeweils  ein 
ebenfiächiges  ümrißpolyeder  konstruieren.  Die  Betrachtung  dieses  Umriß- 
polyeders gibt  eine  neue  einfache  Theorie  der  Formen  f  und  F. 


Auf  den  Inhalt  der  vorstehenden  Notiz  wird  in  Bd.  -i  dieser  Ausgabe  gelegentlich 
des  Referates  über  meine  zaileatheoretische  Vorlesung  von  1895/96  zurüpk zukommen 
sein.  —  HinBichtlieb  der  Formen  f  und  F  hatte  ich  aunächet  an  das  Redoktions- 
und  Äquivalenzproblem  gedacht.  Die  sonach  in  Aussicht  genommenen  Untersuchungen 
scheinen  noch  von  niemand  aufgetl 
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Vorbeiiu'rli^uiigeu  zu  den  erkenutnistheoretisclieii 
Abliaiulhnigen  XLV— XIJX. 


Die  folgenden  Aufsätze,  die  dem  Grenzgebiet  von  Geometrie  und  Erkenntniti- 
theoric  angehören,  sind  hier  (bis  auf  die  wenigen,  äußerlich  durch  eckige  Klammem 
gekennzeichneten  Zusätae)  genau  so  abgedruckt,  wie  ich  sie  b.  Z,  veröffentlicht 
habe.  Eb  würde  ja  mit  Rücksicht  auf  die  Entwicklung,  welche  die  WiBBenschaft 
seitdem  genommen  hat,  vielerlei  hinaugefügt  werden  können,  vielleicht  auch  einigcB 
zu  ändern  sein.  loh  will  hier  aber  nur  noch  einige  Worte  über  die  einHohlägige,  schon 
oben  genannte  Vorlesung  vom  Sommer  1901  „AniDendmiff  der  Differential-  imd 
Iniegralrechnurtg  auf  Geometrie,  eine  Revision  der  Prinzipien"  sagen,  welche  Conrad 
Müller  damsle  ausgearbeitet  hat').  Insbesondere  handelt  es  sich  dort  darum,  das 
praktische  Zeichnen  und  Messen  mit  dem  Verfahren  der  abstrakten  Geometrie  io  Ver- 
gleich zu  bringen.  Ich  verlangte  «.  a.  für  das  Zeichneü  eine  ähnliche  Pehlertheorie, 
wie  man  sie  seit  Gauß  bei  allen  esakten  McBsuugen  verwendet.  Nach  der  anderen 
Seite  gab  ich  Figuren,  welche  das  Zustandekommen  z.  B.  der  WeierBtraßscheü  nicht- 
difEerentüerbaren  Punktion  oder  der  in  Abh.  XL  VI  (S.  227)  genannten  in  der  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  vorkommenden  nichtanalytJBchen  Knrven  dem  VerBtändnis 
näherbringen  dürften.  In  beiderlei  Hinsicht  hat  bereits  früher  Christian  Wiener 
bemerkenswerte  Ansätze  gemacht,  deren  weiterer  Ausbau  mir  wesentlich  scheint.  Überall 
wird  der  Gesichtspunkt  hervorgekehrt,  daß  es  nicht  eigentlich  die  Lehre  von  den 
Gleichungen  ist  (die  PrtUisioitsmafhematik,  wie  ich  sie  nenne),  welche  als  theoretische 
Grundlage  der  praktischen  Anwendungen  in  Betracht  kommt,  sondern  die  Lehre  von 
den  Ungleichungen,  die  Approximationsmatkematik.  Hiermit  wird  die  Brücke  von 
der  reinen  zur  angewandten  Mathematik  geschlagen.  Mir  hat  gelegeotlieh  ein  hervor- 
ragender Physiker  gesagt,  daß  ihm  mit  diesen  Erläuterungen  eine  förmliche  Last  von 
der  Seele  genommen  sei. 

„Approximationsmathematik",  wie  ich  sie  bei  diesen  Auseinandersetzungen  ver- 
stehe, ist,  wohlverstanden,  eioe  ganz  Btrenge  und  sogar  besonders  schwierige  Disziplin, 
nicht  etwa  approximative  MaViematik.  Immer  wird  es  zur  vollen  Klarstellung  der 
Sachlage  mützlich  sein,  an  dieser  Stelle  zu  bemerken,  daß  sich,  der  Praktiker  in  den 
meisten  Fällen  mit  der  letzteren  begnügt.  Ich  erläutere  dieses  am  liebsten  an  dem- 
jenigen Zweige  der  angewandten  Mathematik,  der  die  äußeraten  Anforderungen  an 
numerische  Genauigkeit  stellt,  der  rechnenden  Astronomie.  Die  Pachastronomen 
haben  nicht  die  Zeit  und  vielfach  auch  nicht  die  theoretischen  Mittel,  die  Zuverlässig- 
keit ihrer  Resultate  in  mathematiBch  bestimmte  Grenzen  einzuschließen,  sondern  sie 
begnügen  sich  damit,  ihre  Rechnungen  jeweils  da  abzubrechen,  wo  sie  nach  ihrer 
durch  Erfahrung  verschärften  Empfindung  die  hinreichende  Genauigkeit  erreicht  zu 
haben  glauben.     Unendliche  Reihen  z.  B.  werden,  ohne  Abschätzung  des  Restgliedes, 

luiographierter   Form   bei  B.  G.  Teubncr  er- 
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da  abgebrochen,  wo  die  einzelnen  Glieder  hinrejoliead  klein  geworden  sind  (oder  auch 
nur  hinreichend  klein  geworden  zu  eeiö  scheinen.}.  Das  theoretisch  Unzuroichende 
einea  solchen  Verfahrens  hat  u.  a.  um  1890  herum  H.  Poincar^  in  seiner  M^oanique 
Celeste  vielfach  gekennzeichnet.  Andrerseits  belehrt  uns  die  Geschichte,  daß  Irrtümer 
in  der  Tat  Torgekommen  Bind,  daß  aber  im  großen  und  ganzen  die  Vorausberech- 
nungen der  Astronomen  die  Probe  der  Erfahrung  durchaus  bestanden  haben.  Ich 
empfehle  dieses  Sachverhältnis  dem  immer  wiederholten  Nachdenken  der  Mathematiker. 
Es  bleibt  eine  für  alle  Erkenntnistheorie  höchst  beaehtenewerte  Tatsache,  daß  man  in 
praxi  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  instinktiv  ausreichende  Genauigkeit  erreicht,  wo  man 
von  dem  theoretischen  Hintergrunde  einer  exakten  Äpproximationsmathematik  noch 
weit  entfernt  bleibt. 

Ein  anderer  sehr  merkwürdiger  Umstand,  vcn  dem  ich  in  meinen  Arbeiten  zur 
anscbaulichea  Geometrie,  aber  anch  weiterhin  in  der  Funktionentheorie  usw.  maauig- 
fachen  Gebrauch  gemacht  habe,  ist  der,  daß  die  geometrisch  physikalische  An- 
schauung, ungenau,  wie  sie  ist,  dennoch  vielfach  zu  richtigen  Theoremen  der  Präzisions- 
mathematik hinleitet.  Ich  knüpfe  hier  nur  an  das  Beispiel  an,  über  welches  ich  mich 
auch  in  meiner  autographierten  Vorlesung  verbreite,  ich  meine  die  Eelation  zwischen 
den  reellen  Singularitäten  einer  ebenen  algebraischen  Kurve,  von  der  in  Abb.  XXXVII 
gehandelt  ist.  Es  ist  ganz  klar,  daß  ein  strenger  Beweis  nur  geführt  werden  kann, 
wenn  man  neben  den  geometrischen  Axiomen  irgendeine  zureichende  Definition 
der  Kurven,  welche  algebraiscli  genannt  werden,  heranzieht  —  am  einfachsten  also, 
wenn  man  sich  kurz  entschlossen  auf  den  Boden  der  abstrakten  analytischen  Geometrie 
stellt.  Ein  solcher  Beweis  läßt  sich  auch  durchführen;  es  genüge  hier  in  diesem  Be- 
tracht, auf  die  schon  genannte  Aibeit  von  Brill  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  16  zu 
verweisen.  Trotzdem  hat  das  empirische  Zeichnen  von  Kuivenfoiraen  mit  unbestinimtei 
Anlehnung  an  die  analytischen  Beziehui^en  zur  Auffindung  der  Relation  und  ihrer  we 
»entliehen  Beweisgründe  gefiihrt.  Ich  empfehle  diese  Tatsache  neben  \ielen  ähnlichen 
die  in  der  Geschichte  der  Mathematik  bekamit  genug  sind  der  Aufmerksamkeit  iller 
derjenigen,  die  sich  für  das  Zu'itandekommen  mathematjRLher  Einrichten  mtcieseieren    K 
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X[jV.  über  tlen  allgeinehien  Fuiiktiüiisbegriff  und  dessen 
Darstellung  durch  eine  willkürliche  Kurve  ^). 

[Siizungsberiohte  der  physikalisch-iiicdizini sehen  Sozietät  zu  Erlangen  vom 
R.  Dezember  187^,  abgedruckt  in  den  Math.  Ännalen,   Bd.  32  (1883).] 

Der  allgemeine  Funktionsbegrifi  ist  historiscii  aus  der  analytischen 
Geometrie  (resp.  aus  der  Mechanik  und  überhaupt  der  mathematischen 
Physik)  erwachsen;  aber  es  besteht  kein  Zweifel,  daß  er,  um  völlig  korrekt 
zu  sein,  von  jedem  ans chauunga mäßigen  Gebiete  abgelöst  und  auf  rein 
arithmetische  Grundlage  gestellt  werden  muß.  Ich  glaube,  daß  dies  seit- 
her, auch  nach  Dirichlets  strenger  Definition  einer  Funktion,  noch  nicht 
in  hinreichendem  Maße  geschehen  ist^),  so  sehr  das  Bedürfnis  dazu  in  all- 
gemeinen mathematischen  Kreisen  empfunden  wird.  Und  eben  hierin 
acheint  der  Grund  für  die  Schwierigkeiten  zu  liegen,  die  in  so  manchen 
Sätzen  über  willkürliche  Funktionen  gefunden  werden,  wie  z.  B.  in  dem, 
daß  es  stetige  Funktionen  ohne  Difierentialquotienten  gibt. 

Demgegenüber  denke  ich  im  folgenden  den  rein  arithmetischen  Cha- 
rakter des  Funktionsbegtiffes  deutlich  zu  bezeichnen  (§  1,  2),  Ich  gehe 
sodann  dazu  über,  die  [  anschauliche]  Vorstellung  der  willkürlichen  Kurve 
zu  analysieren  (§  3,  4)  und  finde,  daß  sie  den  aus  ihr  folgenden  Eigenschaften 
nach  nicht  sowohl  dem  Funktionsbegriffe  als  einem  verwandten  analytischen 
Begriffe,  äem  des  Fujiktionsatreifens,  wie  ich  ihn  nenne,  entspricht  (§5,  6), 
Den  inneren  Grund  dafür  erblicke  ich,  ganz  allgemein  gesagt,  in  der  Un- 


^)  [Im  Zusammenhange  mit  dem  im  Texte  wiederabgedruckten  Aufsätze  ver- 
weise ich  auf  die  beiden  im  vorigen  Jahre  erschienenen  Lehrbiioher  von  Herrn  Pasch: 
„VorleBungen  über  neuere  Geomelrie",  und:  „Einleitung  in  die  Differeiitial-  und 
Integralrechnung",  (Leipzig,'  K  G.  Teubner).  Es  ist  meine  Ansicht,  daß,  ähnlich  wie 
im  Teste,  in  jedem  Lehrbuche  der  Differential-  und  Integralcechnung  der  Unterschied 
zwischen  der  unmittelbaren  (physiialischen)  Anschauung,  und  der  ahstra,klen,  mathe- 
matischen Auffassung  «ur  Sprache  gebracht  werden  sollte.  (Zusatz  beim  Wieder- 
abdruck in  Math.  Annalen,  Bd.  22,  1883.)] 

')  Wenigstens  gelangte  eine  solche  Auffassung  noch  nicht  zur  Darstellung.  Ich 
kann  aber  nicht  zweifeln,  daß  sich  mancher  Mathematiker  dieselben  Überlegungen 
mehr  oder  minder  deutlich  gebildet  hat,   wie  sie  im  Texte  entwickelt  werden  sollen. 
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gmiawgkeit  unserci  lauinlichen  Anschauung  [^  i\  Ich  bin  mii  fieilich 
bewußt,  daß  ich  mit  diesem  Veisuche  einer  Begiundang  aus  dem  rein 
mathematischen  Gebiete  hinaustiete  und  psychologische  Piobleme  beiühre, 
über  die  etwis  Richtiges  auszusagen  außei ordentlich  schwieug  ist  Aber 
einmal  stehe  ich  mit  dei  be7  Auffissung  der  Eaumanschanung  nicht  allein 
(vgl  t}  i)  andererseits  empfiehlt  sie  sich  durch  ihien  Ertolg  die  ganze 
Reihe  von  Mißlichkeiten,  welche  die  gewohnliehe  Autfassung  mit  sieh  führt 
(§4)  erledigt  sich  ohne  weiteres  In  ^7  endlnh  gebe  ich  noch  einige 
Satze   nhei   deti  dehrtuth  mi  Reihen  aui  Dirstelluiifi  x\illl  urhche?  Kurven. 


Bein  aritlimetische  Definition  und  Erzeugung  eiiiei  Funktion, 

Bei  der  Definition  dessen,  was  Funktion  zu  nennen  ist,  wird  m^n 
immer  von  einer  reellen  Größe  x  als  unabhängiger  Vaiiabeln  ausgehen, 
die  im  folgenden  insbesondere  so  gedacht  sein  soll,  daß  sie  nicht  nui  alle 
rationalen,  sondern  auch  alle  irrationalen  Werte  annehmen  kann'') 

Eine  andere  Größe  y  heißt  eine  (eindeutige)  Funktion  von  x  inner- 
halb eiiies  Intervalls*},  loenn  zu  jedem  Werte  von  x  tnnerfiaS)  des  Ivier- 
vaüs  ein  bestimmter  Wert  von  y  gehört.  Dies  ist  Dirichlets  bekannte 
Definition;  aber  man  wird  die  weitere  Frage  aufwerfen,  wie  man  eine 
solche  Funktion  herzustellen  hat?  Indem  die  Betrachtung  der  anschauungs- 
mäßigen Gebiete,  welche  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  hier  von  Be- 
lang sind,  zunächst  völlig  beiseite  gelassen  werden  soll,  stellen  wir  fol- 
genden Satz  als  Auegangepunkt  voran: 

Es  kann  nie  eine  unendliche,  sondern  immer  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Dingen  als  willkü/rlich  gegeben  vorausgesetzt  werden^). 

Dementsprechend  kann  eine  Funktion  nie  für  'lie  unendlich  vielen 
Werte  des  Argumentes  für  die  sie  hergestellt  werden  soll,  willkürlich  ge- 
geben aem    sondern  stf  muß  aus  etner  endlichen  Zahl  gegebener  Elemente 

'  D(i  rem  arithmetische  Begriff  dei  Irrati  naUahl  ist  in  neuerer  Zeit  von. 
inelueren.  "leiten,  her  scharf  als  solcher  entnickelt  norden  was  hier  angeführt  sei, 
weil  dieee  Schnften  ihrer  Tendenz  nach  mit  dem  was  in  t;  1,  2  des  Textes  ausein- 
andeigeaetzt  werden  soll  uberemstinunen  Ea  srad  Dedekind,  Stetigkeit  und 
irrationale  Zahlen  BrinnschHeig  187J  Heine  Die  Elemente  der  Funktionenlehre, 
frelles  Journal  Bd  "4  (1871  72)  Canfor  Obei  die  Ausdehnung  eines  SataM  aus 
der  Theorie  dei  trigonometiiBchen  Reihen    Math  Annalen    Bd  5  (1872/7äj 

■■1  An  und  für  sieh  steht  nichts  im  Wege  von  Funktionen  au  sprechen  die 
innerhalb  vtiiohiedener  Intervalle  oder  auch  nui  für  einzelne  Werte  von  x  exi&tieren 
Abel  die  hierin  hegende  größere  Allgemeinheit  nurde  fui  die  Betrachtungen  des 
Textes  ohne  Bedeutung  sein    so  daß  es  nicht  notig  scheint    sie  explizite  einzufuhren 

)  Ich  habe  diesen  Satz  am  schärfsten  ausgesprochen  und  durchgefühlt  gefunden 
in  Duhrings  „Natürlicher  Dialektik     (Berlm  lb65. 
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verviöge  eines  besUm'mtsn  Gesetzes  für  jeden  Wert  ihren  Argumente.s  be- 
rechnet werden  können. 

Es  soll  das  nicht  mißverstanden  werden.  Wenn  die  Funktion  nach 
{/owohnlichpr  Äii'^drucksweise  in  verschiedenen  Intervallen  oder  auch  für 
einzelne  Wette  des  Argumentes  verschiedenen  Gesetzen  genügt,  so  be- 
aeiLhnnn  wir  deien  Inhegriff  eben  als  ein  Gesetz. 

In  diesem  Gesetze  «nd  der  in  ihm  liegenden  Möglichkeit  der  Be- 
rechnung ist  dann  das  Wesan  der  Funktion  zu  erblicken.  Die  Funktion 
ist  dementsprechend  nicht  als  fertig  existierend  vorzustellen,  wie  dies  in 
Anlehnung  an  die  räumliche  Anschauung  wohl  nur  zu  oft  geschieht;  sie 
existieit,  im  strengen  Sinne  des  Wortes,  nur  für  die  einzelnen  Werte  des 
Argumentes,  für  die  sie  berechnet  worden  ist  (was  selbst  wieder  voraus- 
setzt, daß  es  Werte  gibt,  für  welche  die  Berechnung  durch  einen  end- 
lichen Prozeß  geleistet  werden  kann). 

Insofern  zwei  verschiedene  Werte,  für  die  man  die  Berechnung  durch- 
geführt haben  mag,  notwendig  endlich  verschieden  sind,  hat  man  bei 
diesen  Festsetzungen  über  das  Verhalten  der  Funktion  für  unmittelbar 
aufeinanderfolgende  Argumente  und  also  über  das  Vorhandensein  oder 
Nichtvorhandensein  eines  Differentialquotienten  gar  keine  Intuition;  die 
Schwierigkeit,  welche  man  in  der  Annahme  stetiger  Funktionen  ohne 
DifEerentialqnotienten  zu  finden  glaubt,  existiert  überhaupt  nicht. 


Ton  der  Darstellung  einer  Funktion  durch  Reihen.     Einführung 
des  Funhtionsstreifens. 

Entsprechend  dem  voraufgeschiokten  Satze  von  der  Unmöglichkeit, 
unendlich  viele  Dinge  als  willkürlich  gegeben  anzunehmen,  hat  eine  un- 
endliche Reihe  von  Operationen  nur  dann  einen  bestimmten  Sinn,  wenn 
wir  in  ihr  bloß  eine  etidliche  Anzahl  von  Bestimmungen  willkürlieh  denken, 
die  übrigen  durch  ein  Gesetz  aus  ihr  ableiten.  So  ist  es  z,  B.  mit  einer 
Potenzreihe;  wir  können  von  einer  solchen  Reihe  als  einer  gegebenen  nur 
sprechen,  indem  wir  uns  die  Koeffizienten  der  ins  Unendliche  fortlaufen- 
den Glieder  durch  eine  Regel  aus  einer  endlichen  Anzahl  vor  aufgegangen  er 
bestimmt  denken"). 

Wenn  wir,  ohne  weitere  Beschränkung,  sagen,  daß  eine  Reihe  eine 
gewisse  Funktion  darstellen  könne,  so  meinen  wir  einfach,  daß  das  Gesetz, 

")  loh  bin  hierauf  gelegentlich  von  Herrn  Kronecker  gesprächsweise  aufmerk- 
sam gemacht  worden;  in  seiner  Bemerkung  lag  für  mich  wohl  der  erste  Anlaß,  mir 
die  in  §  ],  2  des  Testes  niedergelegte  AnBoLauung  zu  bilden. 
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welches  zur  Bereolinung  der  Funktion  dient,  in  die  Form  des  dureii  die 
Reihe  angegebenen  regelmäßigen  Prozesses  gebracht  werden  kann. 

Etwaa,  was  von  dieser  exakten  Darstellung  einer  Funlrtion  durch  eine 
Eeihe  begrifEiieh  durchaus  verschieden  ist,  was  aber  unter  verschiedenen 
Gesichtspunkten  (und  inabesondere  in  allen  Fällen  der  Anwendung  auf 
praktische  Verhältnisse)  dasselbe  leistet,  ist  die  nur  app'oximative  Dar- 
stellung einer  Funktion.  Wir  sagen,  daß  eine  {endliche  oder  unendliche) 
Reihe  eine  gegebene  Funktion  approximativ  darstelle,  wenn  der  Unter- 
schied des  Funktionswertes  und  des  aus  der  Reihe  berechneten  immer 
kleiner  ist,  als  eine  gegebene  Größe  d.  Die  Darstellung  würde  nur  dann 
eine  exakte  sein,  wenn  diese  Größe  beliebig  klein  gelassen  werden  könnte. 

Über  die  Möglichkeit  der  approximativen  Darstellung  von  Funktionen 
diurch  Reihen  lassen  sich  ohne  weiteres  allgemeine  Sätze  aufstellen,  wie 
das  in  der  Folge  noch  geschehen  soll  (§7),  während  es  bekannt  ist,  daß 
über  die  Möglichkeit  einer  exakten  Darstellung  durch  die  gewöhnlich  ge- 
brauchten Reihen  ao  lange  nichts  behauptet  werden  kann,  als  nicht  die 
im  allgemeinen  Funktionsbegriffe  liegende  Willkürlichkeit  beträchtlich  ein- 
geschränkt ist  und  namentlich  sehr  viel  mehr  eingeschränkt  ist,  als  es 
durch  die  bloße  Annahme  der  Stetigkeit  geschieht. 

Die  nur  approximative  Darstellung  einer  Funktion  charakterisiert 
einen  wichtigen  Teil  mathematischer  Spekulation,  in  welchem  nicht  von 
den  exakten,  sondern  nur  von  den  angenäherten  Relationen  der  Größen 
gehandelt  wird').  In  ihm  wird  man  alle  Funktionen,  deren  Werte  um 
weniger  als  eine  gegebene  Größe  d  voneinander  abweichen,  zu  einem 
Ganzen  zusammenfassen,  das  dann  durch  eine  Gleichung  der  Form 

S  -  /■(»•)  ±  e  ,<i 

charakterisiert  sein  wird.  Ein  solches  umfassendes  Gebiet  von  zwei  Di- 
mensionen ist  es,  welches  im  folgenden  als  ein  Funktionsstreifen  oder 
schlechthin  als  ein  Sl/reifen  bezeichnet  werden  soll.  Diese  Benennung  ist 
mit  Absicht  so  gewählt,  daß  sie  an  die  geometrische  Anschauung  erinnert; 
denn  diese  kann,  wie  die  weitere  Überlegung  zeigt,  für  die  Theorie  der 
Streifen,  wie  dieselbe  im  folgenden  gebraucht  werden  soll,  ohne  weiteres 
verwendet  werden  (vgl.  §5). 

Was  ein  Streifen  ist,  mag  durch  die  vorstehenden  Satze  nur  erst  ver- 
anschaulicht, noch  nicht  scharf  definiert  sein.  In  der  Tat  werden  wir 
weiterhin  (§  5)  noch  eine  wesentliche  Zusatzhestimmung  treffen  und  über- 
dies die  Willkürlichkeit  der  zugrundeliegenden  Funktion  f[x)  in  einem 
gewissen  Sinne  einschränken. 


')  In  diesen  Teil  ist  z.  B.  fast  die  ganze  sogenannte  ..angewandte  Mathematik' 
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Über  die  Möglichkeit,  «ine  rimktioii  durcli  eine  Kurve  ilarzuNtellen. 

Indem  ich  mich  nunmehr  zu  der  Frage  wende,  in  wie  weit  eine 
Funktion  anschauungsmäßig  gegeben  sein  liann,  beschränke  ich  mich  auf  das 
abstrakteste  unter  den  hier  in  Betracht  kommenden  Gebieten,  auf  den  Raum, 
mid,  da  nur  von  zwei  Veränderliehen  die  Rede  sein  soll,  auf  die  Ebene^). 
Die  Punkte  der  Ebene  seien  in  gewöhnlicher  Weise  durch  die  Werte  von 
y  und  X  repräsentiert;  ist  es  möglich,  durch  eine  in  der  Ebene  verlaufende 
Kurve   ein  Funktionsverhältnis   zwischen   y  und  x  genau  zu  bezeichnen? 

Durch  eine  willkürlich  gezeichnete  Kurve  sicher  nicht;  denn  die  Zeich- 
nung sowohl  als  ihre  spätere  Beobachtung  sind,  wie  alle  derartigen  Tätig- 
keiten, nur  von  approximativer  Genauigkeit. 

Durch  eine  gesetzmäßig  erzeitgte  Kurve  gewiß,  sofern  das  Gesetz  mit- 
geteilt wird,  welches  sie  beheiTscht.  Aber  in  dem  Faiie  ist  es  eben  dieses 
Gesetz  und  die  Voraussetzung  voller  Genauigkeit  der  geometrischen  Axiome, 
durch  welche  die  Funktion  bestimmt  wird;  die  Frage,  mit  der  wir  uns 
hier  beschäftigen  wollen,  liegt  in  einer  wesentlich  anderen  Richtung. 

Es  soll  sich  nämlich  darum  handeln,  ob  man  sich  eine  Kurve  über- 
haupt exakt  vorstellen  und  dieselbe  somit,  wenn  auch  nur  subjektiv,  als 
genaues  Bild  einer  Funktion  betrachten  könne?  wobei  es  dann  gleichgültig 
sein  wird,  ob  wir  uns  die  Kurve  willkürlich  oder  vermöge  eines  bestimmten 
Gesetzes  konstruiert  denken.  Ich  behaupte:  Nein.  Die  Vorstellung  einer 
Kurve  hat  nur  approximative  Genauigkeit;  das  analytische  Gegenbild  der 
Kurve  ist  nicht  die  Funktion,  sondern  der  Streifen,  Es  mag  zunächst 
der  Sinn  dieser  Behauptung  näher  formuliert  und  erst  in  den  folgenden 
Paragraphen  auf  die  Vorteile  hingewiesen  werden,  welche  aus  ihr  hervor- 
gehen. Nach  der  psychologischen  Seite  soll  sie  sich  insbesondere  auf  die- 
jenigen Erörterungen  stützen,  die  neuerdings  von  Herrn  Stumpf  in  seinem 
Buche:  „Über  den  psychologischen  Ursprung  der  Raumvorstellung"  {Leipzig, 
1873)  gegeben  worden  sind  (vgl.  daselbst  bes.  S.  280). 

Das  Element  der  räumlichen  Anschauung  ist  im  Sinne  der  hier  vor- 
zutragenden Ansicht  nicht  der  einzelne  Punkt,  sondern  der  (dreifach)  ausge- 
dehnte Körper*').  Wir  können  uns  den  Körper  in  hohem  Maße  verkleinert 
denken,  bekommen  aber  niemals  die  fertige  Anschauung  eines  einzelnen 
Punktes.     Es  ist  in  demselben  Sinne  unmöglich,  eine  Kurve  exakt  vorzu- 

")  Auf  mechanische  Vonttelluiigen  wird  man  im  großen  und  ganzen  die  Be- 
traciitungen  des  Textes  übertragen  ItÖnnen. 

')  Hierin  also  liegt  ein  fundamentaler  Untersoliied  zwiEchen  unserer  Vorstellung 
voJii  Funktraume  und  demjenigen  arithmetischen  Begriffe,  den  man  als  sein  Ana- 
logen Itonatruiett  hat,  nämlich  dem  Begriffe  der  (ra-faeh  ausgedehnten)  Mannigfaltig- 
keit;   das  erste  bei  der  Auffassung  der  Mannigfaltigkeit  ist  das  einzelne  Weltsystem. 
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stellen;  wir  erblicken  immer  einen  Körper,  von  dem  nur  zwei  Dimensionen 
beti'äclitlich  gegen  die  dritte  zurücktreten.  Wenn  wir  Geometrie  auf  einer 
Fläche,  also  insbesondere  Geometrie  der  Ebene  treiben,  so  ist  damit  die 
Tiefenvorstellung  nicht  ausgeschlossen;  es  wird  nur  nicht  auf  sie  geachtet. 
Bezüglich  der  Breite,  die  wir  einer  Kurve  in  unserer  Anschauung 
beilegen,  gelten  dann  die  folgenden  Bestimmungen,  die  geeignet  seheinen, 
den  Gegenstand,  um  den  es  sich  handelt,  noch  deutlicher  zu  bezeichnen: 
Man  kann  die  Breite  für  einzelne  Stellen  der  Kurve  durch  Konzentrieren 
der  Aufmerksamkeit  auf  dieselben  beträchtlich  verringern,  aber  wohl  nicht  ^'') 
unter  jede  gegebene  Grenze  und  sicher  nicht  unter  jede  beliebige  Grenze. 
Für  jede  Stelle  aber,  die  selbständig  aufgefaßt  wird,  ist  dabei  ein  be- 
sonderer Akt  der  Aufmerksamkeit  notwendig,  wie  man  am  besten  wahr- 
nimmt, wenn  man  sich  die  Kurve  in  sehr  viel  größerem  Maßstabe  [vor- 
7AistelIen  sucht]   als  man  gewohnt  ist. 

Schwierigkeiten,  die  sich  ergeben,  wenn  man  Kurve  und  Funktion 
entsprechend  gefzt. 

Entgegen  der  Behauptung,  wie  sie  im  vorigen  Paragraphen  entwickelt 
wurde,  soll  jetzt  zunächst  ein  genaues  Entsprechen  von  Kurve  und  Funk- 
tion angenommen  und  auf  die  Widersprüche  hingewiesen  werden,  welche 
dann  entstehen.  Es  versteht  sich  dabei  von  selbst,  daß  der  zusammen- 
hängenden Kurve  nur  eine  Funktion  ohne  alle  Unstetigkeiten  entsprechend 
gesetzt  werden  kann. 

Eine  Kurve  hat,  nach  der  Anschautmg,  die  wir  tatsächlich  besitzen  '^), 
in  jedem  Punkte  eine  Tangente.  Dementsprechend  müßte  jede  stelige 
Funktion  einen  ersten  DifferentialquotieTiten  haben,  was  nicht  richtig  ist. 

Die  Neigung  dieser  Tangente  ändert  sich,  unserer  Anschauung  ent- 
sprechend, stetig,  wenn  wir  auf  der  Kurve  fortschreiten.  Sie  ist  also 
selbst  wieder  durch  eine  stetige  Funktion  dargestellt,  die  man  von  neuem 
diuch  fine  Kurve  repräsentieren  mag  Man  findet  so  daß  jede  stetige 
Funktion  nirht  nur  einen  eisten  ■sondern  auch  emen  zweiten  DifferentiaJ- 
quotienten  hat  und  wenn  man  in  derselben  AVeise  fortfährt,  ergibt  sich, 
daß    iie   auch   einen   dritten     vierten  überhaupt    unbegrenzt    viele 

DifEeientialquotienten  besitzt  Aber  eme  solrhe  Funktion  ist,  nach  dem 
Tavloi^chen  Satze    durch  ihien  Verlauf   m  dem  kleinsten  Intervalle  ge- 

^"1  In  der  Tat  ■jcheint  es  unmtglich  emen  korper  lon  gegebener  Größe  [an- 
schauhoh]  zu  denken    wenn  dieae  Croße  sehr  klein  angenommen  wird, 

^■^j  Nur  von  dieser  (gewohnheitsmäßigen)  Au'ohauung  ist  im  Texte  überhaupt 
die  Rede  ob  wir  dieselbe  «v  »erden  modifizieren  ktnnoi  ist  eine  Frage,  die  durch- 
aus jenseits  der  Uienzen  unserer  Betiaohtung  liegt 
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geben*^).  Eine  willkürliche  Kurve  müßte  also  durch  ihr  kleinstes  Stück 
völlig  bestimmt  sein,  was  eine  Contradictio  in  adjecto  ist. 

Wäre  sie  es  nicht,  so  gäbe  es  eine  neue  Schwierigkeit.  Ist  eine  Kurve,  ob 
auch  willkürlich,  in  allen  Punkten  exakt  aufzufassen,  so  würde  es  möglich 
sein,  eine  Punktion  für  jeden  Wert  ihres  Argumentes  innerhalb  eines  Inter- 
valls willkürlich  zu  geben,  und  dies  verstößt  gegen  die  in  §  1  formulierte  Un- 
möglichkeit, unendlich  viele  Dinge  als  willkürlich  gegeben  vorauszusetzen. 

Die  entwickelten  Schwierigkeiten  fallen  fort,  wenn  man  die  Kurve 
nicht  der  Punktion,  sondern  dem  Punktionsstreifen  adäquat  set^t,  wie  nun 
gezeigt  werden  soll.  Zugleich  scheint  dies  die  einzige  Lösung  zu  sein, 
welche  hier  möglich  ist.  Wenigstens  ist  eine  andere  Lösung,  soviel  ich 
weiß,  noch  nicht  vorgeschlagen  worden''''). 


Nähere  Bcti-aehtung  der  Fiinktionsstreifen. 

Den  Funktionsstreifen  führten  wir  in  g  2  durch  eine  Gleichung 

in  die  Betrachtmig  ein.  Wählen  wir  die  gegebene  Größe  d  so  groß,  daß 
sie  bei  räumlicher  Repräsentation  der  y  und  x  eine  merkliche  Strecke 
bezeichnet,  so  stellt  die  vorstehende  Gleichung  eben  dasjenige  dar,  was 
man  auch  in  der  gewöhnlichen  Ausdrucksweise  als  einen  Streifen  be- 
zeichnet, und  wofür  ein  Weg,  ein  Strom  der  gewöhnlichen  Anschauung 
entnommene  Bilder  sein  mögen. 

Die  Ränder  eines  solchen  Streifens  wird  nian,  je  nachdem  man  sich 
der  in  §  3  formulierten  Ansicht  anschließt,  oder  nicht,  als  unbestimmt 
und  nur  approximativ  gegeben  oder  als  völlig  bestimmt  vorstellen.  Dem- 
gegenüber  soll   jetzt   die    analytische   Definition   so  gestellt  werden,    daß 

'")  [Dies  ist,  neueren  Untersuchungen  zufolge,  ein  Irrtum;  vgl.  du  Boifi,  Math. 
Annaleo,  Bd.  21  (1882),  S.  109ft.  Der  Einwurf  des  Textes  sollte  also  vorsichtiger 
formuliert  werden.    {Zusatz  beim  Wiederabdruck,  1883.)] 

")  In  einer  Rede  vor  der  British  ÄSBOciation  zu  Brigthon  {On  tlie  aims  and 
inattuments  of  scientific  thoughts,  1872)  hat  Herr  Cliftord  darauf  aufmerkaam  ge- 
macht, daß  eine  Erledigung  der  entsprechenden  Schwierigkeiten,  die  sich  bei  der 
Betrachtung  der  mcchanieoheti  Probleme  aufdrängen,  Bachlich  darin  gesucht  werden 
könne,  daß  man  für  unsere  kontinuierliche  Anschauung  ein  diskontiniiierliehes  Sub- 
strat voraussetzt  —  eine  Vorstellungsweise,  die  sich  auci  schon  in  Riemanns  Ha- 
bihtationsw>rtrag;  "Über  die  Hypothesen,  welcie  der  Geometrie  zugrunde  liegen  (1854) 
[Ges.  Werke,  1,  Aufl.,  S.  354,  2.  Aufl.,  8.  272],  als  eine  mit  den  Tatsachen  verträgliche 
angedeutet  findet.  Eine  solche  Vorstellung  von  dem,  was  unserer  Anschauung  in 
der  Sphäre  des  Seins  entspricht,  macht  die  Erläuterungen  des  Textes  nicht  nur  nicht 
überflüssig,  sondern  muß  dieselben  geradezu  voraussetzen. 
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diese  Ränder  unbestimmt  gedacht  werden  müssen.  Es  möge  nämlich  g 
eine  gegen  ö  sehr  kleine  Größe  bezeichnen,  die  aber  im  übrigen  völlig 
unbestimmt  gelassen  wird,  und  der  Streifen  sei  fortan  definiert  dwch  die 

Oleichunq :  ,-.    \    ,  .. 

y-^fix}±e  E<h^Q. 

Wir  haben  sodann  noch  eine  Beschränkung  hinsichtlich  der  Willkür- 
lichteit  von  f{x)  hinzuzufügen,  damit  der  analytische  Ausdruck  vöIUg 
dem  geometrischen  Anschauungsbilde  entspricht,  wie  es  durch  die  Worte: 
Weg,  Strom  bezeichnet  wird.  Diese  Bilder  sagen  nämlich  aus,  daß  wir 
es  mit  einem  Gebiete  zu  tun  haben,  das  in  einer  Dimension  sehr  viel 
ausgedehnter  als  in  der  anderen  ist.  Analytisch  wird  man  dies  so  for- 
mulieren können:  Sei  l  im  Vergleiche  zu  d  eijie  beträchtliche,  /t  eine  ge- 
ringe Zahl;  so  bestimme  man  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  x„ 
der  unabhängigen  Variabein  eine  lineare  Funktion 

welche  für  die  Argumente  x„  und  Xq -7- /.  mit  den  Werten  f{x^)  und 
f{Xf,-\-}i)  zusammenfällt  (was  natürlich  voraussetzt,  daß  innerhalb  des 
Intervalls,  für  welches  die  Funktion  existiert,  Differenzen  von  der  Größe  }. 
Platz  finden  \  Die  hinzutretende  Voraussetzung  sei  dann  die,  daß  diese 
lineare  Funktion  innerkalb  den  Intervalls  von  x^  bis  x„  +  /  von  der  ge- 
gebenen Funktion  f{x)  nirgends  um  m.e}w  als  um  /.i  abweicht. 

Man  kann  dann  zeigen,  daß  die  Abweichung  der  Funktion  f(x)  inner- 
halb der  beiden  Intervalle  x^  bis  ar,,  - 1  -  i  und  x^  -j-  A  bis  x^-^-  2  l  von 
einer  quadratischen  Funktion: 

y  ^=  ax^  -\-  bx  -{-  c, 
die  mit  ihr  für   die  Werte  Xg,  x^-\-X,  3;|,-|-2/  des  Argumentes  überein- 
stimmt, ebenfalls  in  bestimmte  Grenzen  eingeschlossen  ist  usw. 


Fortsetzung.     Diflereiitialquotienten  eines  Sti'eilens. 
Zahl  der  Bestimmungsstücke,  von  denen  ein  Streifen  abhängt. 

Was  geometrisch  unter  der  Richtung  eines  Streifens,  unter  seiner 
Krünvmung  zu  verstehen  ist,  ist  ersichtlich;  beide  sind  keine  exakt  be- 
stimmten Größen,  sondern  nur  in  dem  Maße  genauer  anzugeben,  als  der 
Streifen  schmaler  ist.  Dementsprechend  wird  man  analytisch  von  einem 
ersten  und  zweiten  Dtfferentialguotienten  des  Streifens  als  approximativ 
gegebenen  Größen  reden  können.  Als  ersten  Differentialquotienten  im 
Punkte  »;„  wird  man  geradezu  den  ersten  Differentialquotienten  der  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  berührenden  linearen  Funktion,  a,  oder 
auch  der  dort  gegebenen  berührenden  quadratischen  Funktion,   2aXg-\-b, 
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bezeiclinen  köiiiieo.  Als  aweiten  Differeütialquoticiiten  mag  man  den 
zweiten  Differentialquotienten  der  ersetzenden  quadratischen  Funktion,  also 
2a,  einführen.  Die  Grenzen,  zwischen  welche  diese  Angaben  eingeschlossen 
sind,  rücken  in  dem  Maße  enger  aneinander,  als  man  die  Quotienten  v 
und  ^  der  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Hilfsgrößen  beträchtlicher 
resp.  geringer  annimmt.  Überhaupt  wird  man  von  einem  n-ten  Differential- 
quotienten des  Streifens  reden  können;  ein  solcher  Quotient  ist  niemals  exakt, 
[sondern  nur  mit  einer  größeren  oder  geringeren  Genauigkeit]  bestimmt. 

Der  Unterschied  aber  besteht  zwischen  den  Differentialquotienten 
einer  Punktion  und  eines  Streifens  (abgesehen  davon,  daß  letzterer  keine 
exakt  gegebene  Größe  ist):  daß  bei  der  Funktion  der  betr.  Quotient  streng 
an  dem  einzelnen  Werte  des  Argumentes  haftet,  daß  er  bei  dem  Streifen 
dagegen  sich  erst  diu^ch  Beurteilung  des  Geeamtverlaufes  [in  dem  in  Be- 
tracht gezogenen  Intei'vaU]  ergibt. 

Achten  wix  noth  auf  das  Maß  dei  \\  illLurlichkeit  deren  pin  Streifen 
fähig  ist,  wobei  a  isdiucklich  an  die  Unbestimmtheit  seiner  Rander  erinnert 
werden  soll.  Dement'.pre  hend  ist  namlich  em  Stieifen  so  vollkommen, 
als  überhaupt  möglich  bestimmt  wenn  »u  m  jeder  Streike  )  seines 
Intervalls  eine  endliche  (hinreichend  gioße)  Zahl  ihm  angehoriger  Punkte 
kennen.  Der  Hiiifen  selbst  hangt  aho  nui  ton  einet  endlichen  Zahl 
willkürlicher  Feslft^ungen  ab 

Vergleichen  wir  1  ■>  Resultat  diesei  Überlegungen  mit  den  Wider- 
sprüchen, die  sich  in  §  4  ergaben,  wo  wir  die  Kurve  als  exakt  dem  Be- 
griffe der  Funktion  entsprechend  auffassen  wollten.  So  ist  ersichtlich,  daß 
die  letzteren  alle  fortfallen,  sobald  wir  die  Kurve  dem  Streifen  entspre- 
chend setzen.  Die  Schwierigkeiten  betr.  die  Differentialqvotienten  existieren 
nickt  mehr,  weil  letztere  jetzt  eine  andere  Deßnüiön  erhalten  haben;  der 
Widerspruch,  daß  unendlich  viele  Dinge  ale  gegeben  torausgesel^  werden 
müßten,  ist  weggehoben,  da  die  willhüriiche  Kurve  nur  von  einer  end- 
lichen Zahl  von  Festsetzungen  ahhängl.  Und  dieses  ist  die  hauptsäch- 
lichste Einsicht,  welche  durch  die  gegenwärtige  Mitteilung  entwickelt 
werden  sollte. 

Repräsentation  der  Sti-eifen  (Kurven)  durch  Reihen. 

Noch  einige  Bemerkungen  über  die  Repräsentation  von  Streifen  durch 
Funktionen  und  insbesondere  durch  Reihen  mögen  hier  zugesetzt  werden. 
Wir  werden  dabei  sagen,  daß  eine  Funktion  einen  Streifen  darstelle,  wenn 
alle  ihre  Werte  dem  Gebiete  des  Streifens  angehören.  Es  ist  dabei  weder 
nötig,   daß   die  Funktion  Differential  quo  tienten  besitzt  (nicht  einmal,  daß 
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sie  stetig  ist),  noch  auch,  wenn  sie  solche  besitzt,  daß  dieselben  mit  den  DifEe- 
rentialquotienten  des  Streifens  [annähernd]  übereinstimmen,  Aber  man  wird 
diejenige  Darstellung  für  die  vollkommenste  halten,  bei  der  dies  der  Fall  ist. 

Als  ein  erstes  Beispiel  nenne  ich  eine  nach  dem  vorhergehenden  nahe- 
liegende Darstellung  durch  Fouriersche  Reihen.  Man  verbinde  nämlich  (geome- 
trisch geredet)  Punkte,  welche  dem  Streifen  angehören  und  den  Argumenten 

-nX,  .  .  .,   ■-  /.,  0,   +;.,  .  .  .,   +nX 
entsprechen,  so  wie  sie  aufeinander  folgen,  durch  begrenzte  gerade  Linien; 
das  entstehende  Polygon  repräsentiere  man  durch  eine  Fouriersche  Reihe. 
Dann  hat  man   eine  üepräsmtation  des  Streifens  durch  eine  Funktion, 
die  mit  alleiniger  AusTiakme  der  Punkte 

x^O,   ±-i,  .  .  .,   ±nX 
überall  Differeniialquotienten  hat.  Die  ersten  Differentialquotienten  stimmen 
mit  denen  des  Streif em  (annähernd)  üherein;  die  übrigen  nicht,  sie  hal>€n 
den  konstanten  Wert  Null. 

Diese  Art  der  Repräsentation  hat  den  Vorzug,  an  jeder  Stelle  nur 
von  dem  Verlaufe  des  Streifens  in  nächster  Nähe  abhängig  zu  sein,  und 
also  die  Willkiirliehkeit,  die  wir  in  den  Streifen  hineinlegen,  auch  analy- 
tisch zum  Ausdrucke  zu  bringen. 

Als  ein  zweites  Beispiel,  das  den  entgegengesetzten  Charakter  besitzt,  sei 
die  Darstellung  des  Streifens  durch  eine  [endliche]  Potenzreihe  genannt. 
Wir  können,  vermittelst  der  bekannten  Lagrangeschen  Interpolationsformel 
eine  Potenzreihe  herstellen,  welche  jede  beliebige  (endliche)  Anzahl  von 
Punkten  des  Streifens  enthält.  Man  überzeugt  sich  —  und  dieser  Satz 
liegt  implizite  der  Definition  der  DifEerentialquotienten  eines  Streifens  in 
§  6  zugrunde  —  daß  bei  richtiger  Wahl  der  bestimmenden  Punkte  nicht 
nur  die  Potenzreihe  selbst  den  Streifen  annähernd  darstellt,  sondern 
namentlich  auch,  daß  ihre  DifEerentialquotienten  an  jedem  Punkte  mit 
den  bez.  DifEerentialquotienten  des  Streifens  approximativ  übereinstimmen. 
In  diesem  Sinne  kann  also  jeder  Streifen  durch  eine  Potenzreihe  dar- 
gestellt werden. 

Schließt  man  sich  der  Anschauung  an,  daß  eine  Kurve  nichts  anderes 
ist,  als  ein  Streifen,  so  sind  diese  Sätze  Fundamentalsätze  über  die  Dar- 
stellung willkürlicher  Kurven. 


ScMußbemei'kung. 

Die  vorgetragenen  Betrachtungen  legen  die  Frage  nahe,  in  wie  weit 
es  bei  analytischen  Untersuchungen  gestattet  ist,  geometrische  Anschauung 
zu  verwenden.    Diese  Frage  ist  um  so'  wichtiger,  als  man  einen  Gebrauch 
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dieser  Anachaiimig  in  den  mannigfachsten  Gebieten  nicht  nur  in  ausgiebig- 
ster Weise,  sondern  auch  mit  dem  größten  Erfolge  macht.  Ich  denke 
dabei  nicht  sowohl  an  eigentliche  Geometrie,  die  ja  außer  in  dem  leben- 
digen Erfassen  des  im  Räume  Angeschauten  noch  an  den  Axiomen  eine 
Stütze  findet,  als  vielmehr  an  solche  Disziplinen  wie  Änalysis  situs  oder 
geometrische  Theorie  der  Diflerentialgleichmigen.  Es  dürfte  sehr  schwer 
sein,  die  Grenzen  für  die  Richtigkeit  solcher  Betrachtungen  allgemein  an- 
zugeben. Aber  die  Fruchtbarkeit,  welche  diese  Verknüpfung  analytischer 
Probleme  mit  der  Eaumansohauung  besitzt,  scheint  auf  die  erhöhte  Über- 
sicht hinauszukommen,  welche  die  Anschauung  mit  sich  führt,  und  für 
welche  die  nach  der  entwickelten  Ansicht  fehlende  Genauigkeit  im  kleinen 
iiicht  nur  kein  Hindernis,  sondern  geradezu  eine  Förderung  ist. 

5  Die  vorstehenden  Erörtemugen  sollten  sich  von  vornterein  auoli  auf  die  Zu- 
lässigbeit  der  Nioht- Euklidischen  Doktrinen,  d.  h.  ihre  Verträglichkeit  mit  unserer 
Eaumansohauung  beziehen.  Man  woUo  hierzu  die  Ahhandlung  „Zur  Nioht-Euklidj- 
sohen  Geometrie",  Math.  Annalen,  Bd.  37  (1890)  vergleichen,  die  bereits  in  Bd.  1 
dieser  Gesamtausgabe  unter  Nr.  XXI  abgedruckt  iet;  siehe  inabesondere  S.  381  bis 
S82  daeelbst.    Im  übrigen  komme  ich  auf  diese  Verhälttii^e  in  Abh.  XLIX  zurück.  K,] 


y  Google 


Xl.\'l.  Ou  tlic  mathematieal  charactor  oi  space-intuition 

and  the  relation 

oi  pure  mathematies  to  the  applied  sciences. 

[Aus  dem   „Evatiaton  Colloquium''',  Leotures  on  Mathematies   deliveced  at  Üie  Nortli- 
iiesterii  University  Evanston,  111, j ') 

In  tlie  pceceding  leciures  I  have  Said  so  mueh  stress  on  geomcstrical 
methods  that.  the  inquiry  natiirally  presente  itself  as  to  the  real  nature 
and  limitations  of  geometrical  Intuition, 

In  my  address'^)  before  the  Oongreaa  of  Mathematies  at  Chicago  I 
refeiTed  to  the  distinotion  between  what  I  calied  the  naive  and  the  refined 
intuition,  It  ia  the  latter  that  we  find  in  EucHd;  he  carefully  develops 
his  System  on  the  basis  of  well-formulated  axioms,  is  fnlly  coiiscious  of 
the  necessity  of  exact  proofs,  clearly  distinguishes  between  the  commen- 
siirable  and  incommensurable,  and  so  forth. 

The  naive  intuition,  on  the  other  hand,  was  especially  active  during 
the  period  of  the  genesis  of  the  difierentia!  and  integral  calculus.  ThuB 
we  see  that  Newton  assumes  without  hesitation  the  existence,  in  every 
case,  of  a  veloeity  in  a  moving  point,  without  troubling  himself  with  the  in- 
quify  whether  there  might  not  be  continuous  funetiona  having  no  derivative. 

At  the  present  time  we  are  wont  to  huild  up  the  infinitesimal  cal- 
culus on  a  purely  analytical  baais,  and  tbis  shows  that  we  are  living  in 
a  critical  period  simÜar  to  that  of  Buciid.  It  is  my  private  conviction, 
although  I  may  perhaps  not  be  able  to  fnlly  substantiate  it  with  complete 
proofs,  that  Euclid's  period  also  must  have  been  preceded  by  a  "naive" 
stage  of  development.    Several  facta  that  have  become  known  only  quite 

'■)  [Dieser  Vorlrag  wurde  als  sechster  von  zwölf  Vorlesungen  am  2.  September  1898 
in  Evanston  gehalten  und  findet  aieh  in  dem  schon  auf  S.  5  dieses  Bandes  genannten 
Buche  abgedruckt.  Ich  habe  damals  englisch,  vorgetragen,  und  im  Anschluß  daran 
hat  Herr  Ziwet  naturgeinäfi  auch  englisch  berichtet;  hieran  habe  ich  bei  dem  nun- 
mehrigen Wiederabdruck  festhalten  wollen,  wo  doch  jede  Übersetzung  den  Sinn  des 
einzelnen  Satzes  einigermaßen  abgeändert  haben  würde.     K.] 

-)  ^Weiter  unten  in  Abschnitt  III  dieses  Bandes  abgedruckt,] 
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leceiitly  point  in  this  direotion,  Thus  it  is  now  known  thafc  tlie  books 
that  have  come  down  to  us  ir.om  the  time  of  Euclid  constitute  oiily  a 
very  small  part  of  what  was  then  in  existence;  moreover,  mach  of  the 
teaching  was  done  by  oral  tradition.  Not  many  of  the  books  had  that 
artistic  fiiiish  that  we  admire  in  Euclid's  "Elements";  the  majoiity  were 
in  the  form  of  impiovised  lectures,  written  out  for  the  uee  of  the  students. 
The  investigations  of  Zeuthen^)  and  Allman*)  have  done  muoh  to  clear 
np  theae  hiatorical  conditions. 

If  we  now  aek  how  we  ean  aecount  for  this  diatinction  between  the 
naive  and  reiined  Intuition,  I  must  say  that,  in  my  opinion,  the  root  of 
the  matter  lies  in  the  fact  that  the  naive  intuition  is  not  easact,  white 
the  reßned  intuiiion  is  not  properly  intuition  at  all,  hut  arises  througJi  the 
logical  development  from  axioms  considered  as  perfectly  exact. 
/  To   explain  the  meaning  of  the  first  half  of  this  statement 

it  is  niy  opinion  that,  in  our  naive  intuition,  when  thinking  of 
a  point  we  do  not  picture  to  our  mind  an  abstract  mathematical 
point,  but  Substitute  something  concrete  for  it.  In  imagining 
a  line,  we  do  not  pictitre  to  onreelvcs  "length  without  breadth", 
bnt  a  stfif  of  a  certain  width.  Now  such  a  strip  has  of  course 
(üways  a  tangent  (Fig.  1);  i.e,.  we  can  always  imagine  a  straight 
strip  having  a  amall  portion  (element)  in  common  with  the  curved 
pj„  I  strip;  similarly  with  respeet  to  the  osculating  circle.  The  defi- 
nitions  in  this  case  ai^e  regarded  as  holding  only  approximately, 
oc  as  far  as  may  be  necessary. 

The  "exact"  mathematicians  will  of  course  say  that  such  definitions 
are  not  definitions  at  all.  But  I  maintain  that  in  ordinary  life  we  actually 
operate  with  such  mexaot  definitions.  Thus  we  speak  without  hesitaney 
of  the  directioii  and  ourvature  of  a  river  or  a  road,  alfchough  the  "line" 
in  this  case  has  certainly  considerable  width. 

Äa  regards  the  second  haK  of  my  proposition,  there  actually  are  many 
cases  where  the  conclusions  derived  by  purely  logical  reasoning  from  exact 
definitions  can  no  more  be  verified  by  intuition.  To  show  this,  I  select 
examples  from  the  theory  of  automorphic  functions,  because  in  more  common 
geometrical  illustrations  our  judgment  is  warped  by  the  familiarity  of 
the  ideae. 

Let  any  number  of  non-intersecting  circles  1,  2,  3,  4,  .. .,  be  given 
(Fig.  2),  and  let  every  circle  be  reflected  («.  e,  transformed  by  Inversion, 
or   reciproca!   radii  vectores)  upon   every  other  circle;    then    repeat  this 

")  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alteitum.  übersetzt  von  B.  v.  Fischer- 
Beiizon,  Kopenhagen,  Host,  1886. 

■*)  Greek  geometry  from  Thalee  to  Euclid.    Dublin,  Hodges,  1889. 
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Fig.  2. 


Operation  agaiii  aiwi  agam,  ad  infimtum      The  queetion  is,  wliafc  will  be 

the  configuration  foimed  bj  the  totality  of  all  the  circles,  and  in  particular 

what  will   be   the   position  of  the  hmitmg  points.     There  is  no  diffieulty 

in  answering   theae    queatione    by 

purely  logica!  reasoning;   but  the 

Imagination   seems   to  fai!  utterly 

when  we  try   to    form   a   mental 

Image  of  the  result. 

Again,   let  a  series  of  ciroles 

be  given,  each  oircle  touching  the 

following,   whiie   the   last  toutihes 

the  first  (Fig.  3).    Every  circle  is 

now    teflected   upon   every   other 

just  as  in  the  preceding  example, 

and  the  process  ia  repeated  indo- 

iinifcely.    The  special  oase  when  the 

original  points  of  contact  happen 

to  lie  on  a  circle  being  excluded, 

it  can  be  shown  analytically  that 

the  continuouB  eurve  whieh   is  the  locus   of  all  the  points  of  contact  is 

not  an  analytic  eune^).    The  points  of  contact  form  a  manifoldness  that 

is  everywhere  denae  on  the  cuive  (in  the  sense  of  G.  Oantor),  although 

there  are  intermediate  points  between  them.  At  each  of  the  former  points 
there  is  a  determinate  tangent,  while 
there  ia  none  at  the  intermediate  points. 
Seeond  derivatives  do  not  exist  at  all. 
It  is  easy  enough  to  imagine  a  Strip  co- 
vering  all  these  points;  but  when  the 
width  of  the  strip  is  redueed  beyond  a 
certain  limit,  we  find  nndulations ,  and 
it  seems  impossible  to  clearly  picture  to 
the  mind  the  final  outcome.  It  is  to  be 
noticed  that  we   have  here  an  example 

of  a  curve  with  indeterminate  derivatives  arising  out  of  pmrely  geometrical 

considerations ,   while  it  might  be  supposed  from  the  usual  treatment  of 

such   curves  that   they  can  only  be  defined  by  artificial  analytical  series. 
Unfortunately,  I  am  not  in  a  position  to  give  a  füll  aeeount  of  the 

°)  [Vgl.  die  Aiwführungen  in  Frickes  und  meinen  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  antomorplien  Funktionen,  Bd.  1,  1S97,  S.  411  —  424,  wie  auch  in  meinen  anto- 
graphierten  Vorlesungen  „Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf 
Geometrie",  1901,  S.  298—318.    K.] 

15* 


Fig.  3, 


yGoosle 


228  Anschauliche  Geometrie. 

opinions  of  philosophers  on  thie  subject.  As  legards  the  more  recent 
matliematical  literature,  I  have  presented  my  views  as  developed  above 
in  a  paper  published  in  1873,  and  aince  repiinted  in  the  Math.  Annalen"). 
Ideas  agreeing  in  general  with  mine  have  been  expressed  by  Pasch,  of 
Gießen,  in  two  works,  one  on  the  foundations  of  geometry"),  the  other 
on  the  priiioiples  of  tlie  infinitesimal  caloulua'*).  Another  autbor,  Kopeke, 
of  Hamburg,  has  advanced  the  idea  that  our  space-intuition  is  exact  as 
far  as  it  goes,  but  so  limited  as  to  mako  it  impossibte  for  us  to  picture 
to  ourselves  curves  without  tangents"). 

On  one  point  Pasch  does  not  agree  with  nie,  and  that  is  as  to  the 
exact  value  of  the  axioms.  He  believes  —  and  this  is  the  traditional 
view  ■ —  that  it  is  possible  finally  to  discard  Intuition  entirely,  basing  the 
whole  science  on  the  axioms  alone.  I  am  of  the  opinion  that,  certaiiily, 
for  the  purposes  of  research  it  is  always  neceasary  to  combine  the  Intuition 
with  the  axioms.  I  do  not  believe,  for  instance,  that  it  would  have  been 
possible  to  derive  the  resulta  discussed  in  my  focmer  lectnres,  the  splendid 
researches  of  Lie,  the  continuity  of  the  shape  of  algebraic  curves  and 
surfaces,  or  the  most  general  forms  of  triangles,  without  the  constant  use 
of  geometrical  intuition. 

Pasch's  idea  of  building  up  the  science  purely  on  the  basia  of  the 
axioms  has  sincc  been  earried  still  farther  by  Peano,  in  his  logicai 
calculus. 

Finally,  it  mnst  be  said  that  the  degree  of  exactness  of  the  intuition 
of  Space  may  be  difEerent  in  different  individuals,  perhaps  even  in  different 
races.  It  would  seem  as  if  a  streng  naive  spaee-intuition  were  an  attri- 
bute  pre-eminently  of  the  Teutonic  race,  while  the  critical,  purely  logicai 
sense  is  more  fully  developed  in  the  Latin  and  Hebrew  races.  A  füll 
investigation  of  tliis  subject,  somewhat  on  the  lines  suggested  by  Francis 
Galton  in  his  researches  on  heredity,  might  be  interesting. 

What  has  been  said  above  with  regard  to  geometry  ranges  tliis  science 
among  the  applied  sciences.  A  few  general  remarks  on  these  sciences  and 
their  relation  to  pure  mathematics  will  here  not  be  out  of  place.  From 
the  point  of  view  of  pure  mathematical  science  I  should  lay  particular 
stresB  on  the  heuristic  value  of  the  applied  sciences  as  an  aid  to  discov- 
ering  new  truths  in  mathematics.    Thus  I  have  shown  (in  my  little  book 

^)  über  den  allgemeinen  Funktionsbegriff  und  dessen  Darstellung  durch  eine 
willkürliche  Kurve.  Math,  Annalen,  Bd.  23  (1883),  S.  249—259.  [Siehe  die  vor- 
stehend abgedmckte  Abh.  XLV  dieses  Bandes.] 

')  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie.     Leipzig,  B.  G.  Teuhner,  1882. 

")  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Leipzig,  B.G.Teubner,  1^8^. 

")  Über  Diöerentiierbarkeit  und  Anschaulichkeit  der  stetigen  Funktionen.  Math. 
Aanalen,  Bd.  2!)  (1SS7),  S.  12-^—140. 


y  Google 


XLVI.    Raumansohauung  und  angewandte  Wissenseiiaft,  229 

011  Riemaiiii's  theories"))  that  the  Abelian  Integrals  caii  best  be  uiider- 
stood  and  illustrated  by  coiisidering  electric  currents  on  closed  sarfaces. 
In  an  analogous  way,  theorems  concerning  difietential  eqaatioiis  can  be 
derived  froni  the  conaideratioii  of  sound-vibrations;  and  so  on. 

But  just  at  present  I  desire  to  speak  of  niore  practical  matters, 
corresponding  as  it  were  to  what  I  have  said  before  about  the  inexactness 
of  geometrical  intuition.  I  believe  that  the  more  or  less  cloae  celation 
of  any  applied  scieiice  to  mathematics  raight  be  characterized  by  the 
degree  of  exaetness  attained,  or  attainable,  in  its  numerical  results.  Indeed, 
a  rough  Classification  of  these  sciences  could  be  baaed  simply  on  the  nuraber 
of  aignifieant  flgures  averaged  in  each.  ,  Ästronomy  (and  some  branches 
of  physica)  would  here  take  the  firat  rank;  the  number  of  aignifieant 
figures  attained  may  here  be  placed  as  high  as  seven,  and  functions  higher 
than  the  elementary  transcendental  functions  can  be  used  to  advantage. 
Chemistry  would  probably  be  found  at  the  other  end  of  the  scale,  since 
in  this  science  rarely  more  than  two  or  three  significant  figures  can  be 
relied  upon.  Geometrical  drawing,  with  perhaps  3  to  4  figurea,  would 
rank  between  these  extremes;  and  so  we  might  go  on. 

The  ordinary  mathematical  treatment  of  any  applied  science  Sub- 
stitutes exact  axioms  for  the  approximate  results  of  experience,  and  deduces 
from  theae  axioms  the  rigid  mathematical  conclusiona.  In  applying  this 
method  it  muat  not  be  forgotten  that  mathematical  developmenta  trän- 
scending  the  limit  of  exactness  of  the  science  are  of  no  practical  value. 
It  follows  that  a  large  portion  of  abstract  mathematics  remains  withoiit 
finding  any  practical  application,  the  amount  of  mathematics  that  can  be 
uaefully  employed  in  any  science  being  in  pi'oportion  to  the  degree  of 
accuracy  attained  in  the  science.  Thus,  while  the  astronomev  can  put  to 
good  use  a  wide  raiige  of  mathematical  theory,  the  ehemist  is  only  just 
begmumg  to  apply  the  first  derivative,  i.e.  the  rate  of  change  at  which 
certain  procesaea  are  gobig  on;  for  aecond  derivatives  he  does  not  aeem  to 
haie  found  any  use  as  yet. 

As  examples  of  extensive  mathematical  theories  that  do  not  exist  for 
applied  science,  I  may  mention  the  distinction  betwöen  the  commensurable 
and  ineommenaurable,  the  investigationa  on  the  eonvei^ency  of  Fourier's 
series,  the  theory  of  non-analytical  functions,  etc.  It  seems  to  me,  there- 
fore,  that  Kirchhoff  makes  a  mistake  when  he  says  in  bis  Spectral- 
Analyse  that  absorption  fcakes  place  only  when  there  is  exact  eoincidence 
between  the  wave-lengths,  I  aide  with  Stokes,  who  says  that  absorption 
takes  place  in  the  vicinity  of  such  eoincidence.    Similarly,  when  the  astro- 

'■'^  [Über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Punktionen  und  ihrer  Integrale. 
Leipzig,  B,  G.  Teubner,  1882.     Vgl.  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe.] 
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nomer  aays  that  fche  periods  of  two  planets  miist  be  exacfcly  commeiBurable 
to  admit  the  posaibility  of  a  colüsion,  this  holds  only  abstractly,  for  their 
mathematical  centres;  and  it  must  be  remembered  tiiat  such  tliinga  as  the 
period,  the  mass,  etc.,  of  a  planet  cannot  be  exactly  defined,  and  are 
chaiiging  all  the  time.  Indeed,  we  have  no  way  of  ascertaining  whether 
two  astronomical  magnitudee  are  incommensnrable  or  not;  we  can  only 
inquire  whether  their  ratio  can  be  expressed  approximately  by  two  smaÜ 
integeis.  The  statement  sometimes  made  that  there  exist  only  analytic 
functions  in  nature  is  in  my  opinion  absurd.  All  we  can  say  js  that  we 
restriot  ourselves  to  analytic,  and  even  only  to  simple  analytic,  functions 
because  they  afiord  a  sufficient  degree  of  approximation.  Indeed,  we  have 
the  theorem  (of  Weierstraß)  that  any  continuous  function  can  be  approxi- 
mated  to,  with  any  required  degree  of  accuracy,  by  an  analytic  function. 
Thus  if  ^(x)  be  our  continuous  function,  and  ^  a  small  quantity  repreaen- 
ting  the  given  limit  of  exactness  (the  width  of  the  strip  that  we  Substitute 
for  the  curve),  it  ia  always  possible  to  determine  an  analytic  function  f{x) 
such  that 

tt,{x)  =  f(_z)  f  e,  where  \e'  <\d\, 
within  the  given  limits. 

All  thia  suggesta  the  queation  whether  it  would  not  be  possible  to 
create  a,  let  us  aay,  abridged  aystem  of  mathematica  adapted  to  the  needs 
of  the  applied  sciences,  without  paaaing  tfarough  the  whole  realm  of  ab- 
stract  mathematica.  Such  a  System  would  have  to  inolude,  for  example, 
the  researches  of  Gauß  on  the  accuracy  of  aatronomical  caleulations,  or 
the  more  reeent  and  highly  interesting  inveatigations  of  Tchebycheff  on 
inteipolation.  The  pcoblem,  whiie  perhaps  not  impossible,  seems  difficult 
of  Solution,  mainly  on  aceount  of  the  somewhat  vague  and  indefinite 
character  of  the  questions  arising. 

I  hope  that  what  I  have  here  said  concerning  the  uae  of  mathematica 
in  the  applied  sciences  wili  not  be  interpreted  as  in  any  way  prejudioial 
to  the  cultivation  of  abstract  mathematics  as  a  pure  science.  Apart  from 
the  fact  that  pure  mathematica  cannot  be  aupplanted  by  anything  elae  aa 
a  means  for  developing  the  purely  logical  powere  of  the  mind,  there  must 
be  considered  here  as  elsewhere  the  neceasity  of  the  presence  of  a  few 
individuals  in  each  country  developed  in  a  far  higher  degree  than  the  reat, 
for  the  purpoae  of  keeping  up  and  gradually  raising  the  genei'al  Standard. 
Even  a  slight  raising  of  the  general  level  can  be  accomplished  only  when 
aome  few  minds  have  progreaaed  far  ahead  of  the  aveiage. 

Moreovepj  the  "abridged"  system  of  mathematics  referred  to  above  is 
not  yet  in  existence,  and  we  must  for  the  present  deal  with  the  materia! 
at  hand  and  try  to  make  the  best  of  it. 
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Now,  just  here  a  practical  difficulty  presenta  itself  in  the  teacliiiig 
of  mathematics,  let  us  say  of  the  eleraenfs  of  the  difierential  and  integral 
calculus.  The  teacher  is  confronted  with  the  problem  of  harmoniziiig  two 
opposite  and  almost  contradictorj  requirements.  On  the  one  hand,  he  has 
to  considei  the  limited  aud  as  vet  undeveloped  intellectual  grasp  of  his 
■itudent  and  the  fact  that  niest  of  them  study  mathematics  mainly  with 
1  Mew  tc  tte  practical  appt  cations;  on  the  other,  his  conscientiousneas 
IS  a  tea  hei  ar  l  man  of  sc  ence  would  seem  to  compel  him  to  detract 
in  nowwe  fr  m  perfect  matheniatical  rigom"  and  therefore  to  introduee  from 
he  begmning  all  the  lefinements  and  niceties  of  modern  abstract  mathe- 
matics In  leient  vear<(  the  un^ersity  Instruction,  at  leaat  in  Europe,  Iiaa 
been  tending  moie  and  m  le  in  the  latter  direetion;  and  the  same  tcn- 
deneies  will  necessanly  manifest  themsclves  in  this  country  in  the  course 
of  time  The  s^cond  edit  on  of  the  Oours  d'analyse  of  Camille  Jordan 
mav  be  regarded  as  an  examjle  sf  this  extreme  refinement  in  laying  the 
frundation«  of  the  infinitesimal  calculus.  To  place  ii  work  of  this  character 
in  the  hands  of  a  beginner  must  necessarily  have  the  effeot  that  at  the 
begmning  a  large  part  of  the  aubjeet  will  remain  unintelligible,  and  that, 
at  a  later  atige  the  atudent  will  not  have  gained  the  power  of  making 
u  e  of  the  piinciples  m  the  aimfle  cases  occuning  in  the  applied  scienoes. 

It  IS  m>  opini  n  that  ii  teaching  it  is  not  only  admissible,  but  ab- 
aoluteH  necesdari  to  be  less  abstract  at  the  start,  to  have  constant  regard 
to  the  applicationa  and  to  refei  to  the  refinementa  only  gradually  as  tbc 
Student  becomes  able  to  understand  them.  This  ia,  of  course,  nothing  but 
a  umveisal  jedagogical  piincijle  to  be  obaerved  in  all  mathematical  in- 
struction 

A.mong  lecent  Geimm  woiks  I  may  recommend  for  the  use  of  be- 
ginners, for  instance,  Kieperts  iiew  and  revised  edition  of  Stegemanns 
text-book^^);  this  work  seema  to  combine  simplioity  and  clearneas  with 
sufficient  mathematical  rigour.  On  the  other  hand,  it  is  a  matter  of  course 
that  for  more  advanced  students,  eapeoially  for  professional  mathemafciciaiis, 
the  study  of  worka  like  that  of  Jordan  is  quite  indispensable. 

I  am  ied  to  these  remarks  by  the  eonsciousneas  of  a  growing  danger 
in  the  higher  educational  ayatem  of  Germany,  —  the  danger  of  a  Separation 
between  abatraet  mathematical  science  and  its  scientific  and  technical 
appiicafcions.  Such  Separation  oould  only  be  deplored;  for  it  would  ne- 
cessarily be  followed  by  shallowness  on  the  side  of  the  applied  sciences, 
and  by  iaolation  on  the  part  of  pure  mathematics. 

"}  GrundriB  der  Differential-  und  Integral rechnnng.  Ii,  Autlage.  Herausgegeben 
von  Kiepert.    Hannover,  Helwing,  1892. 
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'Nachrichten  der  Kgl,  Gesellschaft  der  Wieseoschaften  zu  Göttingen. 
Gesohäftliche  Mitteilungen.    1895.    Heft  2.' 


Hochgeehrte  Anwesende !  Wenn  sich  die  Einzelheiten  der  mathemati- 
schen Wissenschaft  naturgemäß  dem  Verständnis  und  damit  dem  Interesse 
der  Fernerstehenden  entziehen,  so  darf  der  Mathematiker  doch  vielleicht 
unternehmen,  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  bezeichnen,  unter  denen  er  die 
Entwicklung  seiner  Wissenschaft  sieht,  und  dieses  um  so  mehr,  wenn 
diese  Gesichtspunkte  für  sein  Verhalten  zu  den  Nachbargebieten  maßgebend 
sind.  So  möchte  ich  bei  der  heutigen  Gelegenheit  versuchen,  meine  Stel- 
lung zu  derjenigen  wichtigen  mathematischen  Richtung  zu  bezeichnen,  als 
deren  Hauptrepräsentant  Weierstraß  dasteht,  dessen  80  jährigen  Geburts- 
tag wir  eben  gefeiert  haben,  —  zax  .Ärithmetiaierung  der  Mathematik. 
Ich  muß  wohl  einige  Erklärungen  über  die  Entstehung  und  die  Tendenz 
dieser  Eichtung  vorausschicken. 

(Jemeinhin  verbindet  man  mit  dem  Begriffe  der  Mathematik  schlecht- 
weg die  Idee  eines  streng  logisch  gegliederten  auf  sich  selbst  ruhenden 
Systems,  wie  uns  ein  solches  etwa  in  der  Geometrie  des  Euhlid  entgegen- 
tritt. Indes  ist  der  Geist,  aus  dein  die  moderne  Mathematik  geboren 
wurde,  ein  ganz  anderer.  Von  der  Naturbeobachtung  ausgehend,  auf 
Naturerklärung  gerichtet,  hat  er  ein  philosophisches  Prinzip,  das  Prinzip 
der  Stetigkeit,  an  die  Spitze  gestellt.  So  ist  es  bei  den  großen  Bahn- 
brechern bei  Newton  und  Leibniz,  so  ist  es  das  ganze  18.  Jahrhundert 
hindurch,  welches  für  die  Entwicklung  der  Mathematik  recht  eigentlich 
ein  Jahrhundert  der  Entdeckungen  gewesen  ist.  Allmählich  erst  erwacht 
wieder  eine  strengere  Kritik,  welche  nach  der  logischen  Berechtigmig  der 
kühnen  Entwicklungen  fragt,  —  gleichsam  eine  Wiederaufrichtung  der 
geordneten  Verwaltung  nach  einem  langen  Erobemngszuge.  Das  ist  die 
Periode    von    Gauss    und    Abel,    von    Cauchy   und   Dirichlet.     Aber 

'^)  [Vortrag,  gehalten  in.  der  öffentlichen  Sitzung  der  Kgl,  Gcseliachait  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen  am  2.  NoTcmber  1S95.  —  Dieser  Vortrag  ist  vielfapli 
übersetzt  wordeii.; 
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hierbei  ist  es  nicht  geblieben.  Bei  Gauss  wird  die  Raumansehauung, 
insbesondere  die  Anschauung  von  der  Stetigkeit  des  Raumes  noch  unbe- 
denklich als  Beweisgrund  benutzt.  Da  zeigte  die  nähere  Untersuchung, 
daß  hierbei  nicht  nur  vieles  Unbewiesene  unterlief,  sondern  daß  die  Raum- 
anschauung dazu  geführt  hatte,  in  übereilter  Weise  Sätze  als  allgemein- 
gültig anzusehen,  die  es  nicht  sind.  Daher  die  Forderung  ausschließlich 
arithmeUacker  Beweisführung.  Als  Besitzstand  der  Wissenschaft  soll  nur 
angesehen  werden,  was  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen  Rechnungs- 
operationen als  identisch  richtig  klar  erwiesen  werden  kann.  Ein  Blick 
auf  die  neueren  Lehrbücher  der  Differential-  und  Integralrechnung  genügt, 
um  den  großen  Umschwung  der  Methode  wahrzunehmen.  Wo  sonst  Figuren 
als  Beweismittel  dienten,  da  sind  es  jetzt  immer  wiederholte  Betrachtungen 
über  Größen,  die  kleiner  weiden  oder  angenommen  werden  können,  als 
jede  noch  so  kleine  vorgegebene  Große,  Da  werden  Erörteijingen  voran- 
gestellt, was  die  Stetigkeit  einer  Variabelen  bedeuten  soll  oder  nicht  be- 
deuten soll  und  ob  von  Difterentiation  oder  Integration  einer  Funktion 
überhaupt  die  Rede  sein  kann.  Das  ist  der  Weierstraßsche  Habitus  der 
Mathematik,  die   Weierstraßsche  Strenge,  wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt. 

Natürlich  ist  auch  sie  nichts  Absolutes,  sondern  kann  weitergebildet 
werden,  indem  man  sieh  hinsichtlieh  der  Verknüpfung  der  Größen  noch 
weitergehende  Beschränkungen  auferlegt.  Ich  nenne  in  dieser  Hinsicht 
Kroneckers  Tendenz,  die  Irrationalzahlen  zu  verbannen  und  die  mathe- 
matische Wissenschaft  in  Beziehungen  allein  zwischen  ganzen  Zahlen  auf- 
zulösen. Ich  nenne  ferner  die  Bestrebungen,  für  die  verschiedenen  Arten 
der  logischen  Verknüpfung  kurze  Zeichen  einzuführen,  um  dadurch  die 
Ideenassoziationen,  sowie  die  Unbestimmtheiten  auszuschließen,  welche  sich 
bei  Anwendung  der  ge wohnlichen  Sprachformen  unbemerkt  und  darum 
unkontrolliert  einschleichen.  In  dieser  Hinsicht  ist  neuerdings  insbeson- 
dere ein  italienischer  Gelehrter,  dem  wir  schon  nach  anderer  Seite  ver- 
schiedene interessante  Bemerkungen  verdanken,  Peano  in  Turin,  hervor- 
getreten. 

Alle  diese  Entwicklungen  möchte  ich  im  folgenden  unter  das  eine 
Wort:  Ärithmetisierung  der  Mathematik  mit  begreifen.  Und  nun  soll 
meine  Aufgabe  sein,  von  der  Bedeutung  zu  reden,  welche  die  so  bezeich- 
nete Giesamtrichtung  über  das  Gebiet  der  Analysis  hinaus  für  die  übrigen 
Teile  unserer  Wissenschaft  besitzen  dürfte.  Darin  liegt,  wie  Sie  verstehen, 
einerseits  die  völlige  Anerkennung  der  außerordentlichen  Wichtigkeit  der 
hierher  gehörigen  Entwicklungen,  andererseits  aber  eine  Zurückweisung 
der  Auffassung,  als  sei  in  der  arithmetisierten  Wissenschaft  wie  in  einem 
Elxtrakt  der  eigentliche  Inhalt  der  Mathematik  bereits  erschöpfend  ent- 
halten.   Ich  habe  meine  Auffassung  dementsprechend  nach  zwei  Seiten  zu 
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entwickeln,  nach  einer  positiven,  zustimmenden  nnd  einer  negativen,  ab- 
wehrenden. Indem  ich  als  das  Weaen  der  Sache  nicht  die  arithmetische 
Form  der  Uedankenentwicklung  ansehe,  sondern  die  durch  diese  Form  er- 
reichte logische  Verschärfung,  ergibt  sich  die  Forderung  —  und  dieses  ist 
die  positive  Seite  meines  Programms  — ,  in  Anlehnung  an  die  arithmeti- 
sche Begründung  der  Analysis  die  übrigen  Disziplinen  der  Mathematik 
einer  Neubearbeitung  zu  unterziehen.  Andererseits  aber  habe  ich  auszu- 
führen und  stark  zu  betonen  —  das  ist  die  negative  Seite  — ,  daß  die 
Mathematik  keineswegs  durch  die  logische  Deduktion  erschöpft  wird,  daß 
vielmehr  neben  der  letzteren  die  Anschauung  auch  heute  ihre  volle  spe- 
zifische Bedeutung  behält.  —  Die  Vollständigkeit  würde  eigentlich  ver- 
langen, daß  ich  auch  noch  von  der  algorithmischen  Seite  der  Mathematik, 
also  von  der  Bedeutung  der  formalen  Methoden  spreche,  doch  möchte  ich 
diesen  Gegenstand,  der  mir  persönlich  ferner  liegt,  bei  der  heutigen  Ge- 
legenheit beiseite  lassen. 

Sie  wollen  übrigens  meine  Erörterungen  nicht  so  verstehen,  als  hätte 
ich  im  einzelnen  viel  Neues  zu  sagen.  Vielmehr  handelt  es  sich  im  wesent- 
lichen darum,  Vorhandenes  zusammenzutragen  und  zu  gruppieren  und,  wo 
es  nötig  sein  sollte,  in  seiner  Berechtigung  hervortreten  zu  lassen. 

Bei  der  kurzen  mir  zugewiesenen  Zeit  weide  ich  mich  auf  Hervorhebung 
einiger  Hauptpunkte  beschränken  müssen.  Lassen  Sie  mich  zunächst 
skizzieren,  wie  sich  die  positive  Seite  meiner  Auffassung  auf  dem  Gebiete 
der  Geometrie  gliedert.  Die  Arithmetisiemng  der  Mathematik  hat,  wie 
ich  andeutete,  ihren  ursprünglichen  Ausgangspunkt  darin  genommen,  daß 
sie  die  Raumanschauung  zurückdrängte.  Indem  wir  uns  zur  Geometrie 
wenden,  wird  das  erste  sein,  daß  wir  die  auf  arithmetischem  Wege  ge- 
wonnenen Resultate  mit  der  Raum  ans  chauung  wieder  in  Verbindung  setzen. 
Ich  verstehe  das  hier  so,  daß  wir  die  gewöhnlichen  Grundlagen  der  ana- 
lytischen Geometrie  akzeptieren  und  von  derselben  aus  die  geometrische 
Interpretation  der  neueren  analytischen  Entwicklungen  suchen.  Es  ist 
dies  nicht  etwa  schwierig,  aber  trotzdem  besonders  anregend,  wie  ich  dies 
im  verflossenen  Jahre  in  einem  diesem  Gegenstande  gewidmeten  Seminare 
nach  vielen  Richtungen  hin  habe  verfolgen  können.  Es  resultiert  eine 
Übung  der  Eaumanschauung,  welche  auf  eine  Verfeinerung  derselben  hin- 
auskommt; andererseits  belohnt  sich  der  Ansatz  dadurch,  daß  die  in  Be- 
tracht kommenden  analytischen  Entwicklungen  unmittelbar  einleuchten 
und  dadurch  den  Charakter  des  Paradoxen  verlieren,  der  ihnen  sonst  viel- 
fach anhaftet.  Was  ist  der  allgemeinste  Begriff  einer  Kurve,  einer  Fläche? 
Was  meint  man  damit,  wenn  man  eine  Kurve  usw.  als  „analytisch"  oder 
„nicht  analytisch"  bezeichnet?  Diese  und  ähnliche  Fragen  müssen  bis 
zur  vollen  Evidenz  durchgebildet  werden.  —  Das  zweite  ist,  daß  wir  die 
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Grundlage  der  Geometrie  in  neue  Untersuchung  ziehen.  Dies  könnte  an 
sich  seht  wohl,  wie  in  früherer  Zeit,  in  rein  geometrischer  Weise  geschehen, 
aber  durch  die  obwaltenden  Umstände  ist  auch  hier  die  Bezugnahme  auf 
das  Begriffssystem  der  Analysis,  also  die  Verwendung  der  analytisch- 
geometrischen  Methode  in  erster  Linie  gegeben.  Die  äußere  Untersuchung 
der  Formeln,  durch  die  wir  die  Raumgebilde  darstellen  sollen,  also  [etwa]  die 
sogenannte  Nicht- Euklidische  Geometrie  und  was  damit  zusammenhängt, 
ist  nur  erst  die  eine  Seite  der  Sache;  die  tiefer  liegende  Frage  ist,  warum 
wir  den  Inbegriff  der  Eaumpunkte  überhaupt  als  Zahlenmannigfaltigkeit 
ansehen  dürfen,  in  der  Art,  daß  wir  zwischen  den  in  drei  Richtungen 
geordneten  Ratio  na  izahlen  in  bekannter  Weise  die  Irrationalzahlen  inter- 
polieren. Wir  kommen  zu  der  Auffassung,  daß  die  Eaumanschauung  zu- 
nächst etwas  Ungenaues  ist,  welches  wir  zum  Zwecke  der  mathematischen 
Behandlung  in  den  sogenannten  Axiomen  (die  uns  wirkliche  Forderungs- 
sätze vorstellen)  idealisieren.  Von  philosophischer  Seite  hat  die  hier  vor- 
liegenden Probleme  insbesondere  der  früh  verstorbene  Kerry  bearbeitet; 
ich  glaube  seinen  Entwicklungen  in  der  Hauptsache  zustimmen  zu  können, 
namentlich  auch  was  seine  Kritik  von  P.  Du  Bois  angeht.  —  Umgekehrt 
wird  uns  jetzt  die  neue  Festlegung  der  Raum  auf  fassung  ziu'  Quelle  neuer 
analytischer  Begrifttbildungen  Wii  glauben  im  Rinme  die  unendliche 
Zahl  der  Punkte  und  der  aus  ihnen  zusammengesetzten  Gebilde  immittel 
bat  voi  uns  zu  sehen  Von  hiei  aus  sind  die  grundlegenden  Untersurhungen 
über  Mengen  und  tiansfimte  Zahlen  erwachsen  mit  denen  Georg  fantoi 
der  arithmetischen  Wissenschaft  ganz  neue  Ideenkieise  eischlossen  hat  ■ — 
Endlith  aber  verlangen  wir  liß  der  neue  Standpunkt  auch  in  der  feineren 
DaisteUung  dei  Geometiie  insbesondere  der  Infinitesimalgeometrie  ?u] 
Geltung  komme  Am  leichtesten  wird  da  wiedei  geschehen,  wenn  wir 
^ueh  hier  an  dei  Methode  der  analytischen  Geometrie  festhalten  Natur 
lieh  empfehle  ich  darum  nicht  em  bhndes  Rechnen  mit  x  y  z  sondern 
nur  emen  subsidiären  Gebrauch  dieser  Gioßen  überall  da  wo  e«  sich  um 
die  präzise  Festlegung  eines  Grenzübergänge 's  handelt 

Hiermit  haben  Sie  in  seinen  Umrissen  da^  neue  geometusche  Piosfiamni 
Dasselbe  ist  wie  Sie  erkennen  sehr  veibchieden  von  den  Tendenzen  dit 
in  der  eisten  Hälfte  dieses  Jihihundtits  vorwalteten  unl  damals  zur  Ent 
Wicklung  dei  projektiven  Geometiie  führten  (welche  langst  em  bleibender 
Bestandteil  unserer  Wissenschaft  geworden  ist).  Die  projektive  Geometrie 
hat  uns  zahh?eiche  neue  Gebiete  der  Wissenschaft  mit  großer  Leichtigkeit 
erschlossen,  man  rühmte  von  ihr  mit  Recht,  daß  sie  auf  ihrem  Gebiete 
einen  „Königsweg"  darstelle.  Unser  neuer  Weg  ist  statt  dessen  mühsam 
und  dornenvoll  und  es  bedarf  fortgesetzter  Sorgfalt,  um  sich  durch  die 
Hindernisse  desselben  durchauwinden .    Wir  nähern  uns  dabei  wieder  mehr 
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der  Ai-t  der  antiken  Geometrie  und  lernen  geradezu  das  Wesen  der  letzteren 
vermöge  unserer  modernen  Auffassungen  in  neuer  Weise  verstehen,  wie 
noch  letzthin  Zeuthen  in  glänzender  Weise  dargelegt  hat.  —  Dieselbe 
Denkweise  werden  wir  weiterhin  in  die  Gebiete  der  Mechanik  und  mathe- 
matischen Physik  hineintragen.  Ich  will  hier,  um  nicht  zu  ausführlich 
zu  werdeil,  dies  nur  an  zwei  Beispielen  erläutern.  Alle  angewandte  Ma- 
thematik muß  das  tun,  was  ich  soeben  bereits  bei  der  Raumanschauung 
als  notwendig  bezeichnete,  sie  muß  zum  Zwecke  der  mathematischen  Be- 
trachtung ihre  Gegenstände  idealisieren.  Nun  finden  wir  durchweg,  daß 
auf  einem  und  demselben  Gebiete,  je  nach  dem  Ziele,  welches  man  im 
Äuge  hat,  verschiedene  Arten  der  Idealisierung  nebeneinander  gebraucht 
werden.  Dahin  gehört,  um  nur  dies  eine  zu  nennen,  daß  man  die  Materie 
bald  als  kontinuierlich  den  Raum  erfüllend  behandelt,  bald  wieder  als 
diskontinuierlich  aus  einzelnen  Molekülen  bestehend,  die  man  sich  selbst 
entweder  als  ruhend  denkt  oder  aber  in  lebhafter  Bewegung  begriffen. 
Wieso  ujid  in  welchem  Grade  sind  diese  verschiedenen  Vorstellungaweisen 
für  die  aus  ihnen  zu  ziehenden  Folgerungen  mathematisch  gleichwertig? 
Die  älteren  Darstellungen  von  Poissonu.  a.,  wie  auch  die' Entwicklungen 
der  kinetischen  Gastheorie  sind  für  den  modernen  Mathematiker  in  dieser 
Hinsicht  nicht  eingehend  genug;  wir  müssen  eine  von  Anfang  beginnende 
Neubearbeitung  des  Problems  verlangen.  Ich  vermute,  daß  eine  in  Aus- 
sicht stehende  Publikation  von  Boltzmann  hierüber  interessante  Auf- 
schlüsse bringen  wird.  —  Eine  andere  Fragestellung  ist  diese.  Das  phy- 
sikalische Experiment  versieht  uns  vielfach  mit  Erfahrungstatsachen,  die 
wir  unwillkürlich  mathematisch  verallgemeinern  und  als  Theoreme  auf  die 
idealisierten  Gebilde  übertragen.  Dahin  gehört  die  Existenz  der  sogenannten 
Greenschen  Funktion  bei  beliebiger  geschlossener  Oberfläche  und, beliebig 
anzunehmendem  Pol,  —  entsprechend  der  Tataaehe  aus  dem  Gebiet  der 
Elektrizität,  daß  sieh  auf  jedem  leitenden  Körper  unter  dem  Einflüsse 
irgendwelches  elektrisierten  Punktes  eine  Gleichgewichtabelegung  bildet. 
Dahin  gehört  die  Anwendung,  welche  ich  gelegentlich  von  den  elektrischen 
Strömen  gemacht  habe,  die  in  einer  beliebigen  leitenden  Flache  bei  Auf- 
setzung der  Poldrähte  einer  galvanischen  Säule  entstehen,  indem  ich  näm- 
lich zeigte,  daß  deren  Betrachtung  unmittelbar  zu  den  Fundamental sätzen 
aus  Riemanns  Theorie  der  Abelsehen  Funktionen  hinleitet.  Es  gehört 
dahin  das  Theorem,  daß  jeder  begrenzte  elastische  Körper  einer  unend- 
lichen Reihe  harmonischer  Eigenschwingungen  fähig  sei,  und  anderes  mehr. 
Sind  dies  wirklich,  abstrakt  genommen,  richtige  mathematische  Sätze,  bez. 
wie  muß  man  sie  einschränken  und  präzisieren,  damit  sie  richtig  werden? 
Die  Mathematiker  haben  mit  Erfolg  versucht,  hier  einzugreifen,  zuerst 
C.  Neumann  und  Schwarz  in  der  Theorie  des  Potentials,  dann  neuerdings 
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die  franzöaieclien  Gelehrten,  an  die  deutschen  Arbeiten  anknüpfend,  —  mit 
dem  Resultate,  daß  sich  die  der  Physilf  entnommenen  Tlieoieme  in  aus- 
gedehntem Maße  als  stichhaltig  erwiesen  haben.  —  Sie  sehen  hier  deutlich, 
wenn  ich  es  noch  ausd  ckl  cl  le  o  hebe  soll,  um  was  es  sich  bei  den 
in  Rede  stehenden  Unters  cl  n^en  1  andelt  nicht  sowohl  um  neue  physi- 
kalische Einsicht,  sonder  n  ibst  akte  athematiache  Beweisfübi-ung,  die 
wir  um  ihrer  selbst  wilie  a  streben  un  der  Klarheit  und  Bestimmtheit 
willen,  die  dadurch  in  se  e  A  ffass  g  der  Erscheinungen  hineingetragen 
wird.  Oder,  wenn  ich  einen  Ausdruck  Jacobis  in  allerdings  etwas  modi- 
fiziertem Sinne  gebrauchen  darf,  es  handelt  sich  allein  um  die  Ehre  des 
■menschlichen  Geistes. 

Hochgeehrte  Anwesende!  Indem  ich  mich  solcherweise  ausdriAcke,  ist 
es  fast  schwer,  nunmehr  im  Gegensatze  zu  den  bisherigen  Betrachtimgen 
der  Anschauung  den  ihr  gebührenden  Anteil  an  unserer  Wissenschaft  zu 
sichern.  Und  doch  ruht  gerade  in  dieser  Antithese  der  eigentliche  Sinn 
meiner  heutigen  Dai'legongen.  Dabei  denke  ich  nicht  so  sehr  an  die  aus- 
gebildete Form  der  Anschauung,  von  der  soeben  die  Rede  war,  also  an 
die  Anschauung,  die  sich  unter  Einwirkung  der  logischen  Deduktion  ent- 
wickelt hat  und  die  ich  als  eine  Form  des  Gedächtnisses  bezeichnen  möchte, 
als  vielmehr  an  die  naive  Anschauung,  welche  zum  guten  Teile  ein  an- 
geborenes Talent  ist  und  sieh  übrigens  aus  der  eingehenden  Beschäftigung 
mit  diesem  oder  jenem  Teile  der  Wissenschaft  unbewußt  herausbildet.  Das 
Wort  „Anschauung"  ist  vielleicht  nicht  zweckmäßig  gewählt.  Ich  möchte 
hier  die  motorische  Empfindung  mit  einschließen,  mit  welcher  der  Ingenieur 
die  Kräfteverteilung  in  irgendwelcher  von  ihm  durchgeführten  Konstruktion 
beurteilt,  und  selbst  das  unbestimmte  Gefühl  betr.  die  Konvergenz  ihm 
vorliegender  unendlicher  Prozesse,  welches  der  geübte  Zahlenrechner  besitzt. 
Ich  sage,  daß  die  so  verstandene  mathematische  Anscliauung  auf  ihrem 
Gebiete  überall  dem  logischen  Denken  voraneiU  und  also  in  jedem  Mo- 
mente einen  weiteren  Bereich  besitzt  als  dieses. 

Hier  könnte  ich  nun  erstlieh  einen  historischen  Exkurs  darüber  ein- 
schalten, wie  bei  der  Entwicklung  der  meisten  Zweige  unserer  Wissenschaft 
in  der  Tat  die  Anschauung  den  Anfang  gemacht  hat  und  die  strenge  lo- 
gische Behandlung  erst  folgte.  Und  zwar  gilt  dies  nicht  nur  im  großen 
von  der  Entstehung  der  Infinitesinaalrechnung,  wie  ich  bereits  in  der  Ein- 
leitung andeutete,  es  gilt  ebensowohl  von  vielen  Gebieten,  die  erst  im 
Laufe  des  gegenwärtigen  Jahrhunderts  ihren  Ursprung  genommen  haben. 
Ich  erinnere  in  dieser  Hinsicht,  um  nur  eines  zu  nennen,  an  Riemanns 
Frrnktionentheorie  komplexer  Variabler,  und  fuge  gern  au,  daß  diejenige 
Disziplin,  welche  lange  Zeit  am  meisten  von  der  Anschauung  abgewandt 
schien,    die   Zahlentheorie,    eben    nun    durch   Heranziehung   anschaulicher 
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Metbodeii  in  den  Händen  von  Minkowski  und  anderen  einem  neuen 
Aufschwünge  entgegen  zu  gehen  scheint.  Weiterhin  wäre  von  großem 
Interesse,  die  Entwicklung  nicht  der  einzelnen  mathematischen  Disziplin, 
sondern  der  individuellen  mathematischen  Persönlichkeit  unter  dem  vor- 
liegenden Gesichtspunkte  zu  verfolgen.  Ich  begnüge  mich  in  dieser  Hin- 
sicht hier  mit  der  Angabe,  daß  die  zwei  wirksamsten  mathematischen 
Forseher  der  Jetztzeit,  Lie  in  Leipzig  und  Poincare  in  Paris,  beide  ur- 
sprüngiich  in  der  Anschauung  wurzeln.  Aber  alles  dies  würde,  wenn  ich 
weiter  darauf  eingehen  wollte,  zu  sehr  iii  spezifische  Einzelheiten  hinein- 
fithren  und  schließlieh  nur  außerordentliche  Fälle  betreffen.  Ich  will  lieber 
schildern,  was  die  einigermaßen  geübte  Anschauung  tagtäglich  über  die 
rechnerische  oder  konstruktive  Behandlung  hinaus  für  die  quantitative  Be- 
handlung der  physikalischen  oder  technischen  Probleme  leistet.  Wenn  ich 
beispielsweise  auf  die  beiden  Angaben  der  Elektrizitätslehre  zurückkommen 
darf,  auf  die  ich  eben  Bezug  nahm,  so  wird  jeder  Physiker  im  vorgegebenen 
Falle  ohne  weiteres  den  Verlauf  der  Niveauflächen  der  Greenschen  Funktion, 
bez.  der  Stcomkurven  bei  dem  zweiten  der  genannten  Experimente  ziem- 
lich richtig  zeichnen  können.  Oder  nehmen  Sie  den  Fall  irgendwelcher 
Differentialgleichung,  ich  will  sagen  (um  beim  einfachsten  Falle  zu  bleiben) 
einer  Differentialgleichimg  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein.  Höchst- 
wahrscheinlich versagt  die  analytische  Behandlung.  Demungeachtet  kann 
man  auf  graphischem  Wege  den  allgemeinen  Verlauf  der  Integral  kurven 
sofort  angeben,  wie  dies  noch  neulich  von  Lord  Kelvin  —  einem  der 
großen  Meister  der  mathematischen  Anschauimg  —  für  eine  berühmte 
Differentialgleichung  des  Drei körp erprob lems  gezeigt  worden  ist.  Es  handelt 
sich  in  allen  solchen  Fallen,  wenn  wir  die  Sache  in  der  Sprache  der  Ana- 
lysis  bezeichnen  aollen,  um  eine  Art  von  Interpolation,  bei  der  weniger 
auf  Genauigkeit  im  Einzelnen  als  auf  Berücksichtigung  der  allgemeinen 
Bedingungen  Gewicht  gelegt  wird.  Ich  will  noch  ausdrücklich  betonen, 
daß  wir  bei  der  Aufstellung  aller  unserer  Naturgesetze,  oder  überhaupt, 
wenn  wir  versuchen,  irgendwelchen  äußeren  Vorgang  mathematisch  zu 
formulieren,  von  einer  ähnlichen  Kimst  des  Interpolierens  Gebrauch  machen. 
Denn  es  gilt  immer  unter  der  Menge  der  zufälligen  Störungen  die  ein- 
fachen Zusammenhänge  der  wesentlichen  Größen  hervorzuziehen.  Das  ist 
schließlich  dasselbe,  was  ich  oben  als  das  Verfahren  der  Idealisierung  be- 
zeichnet habe.  Die  logische  Überlegung  tritt  aUemal  erst  in  ihr  Recht, 
wenn  die  Anschauung  die  Aufgabe  der  Idealisierung  vollzogen  hat. 

Ich  bitte,  diese  Angaben  nicht  als  eine  Erklärung,  sondern  als  eine 
Schilderung  tatsächlicher  Verhältnisse  aufzunehmen.  Der  Mathematiker 
kann  nicht  mehr,  als  durch  Selbstbeobachtung  die  Eigenart  des  im  ein- 
zelnen Falle  statthabenden  psychischen  Vorganges  konstatieren.    Vielleicht 
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werden  wir  über  die  nälieren  Beziehungen  der  von  der  Anschauung  aus- 
gehenden Prozesse  zum  logischen  Denkvermögen  eines  Tages  von  der  Phy- 
siologie und  der  experimentellen  Psychologie  genaueren  Aufschluß  erhalten. 
Daß  es  sich  dabei  m  der  Tat  um  verschielene  1  h  nicht  notwendig  ver- 
knüpfte Seelentitigkeiten  hai  delt  wird  durch  die  großen  Difierenzen  be- 
stätigt, welche  die  Beobachtung  veischiedenei  Individuen  ergibt.  Die 
modernen  Psychologen  unterscheiden  eine  \i8uelje  eine  motorische  und 
eine  auditive  Veranlagung  Es  scheint  daß  die  mathematische  Anschauung, 
wie  ich  sie  hier  \eis(-ehe  den  beiden  eisten  Arten  der  Begabung,  die 
logische  Auffassung  mein  ier  letzteren  eignet  Die  Psychologie  steht  erst 
in  den  Anfängen  derartiger  Untersuchungen  die  ich  mit  vielen  Fachgenoasen 
freudig  begrüße  Denn  wir  heften  daß  m  unserer  Wissenschaft  und  ihrem 
Betriebe  viele  Meinungs\ei=!thiedenheiten  die  jetzt  notwendig  unausgetragen 
bleiben,  verschwinden  werden  wenn  wu  erst  übe'  die  psychologischen 
Vorbedingungen  des  mathematischen  Denkenb  und  deren  individuelle  Ver- 
schiedenheit genauer  unterriühtet  se  n  werden 

Ich  darf  hier  kuiz  auf  die  pa  lagOf,ische  Se  te  der  Mathematik  ein- 
gehen. Wir  beobachten  betiefii  derselben  m  Deutschland  zurzeit  eine 
sehr  merkwürdig  Sachlage  Es  sind  zftei  entgegengesetzte  Strömungen, 
die  nebeneinander  herlaufen  ohne  bisher  i  ennenawert  aufeinander  ein- 
zuwirken. Bei  den  Lehiem  unserer  Gymi  asien  wird  die  Notwendigkeit 
eines  an  die  Ai  schauun^  anschließenden  mathematischen  Unterrichts  im 
Augenblicke  vielfa  h  ho  stark  betont  daß  m^n  gezwungen  ist  zu  wider- 
sprechen und  umgekehlt  d  e  Xotwendigkeit  emgehei  der  logischer  Entwick- 
lungen zu  betone  1  das  ist  der  Smn  einer  klenen  Schrift,  die  ich  im  ver- 
gangenen Sommer  über  elenientaigeometnsci  e  Probleme  veröffentlicht  habe ''). 
Bei  den  Hochschullehrern  unseres  Fachs  aber  liegt  die  Sache  genau  um- 
gekeiirt:  die  Anschauung  wird  häufig  nicht  nur  unterschätzt,  sondern  nach 
Möglichkeit  überhaupt  beiseite  geschoben.  Es  ist  dies  ohne  Zweifel  eine 
Folge  der  großen  inneren  Wichtigkeit,  welche  den  arithmetisierenden  Ten- 
denzen der  modernen  Mathematik  innewohnt.  Aber  die  Wirkung  geht  weit 
über  das  richtige  Ziel  hinaus.  Es  ist  Zeit,  einmal  öfientlich  auszusprechen, 
daß  es  sich  dabei  nicht  nur  um  eine  verkehrte  Pädagogik,  sondern  um 
eine  schiefe  Gesamtauffassung  der  Wissenschaft  handelt.  Ich  lasse  der 
Eigenart  des  einzelnen  akademischen  Dozenten  gern  den  freiesten  Spiel- 
raum und  habe  es  darum  immer  abgelehnt,  allgemeine  Regeln  für  den 
höheren  mathematischen  Unterricht  in  Vorschlag  zu  bringen.  Das  soll 
mich  nicht  hindern  auszusprechen,  daß  jedenfalls  zwei  Kategorien  mathe- 
matischer Vorlesungen  notwendig  von  der  Anschauung  ihren  Ausgangspunkt 

^)  [Vortrags  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeoinetrie  (ausgearbeitet 
von  F.  Tägert}  im  Verlag  von  B.  G.  Teubner,  189,^.] 
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nehnien  solltun.  Das  sind  erstlich  die  Elementar  Vorlesungen,  welche  den 
Anfänger  überhaupt  in  die  höhere  Mathematik  einleiten,  —  wird  doch  der 
Lernende  naturgemäß  im  kleinen  immer  denselben  Enfcwickinngsgang 
durchlauien,  den  die  Wissenschaft  im  gi-oßen  gegangen  ist.  Das  sind  feruei 
diejenigen  Vorlesungen,  deren  Zuhörer  von  vornherein  darauf  angewiesen 
sind,  sehr  wesentlich  mit  der  Anschauung  zu  arbeiten,  also  die  Vorlesungen 
für  Naturforscher  und  Ingenieure.  Wir  haben  daich  einseitige  "Überspan- 
nung der  logischen  Form  in  diesen  Kreisen  viel  von  der  allgemeinen  Gel- 
tung verloren,  welche  der  Mathematik  naturgemäß  zukommt,  und  es  ist 
Zeit  und  eine  ernste  Pflicht,  daß  wir  diese  Geltung  durch  ein  zweckmäßi- 
geres Verhalten  zurückgewinnen. 

Doch  ich  kehre  zur  theoretiacheu  Betrachtung  zurück.  Die  Gesamt- 
auffassung, weiche  ich  bezüglich  der  heutigen  Aufgaben  der  mathematischen 
Wissenschaft  vertrete,  braucht  kaum  noch  besonders  formuliert  zu  werden. 
Indem  ich  überall  die  vollste  logische  Durcharbeitung  des  Stoffes  verlange, 
betone  ich  zugleich,  daß  daneben  die  anschauungsmäßige  Erfassung  und 
Verarbeitung  desselben  auf  alle  Weise  gefördert  werden  soll.  Mathematische 
Entwicklungen,  welche  der  Anschauung  entstammen,  dürfen  nicht  eher  als 
fester  Besitz  der  W^issenschaft  gelten,  als  sie  nicht  in  strenge  logische  Form 
gebracht  sind.  Umgekehrt  kann  uns  die  abstrakte  Darlegung  logischer 
Beziehungen  nicht  genügen,  solange  nicht  deren  Tragweite  für  jede  Art 
der  Anschauung  lebendig  ausgestaltet  ist,  und  wir  die  mannigfachen  Ver- 
bindungen erkennen,  in  welche  das  logische  Schema,  je  nach  dem  Gebiete, 
welches  wir  wählen,  zu  anderen  Teilen  unserer  Erkenntnis  tritt.  —  Ich 
vergleiche  die  mathematische  Wissenschaft  mit  einem  Baume,  der  seine 
Wurzeln  nach  unten  immer  tiefer  in  das  Erdreich  treibt,  während  er  nach 
oben  seine  schattengebenden  Äste  frei  entfaltet.  Sollen  wir  die  Wurzel 
oder  die  Zweige  als  den  wesentlicheren  Teil  ansehen?  Die  Botaniker  be- 
lehren uns,  daß  die  Frage  falsch  gestellt  ist,  daß  vielmehr  das  Leben  des 
Organismus   auf   der  Wechselwirkung  seiner  verschiedenen  Teile  beruht. 
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XL VIII.  Auszug  aus  dem  Gutachten  der  Göttinger 

philosopliisclien  Fakultät 

betreffend  die  Ben eke -Preisaufgabe  für  1901/) 

^Math,  Annaleii,  Bd,  55  (1902).; 


Die   philosopliisclie  Fakultät    hatte  im   März  1898   folgende  Aufgabe 

f-y. 

„Als  allgemein  geltende  Grundlage  für  die  mathematische  Behandlung 
der  Naturers eheinun gen  ist  lange  Zeit  hindurch  Am  Prinzip  der  Stetigkeit 
oder  noch  spezieller  die  Darstellung  durch  unbeschränkt  differentiierbare 
Funktionen  angesehen  worden.  Diese  Grundlage  wurde  von  den  Erfindern 
der  Differential-  und  Integralrechnung  als  etwas  Selbstverständliches  ein- 
geführt; die  Fortsohiitte  der  mathematischen  Forschung  haben  aber  je 
länger  je  mehr  gezeigt,  daß  dabei  eine  sehr  große  Zahl  stillschweigender 
Voraussetzungen  zugrunde  lag,  zu  denen  man  bei  der  immer  vorhandenen 
Ungenauigkeit  unserer  sinnlichen  Wahrnehmungen  keineswegs  gezwungen 
ist.  Auch  tritt  mit  dem  genannten  Ansätze  die  Annahme  der  molekularen 
Konstitution  der  Materie  von  vornherein  in  Widerspruch.  Dia  Fakultät 
wünscht  eine  von  aktuellem  wissenschaftlichen  Interesse  getragene  Schrift, 
welche  die  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  in  allgemein  verständlicher 
Weise  darlegt  und  die  Zulässigkeit ,  bez.  Zweckmäßigkeit  der  üblichen 
Darstellung  einer  eingehenden  Prüfung  untsrwirft.  Die  Schrift  kann  mehr 
nach  mathematischer  oder  philosophischer  und  psychologischer  Seite  aus- 
holen;   historische  Studien   sind  erwünscht,    werden  aber  nicht  verlangt". 

Auf  diese  Aufgabe  hin  sind  bei  dem  Dekan  der  Fakultät  drei  Arbeiten 
rechtzeitig  eingelaufen,  [deren  keiner  aber  ein  Preis  zuerkannt  werden 
konnte].   Jedenfalls  möge  hier  eine  ausführlichere  Erläuterung  der  Preisfrage 

')  [Das  betr.  Gutachten  ist  in  extenso  in  daa  Göitiiiger  Nachrichtsn  vom  April  1901 
(Geschäftliche  Mitteilungeo,  Hett  I)  paWiziert;  ich  briage  hier  wie  schon  in  Bd.  55 
der  Math.  Acnalen  denjenigen  Teil  zum  Wiederabdruck,  der  allgemeines  mathematisches 
Interesse  beatlzen  dürfte.    K.j 

=)  Vgl.  Oöttinger  Nachrichten,  1898. 
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gegeben  werden  einmal  weil  die  ursprunglielie  Forniuliemng  in  ikier 
Kurze  verschiedentlich  nicht  richtig  aufgefaßt  worden  ist  dann  -ihei  auch 
um  einen  Maßstab  für  die  Beuiteilung  der  eingelaufenen  Arbeiten  zu  haben. 

Die  Fiagehtellung  ist  vielfach  dahin  gedeutet  w  rden  oäpi  e  ist  doch 
als  ihr  Kern  ai  gesehen  worden  mai  snlle  entscheiden  ob  man  die  Materie 
besiei  als  molekular  aufgebaut  oder  als  kontinuierlich  zu  denken  habe, 
ob  insbesondere  die  modernen  Fortschritte  dei  Natu i Wissenschaft  mehr  in 
der  Eichtung  dei  einen  odti  dei  andeien  Auffassungsweibc  liegen 

Eine  deurfcige  Broiterung  von  einem  unabhängigen  Standpunkte  aus 
und  mit  wiikhchem  Überblick  uhei  die  neuesten  Foitschritte  dei  in 
Betracht  kommenden  natuiwissenecli ältlichen  Gebiete  unternommen  wäre 
nicht  ohne  Verdienst  Dies  jedenfalls  sollte  dibei  her\orgekehrt  werden, 
daß  sich  die  zweieilei  Auffassungs weisen  gerade  auch  1 1  der  neuesten  Zeit 
alterniernd  immei  wieder  ab  losen  Nachdem  Maxwell  in  der  Blektiizitits- 
lehre  die  Theorie  des  Kontinnums  zu  Ehren  gebtacht  hat  ateiern  wu  bei 
derselben  jetzt  infolge  de&  htudiaras  der  tathodenstiahlen  und  dei  elektro- 
dpiamischen  Lichttheoiie  wieder  auf  atomist  sehe  V  rstellungs weisen  hin. 
Die  phvsikalische  Chemie  welche  in  der  Phasenlehie  von  Gibbs  die 
Zustande  m  der  Materie  durch  eine  endliche  Zahl  \  on  Parametern  chaiak- 
terisiert,  also  Kontinuitäts Vorstellungen  zugrunde  zu  legen  scheint,  ent- 
wickelt nach  anderer  Seite  die  wesentlich  atomistische  Jonen the  orie.  Zu 
derselben  Zeit,  wo  man  in  der  Physik  versucht,  durch  eine  bloß  „phäno- 
menologische" Schilderung  der  Erscheinungen  das  Beste  zu  leisten,  wird 
in  der  Chemie  die  Lehre  von  der  Lagerung  dei'  Atome  im  Räume  aus- 
gebaut, usw.  —  Andererseits  wäre  hervorzuheben,  daß  die  atomistische 
VorsteUungs weise  nicht  notwendig  zur  Idee  von  Femkräften  führt;  man 
kann  sie  mit  der  Idee  einer  im  Räume  kontinuierlichen  Krafttransmission 
verbinden,  indem  man  die  elektrischen  oder  materiellen  Atome  (wie  immer 
man  sich  dieselben  denken  mag)  als  singulare  Stellen  in  einem  den  Baum 
kontinuierlich  erfüllenden  Medium  einführt. 

Die  so  umschriebene  Erörterung,  so  interessant  sie  sein  könnte,  träfe 
aber  doch  nicht  das  eigentliche  von  der  Fakultät  vorgeschlagene  Thema, 
sondern  gäbe  für  dasselbe  nur  beiläufiges  Material.  Man  wird  dem  Thema 
wesentlich  näher  kommen,  wenn  man  fragt :  in  wie  weit  sind  bei  den  ge- 
nannten Beispielen  die  beiden  VorsteUungs  weisen  (der  Kontinuumstheorie 
und  der  Molekulartheorie)  für  die  Erklärung  oder,  besser  gesagt,  die  Dar- 
stellung der  beobachteten  Tatsachen  mathematisch  gleichwertig  ?  Man  wird 
den  Sinn  des  Themas  vollständig  haben,  wenn  man  zunächst  alles  Hypo- 
thetische oder  Spekulative,  auf  das  intime  Wesen  der  Materie  Bezügliche, 
abstreift  und  ganz  allgemein  Folgendes  beachtet :  Jedermann  führt,  sobald 
er  die  Gesamtwirkung  ausgedehnter  Gebilde  beurteilen  will,  die  in  kleinen 
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Dimensionen  inhomogen  sind,  homogene  Mittelwerte  ein;  für  diese  statuiert 
er  Abhängigkeiten,  die  er  durch  möglichst  einfach  gewählte  Funktionen 
atisdiückt.  So  ersetzt  der  numerische  Rechner  in  zahlreichen  Fällen 
Summationen  durch  Integrationen  uew.  Der  ursprüngliche  Anlaß  zu  dem 
aoicherweise  bezeichneten  Ansätze  liegt  vermutlieh  in  der  Natur  unserer 
sinnlichen  Wahrnehmungen.  Man  denke  z,  B..daran,  daS  ein  Schneehaufen, 
aus  einiger  Entfernung  betrachtet,  oder  ein  Wald,  der  den  Horizont  ab- 
schließt, eine  kontinuierliche  Kontur  zu  besitzen  seheinen.  Hiermit  ver- 
bindet sich  des  weiteren  das  Streben  nach  möglichst  einfacher  Darstellung, 
Wie  weit  ist  der  in  E^de  stehende  Ansatz  mathematisch  berechtigt? 
Insbesondere,  welchen  Sinn  hat  es,  auf  die  Abhängigkeiten,  die  wir  zwischen 
den  homogenen  Mittelwerten  aufstellen,  die  Grundsätze  der  Differential- 
rechnung und  der  ßeihenlehre  anzuwenden?  Und  wenn  wir  durch  eine  solche 
Anwendung  richtige  Resultate  finden,  können  wir  dann  auf  die  Homogenität 
oder  Nicht-Homogeni tat  des  Substrats  einen  EiickschluJJ  machen?  —  Erst 
wenn  der  Komplex  der  solcherweise  bezeichneten  Fragen  erledigt  oder  doch 
verstanden  ist,  möge  man  zum  Problem  der  Naturerklärung  zurückgehen. 
Man  wird  sich  dann  fragen,  welche  innere  Bedeutung  den  Stetigkeits Vor- 
aussetzungen, die  man  hierauf  bezüglich  von  alters  her  zu  machen  pflegt, 
beigelegt  werden  muß,  ob  dieselben  mehr  sind  als  ein  bloßes  Hilfsmittel 
zur  leichteren  Durchführung  der  mathematischen  Betrachtung,  und  in 
welchem  Sinne  die  Resultate,  welche  man  von  den  genannten  Voraus- 
setzungen aus  ableitet,  auf  objektive  Gültigkeit  Anspruch  machon. 

Es  ist  unmöglich,  das  Gesagte  hier  noch  eingehender  zu  erläutern. 
Nur  auf  ein  besonders  einfaches  Beispiel  (welches  Eoussinesq  gelegent- 
lich behandelt)  mag  noch  hingewiesen  werden.  Jedermann  lernt,  daß  das 
Potential  der  Schwere  im  Inneren  eines  Körpers  der  Differentialgleichung 
Ä  F  =  —  iTie  genügt.  Welche  Bedeutung  hat  diese  Differentialgleichung 
oder  auch  weiche  Bedeutung  will  man  den  Größen  V  und  g,  die  in  der 
Differentialgleichung  vorkommen,  für  einen  Körper  beilegen,  der  in  kleinen 
Dimensionen  inhomogen  ist  (wie  der  soeben  genannte  Schneehaufen)?  Und 
wie  stellen  sich  diese  Fragen,  wenn  man  einen  Aufbau  des  Körpers  aus 
streng  punktförmigen  Atomen  voraussetzen  will?  Man  wird  in  dem  einen 
oder  andern  Fall  V  und  g  selbstverständlich  als  Mittelwerte  einführen 
wollen;  wie  sind  diese  Mittelwerte  zu  berechnen? 

"Über  Fragen  und  Schwierigkeiten  der  hiermit  bezeichneten  Art  sind 
die  hervorragendsten  Theoretiker  früherer  Jahrzehnte  unbedenklich  hinweg- 
gegangen. Man  lese  nach,  wie  Cauchy  oder  Poisson  von  Molekularvor- 
stellungen  aus  zu  den  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik 
kommen.  Und  das  hiermit  gegebene  Beispiel  findet  von  Seiten  der  Mehr- 
zahl   der   heutigen    Physiker   ebenso    unbedenkliche   Nachfolge.     Offenbar 
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spielen  dabei  in  die  Überlegungen  eine  Menge  empiriacher  Elemente  hinein. 
Die  Erfahrung  gibt  uns  die  Gewißheit,  daß  im  allgemeinen  kleine  Ab- 
änderung der  Prämissen  die  Resultate  nur  wenig  abändert.  Freilich  trifft 
dies  nicht  immer  zu  (wenn  „Instabilität"  vorliegt,  bei  Explosionen  usw.); 
die  Naturforscher  verlassen  sich  aber  bezüglich  der  Frage,  ob  gegebenen- 
falls ein  solcher  Ausnahmefall  vorliegt,  oder  nicht,  auf  ihr  Gefühl  oder  auf 
die  experimentelle  Kontrolle;  wie  der  Erfolg  zeigt,  mit  Eecht, 

Der  heutige  Mathematiker  aber,  der  über  die  Prinzipien  seiner  Wissen- 
schaft nachdenkt,  kann  unmöglich  die  gleiche  Selbstbescbränkung  üben. 
Er  wird  nicht  die  Zweckmäßigkeit  des  geschilderten  Verfahrens  beatreiten, 
—  sogar  von  da  aus  mit  Vorliebe  Anregung  entnehmen  ^,  darüberhinaus 
aber  eine  genaue  mathematische  Begründung  und  Umgrenzung  des  Ver- 
fahrens verlangen.  Für  seinen  Erkenntnistrieb  maßgebend  ist  die  moderne 
Entwicklung  der  Mathematik  nach  der  kritischen  Seite  hin.  Diese  Ent- 
wicklung ist  bisher  in  allgemeineren  Kreisen,  sowohl  von  physikalischer 
ala  auch  von  philosophischer  Seite,  gern  als  etwas  Beiläufiges  angesehen 
worden,  wa,s  für  die  Zwecke  der  Naturerklärung  nicht  eigentlich  in  Betracht 
kommt.  Die  Aufgabe  sollte  aber  doch  nie  sein,  eine  unbequeme  Kritik 
zurückzuschieben,  sondern  immer  nur,  sie  innerlich  zu  überwinden.  Anderer- 
seits haben  sich  die  Mathematiker  in  ihrer  Mehrzahl  damit  begnügt,  die 
neuen  Prinzipien  im  Bereich  ihrer  Spezialwisaenschaft  zur  Geltung  zu  bringen; 
sie  haben  nur  erst  selten  Gelegenheit  gehabt  oder  gesucht,  die  Beziehungen 
zu  den  Nachbargebieten  dementsprechend  auszugestalten.  Deshalb  mögen 
einige  Erläuterungen  z  n  'Sachlage  hier  am  Platze  sein. 

1.  Es  handelt  sich  um  diejenige  Entwicklung  der  Mathematik,  welche 
als  Arithmetisierung  derselben  bezeictinet  wird.  Ala  einzige  Grundlage 
derselben  gilt  die  E\idenz  de-*  Zahlbildeu  bez.  der  Gesetze,  nach  denen 
man  mit  Zahlen  openert;  auf  diese  Grundlage  sind  alle  anderen  Beziehungen 
zurückzuführen.  Die  Idee  der  kontinuierlichen  Veränderlichen  wird  durch 
die  allgemeineren  Formulierungen  der  Mengenlehre  ersetzt;  die  Idee  der 
Punktion  erfahrt  eine  dementsprechende  Durchbildung.  Difiercntial-  und 
Integralrechnung  werden  ausschließlich  auf  den  strengen  Grenabegrifi  basiert ; 
es  erscheint  als  Regel,  nicht  ala  Ausnahme,  daß  eine  stetige  Funktion 
nicht  diilerentiierbai  ist,  usw. 

2.  Das  Wesentliche  ist  nun,  daß  an  der  solcherweise  arithmetiaierten 
Mathematik  gemessen  alle  sinnliche  Auffassung  als  etwas  Ungenaues,  nur 
auf  eine  Anzahl  Dezimalen  Bestimmtes  erscheint.  Trotzdem  wird  man 
die  arithmetisierte  Mathematik  als  Ausgangspunkt  für  die  quantitative 
Beherrschung  der  Außenwelt  faatbalten  wollen*).    In  welcher  Form  hat  dies 

')  Man  liommt  Bonat  in  neue  Schwierigkeiten.  Vgl.  die  Antrittsrede  von  Prof. 
Burkhardt;  „Mathematisches  und  naturwlBsenschaftliehes  Denken".    Zürich  1897. 
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Und  welche  Erleichterungen  darf  man  sich  gestatten,  wenn 
man  von  den  Resultaten  wieder  nur  eine  begrenzte  Genauigkeit  verlangt? 
Dies  ist  die  zentrale  Frage,  unter  welches  sich  alies  früher  Gesagte  unter- 
begreift. 

3,  In  dem  Gesagten  ist  bereits  enthalten,  was  zur  Lösung  der  vor- 
liegenden Schwierigkeiten  geschehen  sollte.  Es  handelt  sich  darum,  daß 
sich  der  Mathematiker  und  der  Empiriker  auf  einem  Zwischengebiete  die 
Hand  reichen.  Für  den  Mathematiker  erwächst  die  Aufgabe,  auf  Grund 
der  arithmetisierten  Wissenschaft  eine  umfassende  Lehre  von  den  Näherungs- 
methoden zu  entwickeln,  als  eine  besondere  Disziplin  dasjenige  zu  pflegen, 
was  Hr.  Heun  neuerdings  trefEend  als  Approximationsmathematik  bezeichnet 
hat*).  Für  den  Empiriker  aber  wird  es  sieh  darum  handeln,  auf  allen 
Gebieten  und  jedenfaüs  sehr  viel  mehr  als  bisher,  den  Genauigkeitsgrad 
festzulegen,  innerhalb  dessen  die  (äußeren  oder  inneren)  Beobachtungen, 
von  denen  er  aasgeht,  richtig  sind,  oder  innerhalb  deren  er  zuverlässige 
Resultate  zu  haben  wünscht. 

Das  hiermit  bezeichnete  Programm  verlangt  an  sicii  nichts  Neues, 
nur  daß  die  strenge  Durchführung  bisher  vielfach  fehlt.  Zahlenrechner 
haben  sich  von  je  an  dasselbe  angeschlossen  und  in  Astronomie  und 
Geodäsie  ist  dasselbe  seit  den  Arbeiten  von  Gauß  universell  rezipiert. 
Von  neueren  rein  mathematischen  Arbeiten  dürften  ganz  besonders  die- 
jenigen von  Tschebyscheff  zu  nennen  sein.  Rieht  minder  wird  man 
hier  den  Satz  von  Weierstraß  anführen  wollen,  daß  man  jede  in  einem 
Intervall  gegebene  stetige  Funktion  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  mit 
[beliebig  vorgegebener]  Genauigkeit  gleichmäßig  approximieren  kann.  Als 
neue  Forderung  tritt  nur  auf,  die  bezeichnete  Fragestellung  als  den  eigent- 
lichen Mittelpunkt  aller  angewandten  Mathematik  mehr  in  den  Vorder- 
grund zu  rücken,  und  übrigens  einzusehen,  daß  die  approximative  Auf- 
fassung der  Größenheziehungen  sehr  viel  mehr,  als  man  früher  wußte, 
unser  ganzes  Denken  durchzieht.  Unsere  Aussagen  über  die  Natur  der 
Dinge  aber  werden  bescheidener  werden.  Man  hat  früher  oft  gesagt,  daß 
andere  als  analytische  Funktionen  in  der  Natur  nicht  vorkommen.  Man 
wird  diese  Aussage  jetzt  dahin  wenden,  daß  man  vielleicht  nur  infolge 
der  Ungenauigkeit  unserer  Natur  auf fassung  seither  mit  analytischen 
Funktionen  ausgereicht  hat,  und  zwar  durchweg  mit  sehr  einfachen  ana- 
lytischen Funktionen.  Man  wird  darum  aber  noch  nicht  zu  dem  andern 
Extrem  übergehen,  welches  Boltzmann  neuerdings  vertritt,  wenn  er  die 
Hypothese  von  der  Unstetigkeit  der  Naturerscheinungen  sozusagen  als 
Denknotwendigkeit  hinstellt. 

*)  Jahreeberioht  der  deutechen  Mathematiker -Vereinigung  IX, 2  (1900). 
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Die  Bedeutung  der  von  der  Fakultät  gestellten  Preisfrage  dürfte 
hiermit  genügend  hervorgekehrt  sein.  Es  galt,  den  Komplex  der  in  Betracht 
kommenden  Fragestellungen  und  Auffassungen  in  übersichtHeher  Form 
darzulegen  und  womöglich  liritisoh  zu  sichten.  Ein  Mathematiker  konnte 
zugleich  unternehmen,  die  Lehre  von  den  Näherungsmethoden  auf  einem 
speziellen  Gebiete  durchzuführen,  ein  Philosoph  oder  Psycholog,  die  TJn- 
genauigkeit  unserer  sinnlichen  Wahrnehmung  nach  der  einen  oder  anderen 
Richtung  genauer  zu  studieren;  man  denke  an  den  von  Boltzmann  mit 
Vorliebe  herangezogenen  Kinematographeii.  Was  an  mathematischen  Kennt- 
nissen unbedingt  verlangt  werden  mußte,  war  nur,  daß  der  Autor  das 
Wesen  der  arithmetisierten  Wissenschaft,  wie  es  in  den  Schriften  der 
heute  maßgebenden  Mathematiker  zutage  tritt,  in  sich  aufgenommen  hatte. 
Hierzu  genügt  nicht,  die  allgemeinen  Auseinandersetzungen  hervorragender 
Autoren  gelesen  zu  haben,  welche  den  Einzelheiten  der  modernen  Präzi- 
sionsmathematik niemals  naher  getreten  sind,  mag  es  sich  nun  um 
Helmholtz  oder  Kirchhoff,  Boltzmann  oder  Mach  handeln.  Mathe- 
matik läßt  sich  nur  durch  konzentriertes  Studium  erlernen;  es  gibt  bei 
ihr  keinen  „Königsweg". 
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[Aus  der  wisse ii>"chaftii dien  Beilag 
:'  Phil oeophi gehen  I  eaellBchaft  ^n  du 


Sehr  geehrte  Anweaeiide'  Ihr  Ehren pia=(ident  Hotlei  hat  an  mich 
die  Aufforderung  gerichtet  gelegentlich  meines  Besuches  in  Wien  eine 
Diskussion  der  philosophischen  Gesellschaft  Übei  Greiizfragen  der  Mathe- 
mathik  und  Philosophie"  durch  einige  Worte  einzuleiten.  Wiewohl  ich 
diese  Aufforderung  erst  vor  drei  Tagen  empfing,  komme  ich  ihr  doch  um 
ao  lieber  nach,  als  ich  zu  den  Mathematikern  gehöre,  die  nähere  Be- 
ziehungen zu  philosophischen  Kreisen  wünschen;  denn  ich  bin  von  der 
Überzeugung  durchdrungen,  daß  eine  Menge  von  Fragen  die  Philosophen 
und  uns  Mathematiker  gemeinsam  beschäftigen  sollte.  Neues  habe  ich  den 
heute  anwesenden  Mathematikern  freilich  nicht  zu  sagen.  Denn  die  Auf- 
forderung lautete  dahin,  ich  möge  namentlich  einiges  von  den  Ideen,  die 
ich  über  die  Ungenauigkeit  unserer  Eaumvorstellungen  schon  anderweitig 
auseinandergesetzt  habe,  hier  neuerdings  entwickeln.  Zum  erstenmal  bin 
ich  für  jene  Ideen  vor  zweiund dreißig  Jahren  eingetreten  und  die  Thesis, 
zu  der  ich  damals  kam,  schicke  ich  heute  voraus. 

Jedermann  weiß,  daß  die  unmittelbare  räumliche  Wahrnehmung 
ungenau  ist,  daß  es  eine  Schwelle  der  Genauigkeit  z.  B.  für  die  Wahr- 
nehmung durch  das  Auge  gibt,  und  zwar  auch  für  das  noch  so  sehr  be- 
waffnete. Ich  habe  daran  anknüpfend  entgegen  der  damals  herrschenden 
Meinung  die  Behauptung  aufgestellt,  daß  gleiches  nicht  minder  wie  für 
die  Wahrnehmung  auch  für  die  abstrakte  Raum  Vorstellung  gelte,  daß  jeder 
mit  sich  herumtragen  mag,  und  zwar  so,  daß  wir  in  einem  engeren  Raum- 
stück, das  uns  umgibt,  noch  die  verhältnismäßig  bessere  Genauigkeit  haben, 
daß  diese  aber  immer  geringer  wird,  je  weiter  in  Gedanken  wir  darüber 
hinausschweifen.   Die  stetigen  Funktionen  ohne  DifTerentialquotient  (speziell 

'-)  [Dieeer  Vortrag  wurde  am  14.  Oktober  1905  bei  den  Verhandlungen  der  Phiio- 
Bophieohen  Gesellschaft  an  der  Universität  Wien  über  Grenzfragen  der  Mathematik 
und  Philosophie  gehalten.. 
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die  Weierstraßeche  Funktion)  waren  damals  etwas  Neues;  jedermann  war 
davon  überzeugt,  daß  es  unmöglich  sei,  sich  von  den  zugehörigen  Kurven 
y  =  f{x)  ein  anschauliches  Bild  zu  machen,  d.  h.  den  Verlauf  einer  solchen 
Kurve  in  der  Eaumanschauung  als  etwas  Fertiges  aufzufassen.  Demgegen- 
über behauptete  ich,  daß  man  überhaupt  nicht  die  Fähigkeit  habe,  sich  auch 
einfachere  Beispiele  der  Funktionentheorie  und  Infinitesimalrechnung  genau 
und  zugleich  anschaulich  zu  denken,  daß  die  Raumanschauung  sogar  schon 
versagt,  wenn  es  sieh  um  die  genauen  Einzelheiten  derjenigen  Kurven 
bandelt,  welche  durch  ganze  Funktionen  dargestellt  werden.  (Zur  Orien- 
tierung für  diejenigen,  die  sich  nicht  mit  der  modernen  Präzisionsmathe- 
matik beschäftigt  haben,  teile  ich  mit,  daß  die  stetigen,  nicht  difEerentiier- 
baren  Kurven  nur  ein  Anfang  gewesen  sind,  daß  mit  mehr  Vorliebe  noch 
von  den  jüngeren  Mathematikern  die  Punktaggregate  studiert  werden,  mit 
denen  sich  die  sogenannte  Mengenlehre  beschäftigt.  Diese  liegen  mit  ihren 
merkwürdigen  Eigenschaften  erst  recht  über  alle  Anschauung  hinaus.) 

Es  seheint  da  eine  zweifache  Stellungnahme  möglich:  entweder  die 
radikale,  zu  der  ich  mich  bekenne,  daß  unsere  Raumvorstellung  eine 
untere  Schwelle  der  Genauigkeit  habe,  und  daß  das,  was  wir  vor  Augen 
haben,  wenn  wir  von  einet  Kurve  sprechen,  ein  Streifen  von  allenfalls 
sehr  geringer,  jedenfalls  nicht  verschwindender  Querdimension  sei.  Oder 
aber  es  habe  —  so  ist  mir  gesagt  worden  —  der  menschliche  Geist  die 
Fähigkeit,  die  sogenannten  analytischen  Kurven  sich  wirklich  genau  vor- 
zustellen; nur  die  nichtanalytischen  seien  im  eigentlichen  Sinne  transzendent. 
— ■  Da  wäre  es  eine  sehr  merkwürdige  Tatsache,  daß  gerade  den  Kurven, 
die  man  früher  von  mathematischer  Seite  allein  kannte,  unsere  Baum- 
anschauung sollte  koordiniert  gewesen  sein,  und  daß  nur,  was  man  seitdem 
konstruiert,  über  unsere  Anschauungen  hinausgehe.  Wenn  das  der  Fall 
wäre,  so  wäre  damit  für  das  Wesen  unserer  Raumanschauung  eine  äußerst 
merkwürdige  Unterscheidung  gewonnen.  Ob  aber  nicht  die  ganze  Sachlage 
vielmehr  dahin  zu  verstehen  ist:  solange  man  sich  nur  mit  analytischen 
Kurven  beschäftigte,  merkte  man  nicht,  daß  man  gar  nicht  in  der  Lage 
sei,  die  Dinge  so,  wie  die  Infinitesimalrecbnung  sie  darstellt,  auch  wirklich 
anschaulich  vorzustellen;  weil  nämlich  die  mathematischen  Eigenschaften 
der  analytischen  Kurven  mit  den  anschaulichen  Eigenschaften  der  Streifen 
einigermaßen  parallel  gehen? 

Jedenfalls  scheint  mir  ein  Problem  zentralster  Stellung  für  die  An- 
wendungen der  Mathematik  auf  die  Naturwissenschaften  vorzuliegen,  und 
ich  glaube,  daß  die  Versammlung,  die  einen  so  hervorragenden  Vertreter 
der  mathematischen  Physik  unter  den  Anwesenden  begrüßt^),  gerade  hier- 
über wird  Meinungen  austauschen  wollen. 
^~~i)  [L.  Boltzmann.] 
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Etwas  näher  will  ich  ausführen,  daß  die  Ansicht  von  der  Ungenauig- 
keit  der  Raumvorsteltangeii  uns  sowohl  bei  den  Axiomen  wie  bei  den 
ersten  Definitionen  der  Geometrie  zu  neuen  Äuffaaaungamöglichkeiten  führt. 

In  erster  Hinsieht  ein  paar  Worte  über  die  Nicht-Euklidische  Geo- 
metrie, Denken  wir  uns  eine  gerade  Linie  gezeichnet  und  durch  einen 
Punkt  Strahlen  gezogen,  welche  diese  gerade  Linie  treffen.  Indem  wir 
uns  die  Parallele  als  Grenzlage  einer  Sekante  denken,  die  dadurch  entsteht, 
daß  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  nach  rechts  immer  weiter  hinaus 
wandern,  andererseits  nach  links  hin,  so  bekommen  wir  eine  Parallele 
nach  rechts  und  eine  nach  links.  Unsere  gewöhnliche  Raumanschauung  liefert 
uns  dann  den  Satz,  daß  diese  beiden  Parallelen  zusammenfallen  und  daß 
es  also  nur  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gibt.  Unter  der  Auffassung  aber,  daß  all  unsere  räumliehen 
Vorstellungen  nur  approximativ  seien,  wird  es  unserer  lebendigen  An- 
schauung auch  noch  genügen,  wenn  wir  die  beiden  Parallelen  verschieden 
voneinander  annehmen,  nämlich  so  wenig,  daß  wir  es  nicht  merken.  Ich 
habe  dies  gelegentlich  in  folgender  Weise  fühlbar  zu  machen  gesucht: 
Denken  Sie  den  Punkt,  durch  den  wir  die  Parallelen  ziehen  sollen,  von 
der  gegebenen  Geraden  um  Siriusferne  abstehend  —  dürfen  Sie  da  mit 
ehrlichem  Gewissen  behaupten,  ihre  Raumanschauung  sei  eo  überzeugend, 
daß  Sie  behaupten  können,  die  beiden  Parallelen  würden  auch  nicht  einen 
Winkel  von  einer  Millionstel -Sekunde  bilden?  Bemerken  Sie,  daß,  wenn 
von  einer  Millionstel- Sekunde  die  Rede  ist,  etwas  sehr  Unbedeutendes  ge- 
meint sei,  was  weit  unter  der  Genauigkeitsschwelle  jeder  physischen  Be- 
obachtung auch  bei  astronomischen  Instrumenten  ersten  Ranges  liegt.  Wir 
können  es  uns  zwar  denken,  aber  niemand  kann  es  sich  meines  Erachtens 
vorstellen,  daß  zwei  Linien  in  einem  um  Siriusferne  von  dieser  Tafel  ab- 
stehenden Schnittpunkt  einen  so  kleinen  Winkel  bilden.  ~  Beachten  Sie, 
daß  wir  den  Sirius  selbst  dabei  unwillkürlich  als  Punkt  denken.  Ist  irgend 
jemand,  der  auf  die  Frage,  ob  für  ihn  auch  in  so  großer  Entfernung  die 
Parallele  nach  rechts  und  die  Parallele  nach  links  genau  zusammenfallen, 
mit  lautem  Ja  antworten  kann?  Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  so  ist 
die  Möglichkeit  gegeben,  daß  die  Nicht-Euklidische  Geometrie,  die  be- 
kanntlich von  logischen  Widersprüchen  frei  ist,  auch  mit  unserer  Raum- 
anschauung  nicht  im  Widerspruche  sei.  Wir  müssen  nur  den  Parallelen- 
winkel so  gering  annehmen,  daß  er  auch  bei  stark  wachsendem  Abstände 
[zunächst  noch]  unter  jeder  vorstellbarer  Größe  liegt. 

Das  war  die  eine  Folgerung,  die  ich  zu  [der  heute  zur  Diskussion 
stehenden]  Frage  bringen  wollte.  —  Man  wird  darum  doch  die  Euklidische 
Formulierung  vom  Vorhandensein  nur  einer  Parallelen  der  Nicht-Euklidi- 
schen praktisch  immer  vorziehen  nach  dem  Prinzip,  weiches  Mach  das  öko- 
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nomisclie  genannt  hat.  Es  ist  die  einfachere  Annahme,  daß  es  nur  eine 
Parallele,  nicht  zwei  seien.  Aber  mau  wird  diese  Annahme  bewußt  machen, 
nicht  weil  sie  eine  notwendige,  sondern  weil  sie  die  einfachste  ihrer  Art 
ist.  Soviel  also  über  die  Bedeutung,  weiche  unsere  Theais  für  die  Formu- 
lierung der  Axiome  in  der  Geometrie  hat. 

Nun  aber  d\t  Definitionen,  mit  denen  Euklid  die  Geometrie  beginnt; 
luer  heißt  es  z  B  Flache  lat  was  nui  Lan^,e  und  Breite  hat.  Man  fügt 
dann  meist  hm/n  "Flache  ist  die  Grenzi,  eines  Korpeis  Zur  Erläuterung 
macht  man  den  Vhuier  aufmerksam  wie  z  B  die  Mauer  durch  die  Wand- 
flache abgegrenzt  itut  Wenn  Sie  aber  indeio  Gegenhtande,  die  uns  täglich 
imgeben  ins  kleineiem  Abstand  betrathten  als  die  Wände,  z.  B,  des 
Morgens  nach  dem  Aufstehen  den  Badeschwamm  mit  dem  man  sich 
wascht  oder  beim  Fruhstuik  die  Semmel  iie  mau  durchbrochen  hat 
—  wo  ist  da  lie  Obeifliche  die  nur  Lange  und  Breite  hat?  Und 
wie  kam  man  bei  einet  aolchen  Oberfläche  \on  Tangentialebene  und 
Krümmung  leden  was  man  doch  bei  den  Anwendungen  der  Difterential- 
iind  Integralrechnung  auf  Geometrie  7  B  m  dei  mathematischen  Physik 
unbedenklich  zu  tun  pflegt '  '^owit  man  weiter  nachdenkt  und  naturwissen- 
schaftlich noch  tiefer  geht  bemerkt  man  daß  überhaupt  Oberflächen,  wie 
man  sie  in  dei  Theorie  voi'^ussptzt  in  der  Natur  nicht  vorkommen  (die 
Dmge  die  wir  m  der  Natur  voifinden  haben  sozusagen  alle  eine  zellige 
struktur)  Die  theoretische  Idee  emei  Obeifiache  scheint  durch  eine  Eigen- 
schaft unseres  Auges  veranlaßt  zu  sein,  an  die  wir  von  früher  Jugend 
gewöhnt  sind.  Gegenstände,  deren  Diakontinuitäten  hinreichend  fein  sind, 
erscheinen  dem  Äuge  als  Kontinuum.  Wenn  wir  die  Blätter  eines  Waldes 
aus  der  Nahe  betrachten,  so  werden  wir  kaum  von  einer  Oberfläche  des 
Waldes  reden  wollen.  Gehen  wir  aber  einige  Kilometer  weg  und  sehen 
uns  um,  so  glauben  wir  scharfe  umrisse,  scharfe  Konturen  zu  sehen.  Erat 
aus  solchen  ungenauen  Wahrnehmungen  entstehen  die  Ideen,  die  wir  in 
verschärfter  Form  unseren  mathematischen  Spekulationen  gewohnheitsmäßig 
zugrunde  legen. 

Sie  sehen,  wie  tiefgreifend  die  Kritik  ist,  und  ich  zweifle  nicht,  daß 
mancher  jüngere  Mathematiker  sich  mit  der  Hoffnung  trägt,  daß  es  an  der 
Zeit  ist,  die  alten  mathematischen  Definitionen  überhaupt  zurückzuschieben, 
daß  das  Studium  der  diskontinuierlichen  Funktionen  und  der  Punktmengen 
,,zu  scheußlichen  Klumpen  geballt"  es  gestattet  werden,  tiefer  in  das 
Wesen  der  Dinge  einzudringen  als  es  heim  Gebrauch  der  analytischen 
Funktionen  möglich  war. 

Es  ist  ein  gemeinsamer  Chai'akter  aller  Wissenschaften  in  der  neuesten 
Zeit,  daß  alles  in  Zweifel  gezogen  wird,  was  bis  dahin  als  ganz  feststehend 
gegolten.     Alles  ist  in  Gärung,   so  auch  in  der  Mathematik.     Ich  möchte 
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meinen  Wunsch  dahin  ausspiechea,  daß  diese  Entwicklung,  io  die  wir 
durch  allgemeine  Notwendigkeit  eingetreten  sind  —  kein  einziger  hat  sie 
verschuldet  oder  kann  sie  sich  zurechnen,  sondern  es  ist  im  Sinne  der  Zeit, 
daß  überall  die  Fragen  nach  den  Grundlagen  im  Vordergrunde  stehen  — 
ich  möchte  meinen  Wunsch  aussprechen,  daß  diese  Periode  nicht  enden 
möge  mit  einsm  allgemeinen  Skeptizismus,  sondern  mit  einem  neuen  Aufbau. 


[In  der  Diskussion  machte  Boltzmaun  u.  a.  darauf  aufmerksam,  daß  die  Vor- 
steiliuigen  der  Gastheorie,  aber  auch  die  Aufzeiohnungen  hinreichend  empfindlicher 
Registrierapparate  Kurvenbilder  geben,  die  eine  große  Ähnlichkeit  mit  Weierstraß' 
nndifferentiierbaren  Kurven  besitzen.   Er  führte  dabei  folgendes  aus; 

„Daß  vom  Schreibstifte  abgesehen,  die  Temperatur  an  einem  Punkte  wirklich 
durch    eine  Weiei^traßsohe  Kui've   dargestellt  würde,    ist   sogar   meice  Überzeugung. 

Damit  stimmt  auch  übereio,  daß  wir  uns  Körper  von  stetigen  Fläelien  begrenzt 
nur  det^ten;  betrachten  wir  abei'  die  Körper  genau,  so  sehea  wir,  daß  jede  wirkliche 
Oberfläche  algebraisch  undarsteilbai  ist. 

Daß  die  Punktmengen,  nicht  nur  der  mathematdachen  Mannigfaltigkeitslehi'e, 
sondern  auch  die,  welche  eine  physikalische  Bedeutung  haben,  über  unsere  räumliche 
Vorstellung  hinausgehen,  das  ist  meine  vollständige  Überzeugung. 

Was  die  Anschauungen  oder  Vorstellungen  selbst  betrifft,  so  glaube  ich,  daß  sie 
sich  allmählioh  so  weiterbilden  werden,  daß  vielleicht  künftige  Generationen  übe»' 
bessere  Anschauungen  verfügen.  Ungebildete  können  sich  die  Gegenfüßler  nicht  vor- 
stellen. Ich  habe  Leute  gesprochen,  die  sagten,  daß  sie  sich  eine  Entfernung  von 
zwanzig  Millionen  Meilen  nicht  vorstellen  können. 

Und  im  Grunde  genommen,  kann  ich  selbst  mir  das  nicht  vorstelien.  Sobald 
man  darüber  hinausgeht,  was  durch  den  Blick  eiTeicht  wird,  hört  die  Vorstellung  auf. 
Eine  Kugel  in  der  Größe  des  Sirius  kann  man  sich  algebraisch  darstellen,  aber  nicht 
sinnlich  vorstellen.  Und  unsere  Vorstellung  ist  beschränkt  auf  eine  Keproduktion 
dessen,  was  wir  wahrgenommen  haben.  Sobald  uns  unsere  Wahrnehmung  im  Stiche 
läßt,  läßt  uns  auch  die  Vurstellung  oder  Anschauung  im  Stiche.  Nur  allmählich  und 
erst    durch  langes  Nachdenken   können   wir  die  Vorstellung   erweitern.     Glauben  Sie 

sich   10^         ^  vorstellen  zu  können?" 

Wirtinger  bemerkte  im  Gespräch  hernach,  daß  es  ungeheuer  schwer  sei,  sich 
die  einfachste  Figur  als  hinter  dem  eigenen  Hintorkopf  gelegen  vorzustellen,  und  ich 
füge  gern  von  mir  aus  hinzu,  daß  ich  mir  Figuren  im  Innern  meines  Kopfes  über- 
haupt nicht  vorstellen  kann.  Die  räumliche  Vorstellung  wird  eben  sofort  sehr  un- 
bestimmt, wo  kein  optisches  Erinnerungsbild  vorhanden  ist  und  veraagt  ganz,  wo  die 
Ergänzung  durch  die  Tastempfindung  ebenfalls  ausgeschlossen  ist.     K.] 
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Zur  Entstehung  der  Arbeiten 

über  eiulliehe  Gruppen  linearei'  Substitutionen  und  die 

Auflösung  algebraischer  Gleichungen. 

Das  einfache  und  sozusagen  selbst  verstand  liehe  Prinzip,  welches  den  im  folgenden 
ftbgedruokten  Untersnohwngen  zugrunde  liegt,  ist  bereits  in  der  Einleitung  zu  der 
Arbeit  über  W-Kurven,  die  ich  mit  Lie  zusammen  1871  in  Bd.  4  der  Math.  Annalen 
(=  Abb.  XXVI  ia  Bd.  1  der  vorliegenden  Ausgabe,  speziell  S.  425  n.  426)  veröffent- 
iiehte,  ausgeBproohen;  daß  nämlich  algebraische  Gebilde,  welche  durch  endliehe  Gruppen 
linearer  Substitationen  ia  sich  übergehen,  infolgedessen  leicht  übersehbare,  ausgezeichnete 
Eigenschaften  haben.  Im  Verkehr  mit  Clebsoh  bemerkte  ich  bald  hernach  (siehe 
die  sogleich  folgende  Abh.  L,  ebenfalls  aus  Bd.  4  der  Math.  Annaien,  1871),  daß  hier- 
mit der  eigenthche  Ausgangspunkt  gegeben  ist,  von  dem  aus  die  Lehre  von  der  all- 
gemeinen Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  mit  der  Invariantentheorie  linearer 
Substitutionen  in  organische  Verbindung  tritt.  Im  Erlanger  Programm.  (Herbst  1872, 
Abh.  XXVII  in  Bd.  1  der  vorliegenden  Ausgabe)  ist  dann  auf  die  einfachen  Verhält- 
nisse hingewiesen,  welche  das  genannte  Prinzip  bei  Biemaans  Deutung  von  (x  +  iy) 
auf  der  Kugel  für  die  binären  Formen  dritten  und  vierten  Grades  ergibt;  es  wird 
andererseits  (S,  489  des  Bd.  1  des  Wiederabdruckes)  des  Zusammenhangs  mit  der 
Gleichungstbeorie  gedacht  und  beiläufig  auch  das  besondere  Interesse  ertcähnt,  welche 
eine  Betrachtung  der  regulären  Körper  unter  den  gegebenen  Gesichtspunkten  haben 
würde.  Indem  ich.  mir  um  sie  eine  (»-l-i»/)- Kugel  herumgelegt  dachte,  erhielt  ich 
für  die  Körpereoken  Gleichungen,  deren  genauere  üntersuohung  ich  nm  so  lieber  begann, 
als  ich  den  Wunsch  hatte,  von  den  mir  geläufigen  invariaiitentheoretischen  Auffassungen 
aus  zn  einer  selbständigen  Behandlung  gleichungstheoretisoher  Aufgaben  vorzudringen. 
Die  Besuttate,  die  ioh  erhielt,  waren  sehr  merkwürdig  und  zeigten  daß  ich  eine 
erzführende  Ader  angeschlagen  hatte.  Zunächst  gelang  dei  Beneis  daß  durch  memen 
Ansatz  ohne  weiteres  die  Gesamtheit  aller  endliehen  Gruppen  hncarer  bubstitutionen 
einer  Veränderlichen  gegeben  sei.  Sodann  konnte  ich  für  die  Gleichung  zwölften 
Grades,  welche  durch  die  Ecken  eines  der  (x  +  iy)-Kug6l  eingeschriebenen  regulären 
Ikoaaeders  gegeben  ist,  sowohl  das  volle  Pormensystem  duich  einige  einfache  Schlüsse 
herBtellen,  als  auch  das  Vorhandensein  von  Eesolventen  sechsten  und  fünften  Grades 
naehweisen.  Alles  dieses  ist  in  einer  vorläufigen  Mitteilung  in  den  Eilanger  Sitzungs 
beriobten  vom  13.  Juli  1874  auseinandergesetzt  und  übrigens  in  ausgereifter  Form  m 
den  gg  1  bis  6  der  nachstehend  abgedruckten  Abh.  LI  (Math  Annalen,  Bei  9  1875) 
reproduziert.  Ich  begann  übrigena  1874  auch  gleich  (wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei] 
mich  mit  den  unendlichen  diskontinuierlichen  Gruppen  linearer  'Substitutionen  einer 
Veränderlichen  zu  beschäftigen.  Da  ich  aber  nur  erst  Funktionen  mit  endlich  vielen 
singulären  Punkten  kannte,  kam  ich  nur  zu  den  gewöhnlichen  periodischen  Funktionen 
und  denjenigen,  die  Rausenberger  später  [MatJt  Annalen  Bd  15  1,1881)  siehe 
auch  sein  Lehrbuch,  Leipzig  1884]  multiplikatorisch  penodisch  geninnt  hat  Ich  ver 
danke  es  nur  einem  Zufall,    daß  eine  unzureichende   -ihlaninuQg     iii  der  ilH  die  be 
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zughohen  Kesult^te  dargestellt  hatte  mclit  gediuekt  wurde  (\uf  die  weitere  Ent 
Wicklung  meiner  L  ntersachungen  über  diskcntinulerhclie  t  ruppen  linearer  faubstitu 
t  nen  einer  Veranderhtl  en  wird  in  Jid  j  meiner  Gesammelten  \bliandlungen  zurück 
/okomnien  Bein  1 

So  ungefähr  ligen  die  Dinge  a.\%  in  me  nem  letzten  Frianger  ^emeitcr  (IS^i  75  ] 
<  ordan  nach  Erlangeu  kam  Indem  er  mit  größtem  Intereiwe  auf  meine  algebrai 
scheu  Ana»tze  einging  iit  er  für  die  nächsten  Jahre  mein  eifiigster  Mitarbeiter  ge 
worden  Dxe  Lage  wurde  um  so  intere^Banter  als  sieh  zeigte  daß  Schwarz  schon 
1S71/73  die  der  Iko^mederfigar  entsprechende  Zerlegung  der  (j:  +  iy)  Kugel  in  120 
abwechselnd  kongtaente  und  sj mmetniche  Dreiecke  bei  »einen  l  ntersuohnngen  uher 
die  algebraiaehen  Integrale  der  hypergeometi lachen  Differentialgleichung  angettofien 
auch  die  E-vistenz  dei  transzendenten  eindeutigen  Dreieck'funktionen  mit  unendlioh 
vielen  sinsiularen  Punkftn  welche  eine  Kreislinie  uherftll  dicht  überdecken  dai^elegt 
hatte')  Von  hier  aus  hab^n  1877  meine  Arbeiten  über  elliptisuhe  ModuHunktionen 
ihren  Ausgangapunbt  genommen  die  ^ich  mit  den  algebraischen  Arbeiten  welche 
altein  hier  m  Bd  2  zum  4.bdruck  kommen  eollen  mannigfaih  durchdringen  Immer 
hin  gaben  die  algebraiaehen  Fragen  zunachat  genug  zu  tun  nachdem  ich  gefunden 
hatte  daß  die  Resolventeii  oechateu  und  fünften  Giade«  der  ILosaederglei  hting  bei 
zweckmäßigem  Ansatz  genau  mit  den  beaonderen  GieiohungsfDrmen  übereinstimmen, 
welche  Kroneckei  und  Briosohi  bei  ihren  l  ntersuohungen  über  die  Auflosung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  aufgestellt  hatten  man  vergliche  die  SchluBpara 
graphen  der  icKn  Dbeti  genannten  Abb  LI  (die  übrigens  bereite  lon  München  au« 
datiert  lat  )  I 

JedenlalK   wurde  der   (uge   ii is-ienschaft liehe  Verkehr   mit  I  oidai      in  dessen 

')  ^  gl  eine  bez  ighche  Mitteilung  %on  mir  in  den  Erlanger  Berichten  vom 
14  Dezembet  l'^74  lowie  ausführlichere  Angaben  in  den  unten  folgenden  Abh  LI 
}  la  LIV  Im  ubngen  bedürfen  alle  diese  Zitate  einet  wesentlichen  Ergänzung  seit 
wir  den  Nachlaß  von  Gauß  wie  den  lon  Riemann  genau  kennen  Was  Gauß 
angeht,  so  «olle  man  die  Stucke  vergleichen  die  Fricke  m  Bd  VIII  der  Werke  ler 
schienen  1900)  auf  S  19—106  zuiaramengeetellt  hat  Gauß  kennt  die  ftlodilfigur 
und  hat  pogar  das  Beispiel  einer  aUgememeieu  eindeutigen  Dr  lecl  aierlegung  der 
(sL  +  iy)  Ebene  mit  einer  kreisförmigen  Grenze  Riemann  aber  hat  diese  Dinge 
wie  auch  die  emich  lag  igen  Verhaltnisse  auf  dei  (r  +  ty)  Kugel  im  Wintersemeatei 
18n8/51  m  einer  be>!onderen  Vorlesung  emgeh-nd  behandelt  \\n  Fernerstehenden 
haben  davon  erst  dadurch  erfahren  daß  der  Physiker  v  Bezold  der  damals  bei 
Riemann  gehört  httte  seine  stenographische  Naoh<chiift  besagter  Vorlegung  der 
Gottinger  ümversitatsbibliothek  überwies  (a  eine  Notiz  \(in  mir  in  den  Gottinger 
Nachrichten  von  l'<<)7  math  phys  Klaase  S  ISOff  )  Eme  zweite  Nachschrift  der 
selben  Vorlesung  hat  sifh  «pater  bei  Prof  Nagelsbach  Erlangen  vorgefunden 
worüber  M  Noether  m  den  Gottinger  Nachrichten  von  1109  S  23  der  Geschäft 
hohen  Mitteilungen  berichtet  Auch  diese  Nachschrift  wurde  der  Gottmger  Univer 
aitatsbibliothek  ubeiwiesen  Im  ubngen  ist  der  Inhalt  der  Eiemannachen  Vor 
lesung  bereif«  1902  in  den  überaus  interessanten  Nathtiigen  welche  M  Noether 
und  W  Wirf  inger  zu  Biemanns  gäsammelten  Werken  haben  erscheinen  lassen 
(Leipzig  B  0  Teubner)  seiner  wesentlichen  Gliederung  nach  luf  Giund  des  Bezold 
sehen  Heftes  reproduziert  und  danach  allgemein  zuganeli<-h  geworden  Daß  eine 
Drehung  der  (x+iy)  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  eine  lineaie  Tiansformation  der 
komplexen  Vanabeln  nach  sich  zieht  findet  sich  ubr^^s  schon  in  der  posthumen 
Abhandlung  Riemanne  über  Mmimalflachen  vermerkt  welche  Hattendorff  ISG" 
m  Bil  15  der  Gottinger  Abhandlungen  veioftentlicht  hat  und  die  in  Ricminns  Ge- 
sammelten Werken  unter  \VII  abgedruckt  ist    vgl    Nr   ^  daselbst 

)  bo  auch  eine  auf  diese  Resolventen  bezüglich»  erste  Mit  teil  mg  v  i  ii  in 
den  Erlanger  Sitzungsbenehten  vom   12   Juli  1875 
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Mittelpunkt  diese  algebraieohen  Fragen  standen,  durch  meine  Übersiedelung  an  die 
Münchener  Teohnische  Hochschule,  Ostern  1875,  nicht  unterbrochen  Einen  besonderen 
Impuls  bekam  derselbe  nooh  dadurch,  daß  Fuchs  im  Sommer  1S75  Untersuchungen  über 
algebraisch  integrierbare  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  veröffentlichte, 
in  denen  er  invariantentheoretisehe  Üherlegnngen  benutzte,  die  mit  meinen  Unter- 
suchungen  über  reguläre  Körper  augensoheinlich  nahe  zusammenhingen  und  von  da 
aus  vereinfacht  und  vervollständigt  werden  konnten.  Man  wolle  die  unten  folgenden 
Aufsätze  LH  und  LIU,  sowie  die  am  Schluß  vom  LIII  genannte  Arbeit  von  Gor  dan  in 
den  Math.  Ännalen,  Bd.  12  (1877)  vei^leiohen.  Aber  bald  kehrten  wir  zur  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  Grades  zurück.  Wir  erfaüten  den  Umkehrgedanken;  diese  Theorie 
nidit  bloß  äußerlieh  mit  der  Leh-e  vom  Ikosaeder  itt  Verbindung  zu  bringen,  sondern 
letztere  geradezu  zur  Grundlage  der  Theorie  zu  machen.  loh  besohäftigte  mich  zunächst 
damit,  die  Auflösung  der  allgemeinen  Jaeobiachen  Gleichung  sechsten  Grades  ver- 
mittels der  Ifeoeaedertheorie  zu  bewerkstelligen.  Aber  am  Schluß  der  Note,  die  ich 
hierüber  am  13.  November  1876  der  Erlanger  Sozietät  vorlegte,  konnte  ich  bereits 
ausapreohen,  daß  man  diejenigen  Gleichungen  fünften  Grades,  die  ich  später  „Haupt- 
gleichnngen"  nannte,  d.  h.  die  Gleichungen,  bei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und 
die  Summe  der  Wurzel quad rate  gleichzeitig  verschwinden,  in  einfachste  Beziehung  zum 
Ikosaeder  setzen  kann.  Bald  darauf  fand  ich  emen  ersten  Beweis  des  von  Kronecker 
nur  erat  ausgesprochenen  Satzes,  daß  bei  den  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades 
eine  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  nicht,  ohne  Heranziehung  einer  akzessori- 
schen (d.  h.  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  nicht  rational  darstellbaren) 
Irrationalität  möglich  sei,  sowie  eine  Methode,  um  die  fünf  Wurzeln  einer  Haupt- 
gleichung fünften  Grades  explizite  durch  die  zugehörige  Ikosaederirrationalität  dar^ 
zustellen.  Ich  veröffentlichte  hierüber  zwei  weitere  Noten  in  den  Erlanger  Sitzungs-, 
berichten  (vom  15.  Januar  und  9.  Juli  1877).  Im  August  1877  habe  ich  da,m\  die 
drei  zusammengehörigen  Noten  zu  einer  längeren  Abhandlung  (Math.  Annalen,  Bd.  12) 
vereinigt,  die  weiter  unten  unter  Nr.  LIV  abgedruckt  ist.  Inzwischen  war  Gordan 
nicht  müßig  geblieben.  Es  war  ihm  gelungen,  die  in  Betracht  kommenden  Entwick- 
lungen noch  systematischer  in  eine  Fragestellung  der  binären  Invariantentheorie  ein- 
zuordnen. Man  vergleiche  eine  Mitteilung  von  ihm  an  die  Erlanger  Sozietät,  ebenfalls 
vom  9.  Juli  1877,  und  die  zusammenfassende  Darstellung  in  Bd.  13  der  Math.  Annalen 
(datiert  vom  Januar  1878).  Ich  habe  die  Gordansohen  Entwicklungen  immer  als 
eine  wesentliche  Weiterbildung  meiner  vom  Ikosaeder  ausgehenden  Ideen  angesehen 
und  ihren  Grundgedanken  dementsprechend  in  einem  besonderen  Kommentar,  den 
ich  weiter  unten  an  meine  Ab h.  LIV  anschließe  (S.  380— 384),  so  gut  es  bei  der 
gebotenen  Kürze  gelingen  wollte,  genauer  entwickelt. 

Im  übrigen  darf  ich  nicht  unterlassen,  an  dieser  Stelle  der  Anregung  zu  ge- 
denken, welche  mir  in  jenen  entscheidenden  Jahren  die  Korrespondenz  mit  Brioschi 
gewährt  hat.  Es  war  ein  schöner  Erfolg  dieser  persönlichen  Beziehungen,  daß  Brioschi 
in  Bd.  13  der  Math.  Annalen  eine  zusammenfassende  Darstellung  seiner  eigenen  früheren 
Untersuchungen  über  Gleichungen  fünften  Grades  veröffentÜohte  (ausgegeben  im 
Dezember  1877).  An  Brioschi  ist  dann  auch  meine  erste  Mitteilung  über  elliptische 
Modulfunktionen  gerichtet  [vgl.  Istituto  Lombardo  (3),  X;  Brief  vom  April  1877]; 
ich  habe  dort  bemerkt,  daß  die  besondere  Form  der  Jaeobiachen  Gleichung  sechsten 
Grades,  von  welcher  Kronecker  1858  die  Auflösimg  der  Gleichungen  fünften  Grades 
abhängig  gemacht  hatte,  im  wesentlichen  von  der  rationalen  absoluten  Invariante  des 
elhpfischen  IntegraSs  abhängt,  die  ich  später  mit  /  bezeichnete.  Von  hier  bin  ich  dann 
bald  auch  in  erneute  Verbindung  mit  meinem  alten  Berliner  Studiengenossen  Kiepert 
gekommen,  der  schon  vorher  von  der  Weierstraßschen  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  aus  an  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  herangegangen  war, 
und  nun  Eesultate,  die  den  meinigen  sehr  nahe  standen,  auf  ganz  anderem  Wege 
erreichte;  man  vergleiche  seine  erste  Mitteilung  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom 
17.  Juli  1878  und  die  ausgeführte  Arbeit  in  Bd.  87  von  Grelles  Journal  (1878/79). 
Klein,  Gesammelle  math,  AblianiilimsCT.  11-,  17 
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Auf  die  WeitereatwicÜung  meiner  eigenen  Arbeiten  über  elliptische  Modui- 
funktionen,  die  sich  an  meine  Unterauchungen  über  dae  Ikosaeder  unmittelbar  an- 
schließen und  diese  zum  Teil  weiterführen,  kann  nach  dem  Plane,  der  dem  gegen- 
wärtigen Wiederabdruck  zugrunde  liegt,  leider  erst  in  Bd.  3  eingegawgea  werden, 
loh  ha.be  vielmehr  als  Nr.  LV  eine  aus  späterer  Zeit  stammende  Notiz  (vom  Herbat 
1905;  Math.  AnnaJen,  Bd.  61)  eingeschaltet,  welche  die  Nicht aaffösbarkeit  der  Ikosa- 
edergleiehung  durch  Wurzelzeichen  in  besonders  anschaulicher  Form  nachweist. 
Im  übrigen  aber  lasse  ich  als  Nr.  LVl  bis  LXI  meine  Arbeiten  über  höhere  Glei- 
chungen folgen,  die  in  einem  allgemeinen,  Programm  gipfeln:  die  Auflösvng  dei' 
OUv^ngen  auf  die  -mit  eiidlichen  Gruppe«,  linearer  StibstUulionen  mögtichaf  gmnger 
TariabeliKaM  verknüpflen  „FormenpriAleme"  »uräckzuführen.  In  erster  Linie  handelt 
es  sich  dabei  um  Gleiobnngcn  mit  einer  Galoisschen  Grnppe  von  168  VertauschuQgen. 
Untersuchungen  über  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Punk- 
tionen Iiatten  mich  dahin  geführt,  eine  isomorphe  Gruppe  von  168  linearen  Substi- 
tutionen im  temären  Gebiet  aufzufinden.  Dies  tritt  in  Nr.  LVI  (Erlanger  Sitzungs- 
berichte vom  4.  März  1878)  nur  erst  in  unbestimmten  Umrissen  hervor.  Der  genaue 
Nachweis  für  die  Esistenz  und  die  Eigenart  dieser  Substitutionsgruppe,  wie  sie  sich 
durch  eingehende  Betrachtung  des  elliptischen  Transformationsproblems  ohne  eigent- 
liche Rechnung  ergab  (siehe  Brianger  Sitzungsberichte  vom  20.  Märj  1878  und  die 
Hauptarbeit  in  Bd.  14  der  Math.  Annalen,  1878/79),  konnte  im  vorliegenden  Band 
meiner  Abhandlungen  noch  nicht  autgenommen  werden.  Vielmehr  wird  in  Nr.  LVII 
(vom  Frühjahr  1879,  Math.  Annaien,  Bd.  15)  das  Resultat  einfach  als  bekannt  hin- 
genommen und  daran  die  algebraische  Problemstellung  angeschlossen.  Die  Analogie 
führt  auch  gleich  dazu,  für  beliebige  Primzahlen  n  Gruppen  linearer  Substitutionen 
mit  ~-= —  und  — ^ —  Variabein  aufzustellen,  welche  die  bei  n  =  5  und  «  =  7  vorher 
bekannten  Resultate  als  besondere  Fälle  umfassen.  In  Bd.  17  der  Math.  Annaleu 
(1880/81)  sind  diese  Gruppen  hinterher  aus  der  Transformation  n-ter  Ordnung  der 
elliptiBchen  Thetafunktionen  abgeleitet,  wobei  re  nur  als  ungerade  Zahl  vorausgesetzt 
wird,  was  ich  hier,  dem  Bd.  3  dieser  Ausgabe  vorgreifend,  wieder  vorweg  erwähnen 
will.     (Näheres  unten  im  Texte.) 

Mit  der  Abh.  LVII  ist  meine  systematische  Arbeit  auf  dem  Gebiet  der  endlichen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  und  das  Auflösungsprublem  der  Gleichungen  ab- 
geschlossen. Ich  eohiidere  aber  gern,  unter  welchen  besonderen  Bedingungen  sie  in 
der  Polge  doch  noch  eine  Fortsetzung  von  Fall  zu  Fall  gefunden  hat.  Ich  war 
Herbat  1880  als  Professor  der  Geometrie  an  die  Universität  Leipzig  übergesiedelt. 
Nun  hatten  siub  schon  in  München  Anzeichen  einer  Überarbeitung  geltend  gemacht, 
was  moht  wundernehmen  konnte  da  loh  neben  meinen  wiSBensel  aftlichen  Unter- 
suchungen der  UnteiweiBUög  der  Ingenieure  in  weitgehender  Weise  gerecht  zu  werden 
hatte  In  Leipzig  haben  aich  dann  die  Anregungen  und  Verpflichtungen  entsprechender 
Alt  noch  \eivielfacht  zumal  meine  «isbec Schaf tliche  Tätigkeit  die  ncli  immer  mehr 
der  Riemannschen  Funktionentheorie  zuwandte  durch  das  Her\oitreten  der  ersten 
Untersuchungen  von  H  Poincarö  eme  außerordenthche  Belebung  prfuhi  Letzteres 
wird  in  Bd  3  die=er  Abhandlungen  noch  erst  genauer  hervortreten  Die  Felge  war, 
daß  tra  Herbst  1883  wahrend  ich  an  den  Neuen  Beitragen  zur  Riemannschen  Funk 
tionentheone"  (Math  Annalen  Bd  21)  arbeitete  meine  Gesundheit  vollends  zu  ammen 
biach  Ich  mußte  für  lange  Zeit  Urlaub  nehmen  und  sah  mich  Teiauiaßt  meme 
Tätigkeit  fortan  auf  em  anderei  Nu  eau  emzUBtellen  Von  der  eigentlichen  weiter 
dringenden  Forieherarbeit  mußte  ich  fürs  erste  absehen  und  lieber  beginnen  das 
Erworbene  m  Votlesungen  und  Seminaren  zu  ordnen  &olcheineise  smd  zunach'Jt 
die  „\oiIesungen  ubei  das  Ikoaaedei  und  die  Aufl'^sung  der  Gleichungen  fünften 
Grades"  zubtande  gekommen  die  Ostern  1^^4  bei  B  G  Teubnei  als  selbständiges 
Werk  erschienen  imd ')     Gleichzeitig  ei  faßte  ich  den  Plan  entsprechender  Darstellungen 

")  Dasselbe  poll  im  folgenden  kurz  als     Ikosaederbuch"   zitiert  werden 
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betreffend  elliptische  Modulfunktionen  und  aJlgemeint  »utonicjrpne  Funktionen,  wie 
er  späterhin  durch  das  tatkräftige  Eingreifen  von  R.  Pricke  zu  glücklicher  Durch- 
fiihrong  gelangte  (Modulfuokticnen  1H90  und  1892,  automorphe  Funktionen  1897 
und  1913).  Im  übrigea  ocgann  ich  1885,  mich  mit  einet  Problemstellung  eipgehender 
zu  beschäftigen,  aie  ich  schon  lange  vor  mir  gesehen  hatte  und  die  mich  nun  mehrere 
Jahre  in  Anspruch  nehmeo  sollte,  nämlich  der  Übertragung  der  neuen  Formu- 
lieruDgan,  die  mir  bei  den  elliptischen  Funktionen  geglückt  waren,  auf  hyperellip- 
tiache  und  Abelsohe. 

All  gegenwärtiger  Stelle  werden  zunächst  einige  Bemerkuageii  über  das  Ikosa- 
ederbuoh  von  1884,  bez.  über  dessen  Verhältnis  za  der  unter  Nr.  LIV  abgedruckten 
Ikosaederarbeit  von  1877  am  Platze  sein.  In  dem  Buche  sind  viele  Einzelheiten 
genauer  ausgeführt  und  es  ist  auch  mancherlei  vereinfacht,  wobei  mir  die  obenge- 
nannten Arbeiten  von  Gordao.  uud  Kiepert  von  besonderem  Nutzen  gewesen  sind. 
Man  vergleiche  bezügliche  Bemerkungen  bei  dem  unten  foI(;enden  Abdruck  von 
Nr.  LIV.  Andererseits  ist  doch  manches,  insbesondere  Invariantentheo  retisch  es,  was 
in  den  Abh.  LT  und  LIV  zur  Geltung  kommt,  weggeblieben.  Mich  veranlaßte  dazu 
nicht  nur  der  Wunsch  naeh  Kürze  der  Darstellung,  sondern  insbesondere  auch  die 
Überlegung,  daß  ich  von  dem  Leser  nicht  zu  verschiedenartige  Vorkenntnisse  vor- 
aussetzen dürfe.  Im  übrigen  ist  die  Darstellung  des  Buches,  wenigstens  was  die 
Gleichungen  fünften  Grades  angeht,  historisch  orientiert.  Hierdurch  scheint  in  weiteren 
Kreisen  der  Eindruck  entstanden  zu  sern,  als  handele  es  sich  bei  den  bezüglichen, 
vom  Ikosaeder  ausgehenden  Überlegungen  nur  um  eine  Veranschaulichung  der  über- 
kommenen Theorie.  Diese  Auffassung  entspricht  keineswegs  derjenigen,  die  ich  heute 
noch,  zuriickschauend,  festhalte.  Vieiinebr  glaube  ich,  daß  erst  durch  die  Voran- 
stellung  der  Ikosaedertheorie  (und  der  damit  verbundenen,  erst  in  Bd.  3  folgenden 
Arbeiten  über  elhptische  Modulfunktionen )  die  eigenthohe  Grundlage  der  vorausgehenden 
Untersuohutigen  von  Herraite,  Kronecker  und  Brioschi  gewonnen  ist.  Beweis 
dafür  ist,  daß  es  1876  bis  1880  gelang,  nicht  nur  sämtliche  noch  ungeklärte  Punkte 
ihrer  Theorie  aufzuhellen,  sondern  auch  in  raschem  Fortschritt  höhere,  bis  dahin  un- 
zugängliche Fragestellungen  anzugreifen.  Ich  habe  jene  Jahre,  in  welche  die  ent- 
scheidenden Fortschritte  fallen,  immer  als  die  glücklichste  Periode  meiner  mathema- 
tischen Produktion  angesehen.  Äußerlich  waren  sie  dadurch  charakterisiert,  daß  ich 
sehr  oft  mit  Gordan  zusammenkam.  Als  Ort  hierfür  haben  wir  zumeist,  weil  in  der 
Mitte  von  Erlangen  und  München  gelegen,  Eichstädt  gewählt,  wo  wir  häufig  den 
Sonntag  zusammen  zubrachten;  Gordan  sprach  noch  iu  späteren  Jahren  gern  von 
der  „Mathesis  quercupoLtana",  wie  er  sich  ausdrückte.  —  Leider  hat  dieses  Zusammen- 
arbeiten in  meiner  Leipziger  Zeit  nicht  mit  gleicher  Ausführlichkeit  aufrechterhalten 
werden  können.  So  bin  ich  an  der  Weiterbearbeitung  der  Gleichtmgen  siebenten 
Grades  mit  einer  Galoissehen  Gnippe  von  !6=!  Substitutionen,  die  Gordan  von 
1880  bis  1885  in  den  Bänden  17  bis  25  der  Math  ^nnalen  veröffentlichte,  direkt  nur 
wenig  beteiligt  gewesen.  Die  Grundgedanken  jener  Arbeiten  sind  dort  durch  die 
Fülle  der  rechnerischen  Einzelheiten  in  hohem  Grade  veirfeckt  und  haben  darum  bis- 
her nur  erst  wenig  Beachtung  gefunden  Hieran  hat  auch  der  recht  eingehende  Be- 
richt, den  M.  Noether  in  semem  Nauhnit  auf  Goidan  in  Bd,  75  der  Math.  Annalen 
(1913/14)  den  einschlägigen  Entwicklungen  widmet  nicht  viel  geändert.  Um  so  lieber 
habe  ich  jetzt  an  den  Wiederabdruck  memer  \ibeit  aus  Bd  15  der  Math  Annalen 
(Nr.  LVII)  eine»  Kommentai  angpschlossen  m  welfiiem  ich  diese  Grund^tedanken 
von  meinem  Standpunkte  aus  darstelle  und  teilweise  vereinfache  Möge  damit  der 
Weiterentwicklung  das  Tor  geoftnet  sein 

Ostern  1886  bin  ich  endgültig  naih  Gottmgen  zurückgekehrt  Ich  erfaßte  wieder 
ein  neues  Arbeitsprogramm  Di  Schwarz  neben  mir  den  Haujtted  des  Unterrichts 
bestritt,  konnte  ich  die  alten  Ideen  meiner  Bonner  Studienzeit  ernput  aulnehmen  und 
mich  der  Physik  wieder  annähern  indem  ich  allgemeine  Vorlesungen  über  Mechanik 
Potentialtheorie  usw.  hielt     Daneben  ouchti    ith  m  SpeziaUcrie'ionHen  allei    ia      «as 
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ph  fr  her  an  rem  mathemat lachen  t  ntersnohungen  begonnen  hatte  zim  AhsehlnB 
zu  bringen  Die  Emzelausfulirui  g  aber  iherwiei  ich  aoneit  dies  möglich  aehien 
immer  n  ehr  geeigneten  7uhoror  i  In  den  unten  folgenden  Äbh  LVIII  und  LI\ 
seht  man  wieviel  dabei  £ir  die  Lohre  von  den  endhcben  druppen  linearer  Subatitu 
ti  neu  bez  die  Autksimg  höherer  Gleiohnngen  herausgekommen  ist  Indem  ich 
wegen  der  Einzelheiten  auf  die  Abhandlangen  aelbs!  bez  die  ihnen  beigpfugtpn 
Notizen  verweise  bemerke  ich  hiet  nur  folgendes  Ni  LVIII  knüpft  ersuhtüch  an 
die  alten  Imiengeometnechen  Untersuchungen  an,  die  bereits  m  Bd.  1  des  gegen- 
wärtigen Wiederabdrucke  ihre  Stelle  gefunden  haben;  ich  nehme  damit  die  allgemeine 
Theorie  der  Gleichungen  des  sechsten  und  des  siebenten  Grades  in  Angriff.  Nr.  LIX  da- 
gegen, die  sich  auf  die  Gleichung  27.  Grades  bezieht,  von  der  die  geraden  Linien  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  abhängen,  ist  »üb  meinen  schon  genannten  Vortr^en  über 
hy^erelhptisohe  Punktionen  erwachsen.  Es  handelt  sich  beide  Male  um  neue  quater- 
näre  Gruppen  linearer  Substitutionen,  die  gewiß  ein  näheres  Studium  verdienten  und 
auch  bald  von  anderer  Seite  fanden.  Im  ganzen  aber  hatte  ich  den  Eindruck,  daß 
für  mich  die  Frage  der  endlichen  Substitutionegruppen  damit  abgeschlossen  sei.  So 
habe  ich  es  auch  1893  bei  den  Vorträgen  dargestellt,  die  ich  gelegentlich  der  Chio^oer 
Weltausstellung  hielt  (vgl.  den  Vortrag  IS  des  schon  verschiedentlich  genannten 
Evanston  Colloquiums),  Ich  habe  damals  inabesondere  die  Vermntimg  ausgesprochen, 
daß  für  Gleichungen  achten  imd  höheren  Grades,  sofern  man  die  Galoissche  Gruppe 
allgemein,  die  Gleichungen  also  ohne  Affekt  nehmen  wiU,  mein  Ansatz  von  1879 
(Abh.  LVII)  nichts  Neues  liefern  dürfe.  Diese  Vermutung  ist  bald  heniach  von 
Wiman  in  der  Tat  bestätigt  worden*). 

Es  ist  dann  aber  doch  noch  eine  merkwürdige  Weiterbildung  (der  unten  in 
Nr,  LX  und  LXI  Rechnung  getragen  wird)  eingetreten.  Die  Liste  der  quaternären 
Substitutionsgruppe  ist  nicht  mehr  wesentlich  vermehrt  worden,  es  ist  aber  eine  sehr 
bemerkenswerte  temäre  Gruppe  von  360  Kollin eationen  hinzugekommen.  liire  Auf- 
findung ist  das  Verdienst  von  Valenfciner,  der  sie  bereits  1889  durch  systematischen 
Ansatz  konstruiert  hatte,  dessen  Arbeit  aber,  weil  der  Verfasser  isoliert  für  eich  ge- 
arbeitet und  mit  den  Problemen  der  einschlägigen  Literatur  keine  rechte  Fühlung 
hatte,  zunächst  unbeachtet  blieb.  Für  alle  BeteiUgten  war  es  dann  eine  große  Über- 
raschung, alsWiman  1896  (inBd.  47  der  Math.  Annalen)  darlegte,  daß  besagte  Öjea  mit 
der  Gruppe  der  geraden  Vertausch ungen  von  sechs  Dingen  isomorph  sei  und  übrigens 
eine  algebraische  Behandlung  zulasse,  welche  in  vielem  Betracht  mit  den  Ansätzen, 
die  sich  bei  der  temären  G,bb  als  erfolgreich  gezeigt  hatten,  analog  war.  Damit  war 
naturgemäß  die  Aufgabe  gegeben,  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  sechsten 
Grades  nicht  mehr  auf  die  quatemäre  Gruppe  von  Nr.  LVIII,  sondern  eben  auf  diese 
temäre  O^g^  zurückzuführen.  Daß  sich  dies  wirklich  bewerkstelligen  lasse,  habe  ich 
gelegentlich  einer  italienischen  Reise  (1899)  in  den  Rendiconti  dei  Linoei  (in  einem 
Brief  an  Castelnuovo,  der  unter  Nr.  LX  abgedruckt  ist)  in  vorläufiger  Fassung 
publiziert.  Als  dann  Gordan  1905seineAufmerksamkeit auchdieserFragezuauwenden 
begann,  habe  ich  im  Diriohlet-Bande  des  Crellesohen  Journals  {Bd.  129)  eine  ge- 
nauere Darlegung  meiner  Überlegungen  gegeben,  die  auch  in  Bd.  61  der  Math.  Annalen 
abgedruckt   wurde    (s.  unten   Abh.  LXI).      Gordan   hat   dann  in   Bd.  68   der  Math. 

^)  In  den  GSöttinger  Nachrichten  1897,  matb.-phya.  Klasse,  8.  55 — 62  (vorgelegt 
am  20.  Februar;  man  vgl.  auch  Bd.  53  der  Math.  Annalen,  1899,  wo  u.  a.  eine  Be- 
sonderheit hervortritt,  welche  die  Gleichungen  neunten  Grades  für  die  in  Betracht 
kommenden  Fragestellungen  darbieten).  — -  Die  bezügliche  Stelle  im  Evanston  Collo- 
quium  (S.  74)  lautet:  „I  want  to  call  your  particular  attention  to  the  case  of  the 
general  equation  of  the  eigbth  degree.  I  have  not  been  able  in  this  case  to  find  a 
material  simplification,  so  fcbat  it  would  seem  as  if  the  eq«ation  of  the  eighth  degree 
were  its  own  normal  problom.  It  would  no  doubt  be  interesting  to  obtain  certainty 
on  this  point," 
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Annalen  (1909)  meinen  Ansatz  noch  beträchtlioii  vereinfaoten  können,  liat  aber  dooh 
nicht  die  einfachste  Formulierung  getroffen,  die  erst  Herr  Coble  in  ßd,  70  der  Math. 
Annalen  (1911)  gegeben  hat.  Hinsichtiiob  der  Einzelheiten  muß  ich  auf  die  Be- 
merkungen verweieen,  die  ich  dem  Test  den  Nrn.  LS  und  LXI  augefugt  habe. 

Die  allgemeine  Entwicklung  hat  übrigens  die  Richtung  genommen,  überhaupt 
nach  der  Existenz  höherer  Gruppen  linearer  Substitutionen  {oder  anch  birationaler 
Transformationen )  zu  fragen.  Hierüber  möge  man  als  neueste  Zusammenstellung 
Loewys  Artikel  in  Ed.  1  der  zweiten  Auflage  der  deutschen  Ausgabe  von  Pascals 
Repettorium  der  Mathematik  (besorgt  von  Epstein,  1910)  vergleichen,  (Der  ent- 
sprechende sehr  zuverlässige  Bericht  von  Wiman  in  ßd,  1, 1  der  Math,  Enzyklopädie 
reicht  nur  bis  zum  Jahre  1899.) 

Über  den  allgemeinen  Charakter  der  im  folgenden  behandelten  algebraischen 
Fragen  aber  möge  noch  folgende  Bemerkung  [gestattet  sein.  Die  Bedeutung  der 
Gruppentheorie  für  die  Lehre  von  der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  ist 
seit  Galois'  grundlegenden  Arbeiten  (1829,  publiziert  1846)  eine  so  unvergleichliche, 
daß  man  diese  ganze  Disziplin  vielfach  nur  gruppentheoretisoh  bearbeitet,  also  die 
Entwicklungen,  die  durch  den  abstrakten  Gruppenbegriff  nicht  ohne  weiteres  gegeben 
sind,  entweder  wegläßt  oder  doch  nur  als  Beiwerk  behandelt.  Die  Frage  aber,  welche 
in  den  nachstehend  abgedruckten  Arbeiten  an  einzelnen  Beispielen  zur  Behandlung 
kommt,  ist  anders  orientiert.  Es  handelt  sich  darum,  ob  tnaii  Gleichungen,  gegebener 
Orwppe  stnJer  F&sthaUiing  an  dem  eunäckst  zugrunde  gelegten  Sationalitätsbereiche  auf 
bestimmte  Normalformen  reduzieren  kann,  oder  ob  man  den  Bationalitätsb&-6ick  zu  dem 
Zwecke  erweitem  muß.  A^f  alle  FWe  werden  die  algebraisch  einfachsten  Prozesse  ge- 
auökt,  die  das  Verlangte  leiste»,.  Gordan  pflegte  dieses  Gesamtgehiet  (welches  die 
Gruppentheorie  selbstverständlich  als  bekannt  voraussetzt)  scherzhafterweise  als 
„Hi/pergcUois"  zu  bezeichnen.  Vermutlich  hat  er  Galois  damit  unrecht  getan,  denn 
dieser  hat  zweifellos  genau  gewußt,  daß  mit  dem  gruppentheoretischen  Schema  aliein 
noch  keineswegs  die  algebraischeu  Fragestellungen  erschöpft  sind.  K. 
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L.  Üljer  eine  geometpische  Repräsentation  derResolventeii 
algebraischer  Gleichungen. 

;Math.  Annulcii,  Er1.  4  (1871).] 

Die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  wird  in  schönster 
Weise  durch  eine  Anzahl  besonderer  geometrischer  Beispiele  ilhistriert;  ich 
erinnere  nnr ')  an  das  Problem  der  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung, 
an  die  28  Doppeltangenten  der  Kurven  vierter  Ordnung,  an  die  27  Linien 
auf  den  Flächen  dritten  Grades  usw.,  dann  aber  namentlich  auch  an  die 
Kreisteilung  ^). 

Der  hohe  Nutzen  dieser  Beispiele  liegt  darin,  daß  sie  die  an  und  für 
sich  so  eigenartig  abstrakten  Vorstellungen  der  Substitutionstheorie  in  an- 
schaulicher Weise  dem  Auge  vorführen.  Sie  beziehen  sich  zumeist  auf 
Gleichungen  von  sehr  partikulärem  Charakter,  zwischen  deren  Wurzeln  be- 
sondere Gruppierungen  statthaben,  und  lassen  also  übersehen,  wieso  der- 
artige besondere  Gleichungen  auftreten  können.  Ich  will  mm  im  folgenden 
auf  eine  Methode  aufmerksam  machen,  vermöge  deren  man  ein  geome- 
trisches Bild  für  die  allgemeinen  Gleichungen  eines  beliebigen  Grades  er- 
hält, insbesondere  für  diejenigen  Gruppierungen  der  Wurzeln  einer  solchen 
Gleichung,  wie  man  sie  zur  Aufstellung  der  Eesolventen  gebraucht.  Diese 
Methode  benutzt  als  Bild  für  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  n  Elemente 
des  Raumes  von  (m  —  2)  Dimensionen  und  ersetzt  die  Vertauschungen  der 
Wurzeln  unter  sich  durch  diejenigen  linearen  Transformationen  des  ge- 
nannten Raumes,  durch  welche  die  n  gegebenen  Elemente  in  sich  über- 
geführt werden.  Vermöge  dieser  Repräsentation  wird  die  Theorie  der 
Gleichungen  n-ten  Grades  in  einen  merkwürdigen  Zxiaammenhang  gebracht 
mit  der  Theorie  der  Kovarianten  von  n  Elementen  eines  Raumes  von 
n  —  2  Dimensionen,  so  zwar,  daß  jede  der  beiden  Theorien  geradezu  als 
ein  Bild  der  anderen  augesehen  werden  kann.  —  Das  Wesentliche  an  dieser 


•■}  Vgl,  Camille  Jordau.     Trait^  des  Subätitutions.     Paris  1870,  S.  301  ff. 
*)  [Als  Kceisteiluiigsgleicliung  wird   hier,   im   Gegeoeatz    zu    der   sonst  übliolien 
Ansdrucksweise,   irgendeine  „reine"  GJeiciiuug  x"  =  Ä  bezeichnet,  wobei  Ä  als  Paia- 

meter  und  die  Einliejfcs Wurzel  E  =  e   "    als  adjungiert.  gilt,     K,: 
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Vorstellungs weise  ist,  daß  die  Vertauschmigeii  der  n  Wurzeln  unter  sich 
im  geometrischen  Bilde  ersetzt  werden  durch  lineare  Transformationen  eines 
kontinuierlichen  Raumes.  Auch  Gleichungen  von  partikulärer  Art  kann 
man  in  ähnlicher  Weise  geometrisch  versinnlichen,  wobei  dann  nicht  mehr 
alle,  sondern  nur  die  charakteristischen  Vertauschungen  ihrer  Wurzeln  im 
Bilde  als  lineare  Raumtransformationen  erscheinen.  Ich  beschränke  mich 
im  folgenden  darauf,  zu  zeigen,  daß  eben  dieser  Charakter  des  geometrischen 
Bildes  sich  bei  den  Wendepunkten  der  Kurven  dritter  Ordnung  und  bei 
den  Kreiateilungsgleichungen  vorfindet.  —  Weiterhin  will  ich  dann  noch 
für  die  allgemeinen  Grleichungen'sechsten  Grades  eine  auf  denselben  Prinzipien 
begründete  Repräsentation  geben,  welche  der  Liniengeometrie  entnommen 
ist,  und  durch  welche  man  ein  in  sich  geschlossenes  System  von  360  linearen 
und  360  reziproken  Umformungen  des  Baumes  von  drei  Dimensionen  kennen 
lernt.  Dabei  tritt  insbesondere  auch  die  bekannte  Resolvente  sechsten  Grades 
solcher  Gleichungen  in  Evidenz,  weiche  der  besonderen*)  Gruppe  von 
120  Substitutionen  entspricht,  die  sich  bei  sechs  Elementen  aufstellen  läßt 
und  nicht  mit  den  120  Sttbstitutionen  von  fünf  Elementen  identisch  ist. 
Die  nächste  Veranlassung  zu  den  hiermit  angedeuteten  Dingen  sind 
mir  die  geometrischen  Betrachtungen  gewesen,  die  Herr  Clebsch  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  S.  284  ff.  behirfs  Diskussion  der  Gleichungen 
fünften  Grades  angewandt  hat,  und  welche  mir  derselbe  in  wiederholten 
persönlichen  ünterhaltimgen  mitzuteilen  die  Güte  hatte.  Auf  der  anderen 
Seite  stehen  dieselben  im  engsten  Zusanimenhange  mit  den  Betrachtungen 
über  lineare  Transformationen  geometrischer  Gebilde  in  sich  selbst,  wie 
dieselben  von  Herrn  Lie  und  mir  in  dem  Aufsatze:  „Über  diejenigen 
ebenen  Kurven,  welche  durch  ein  geschlossenes  System  von  einfach  unend- 
lich vielen  vertauschbaren  linearen  Transformationen  in  sich  übergehen" 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871)  [vgl.  Äbh.  XXVI  in  Bd.  1  dieser  Auf- 
gabe] auseinandergesetzt  worden  sind. 


Geometrische  Repräsentation  für  die  Gleichungen  «-tcn  Grades. 

Es  seien  n  Elemente  [oder  n  ebene  Mannigfaltigkeiten  von  {n  —  3) 
Dimensionen)  des  Raumes  von  {n  ~  2)  Dimensionen  gegeben.  Dieselben 
gehen  durch  ein  geschlossenes  System*)  von  n .' linearen  Transformationen 
des  betreffenden  Raumes  in  sich  uher. 

^1  Vgl.  Serret.  Traitfe  d'Algöbre  Sup^irioure,  Deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1868, 
Bd   II    S   250 

'1  fnter  emeui  geschlossenen  Systeme  von  Transformationen  soll  hier,  wie  dies 
bereits  jn  der  zitierten  Arbeit  von  Herrn  Lie  und  mir  geschehen  ist,  ein  System  ver- 
standen werden,  dessen  Transformationen  miteinander  kombiniert  immer  wieder  Trans- 
formationen des  Systems  ergeben  [also,  nach  moderner  Terminologie,  eine  Gruppel 
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Man  kann  nämlich  allgemein  durch  eine  lineare  Transformation  eines 
solchen  Raumes  n  Elemente  desselben  in  n  beliebige  überführen;  es  ist 
andererseits  die  Transformation  vollkommen  bestimmt,  wenn  n  voneinander 
unabhängige  entsprechende  Elementenpaare  gegeben  sind.  Insbesondere 
kann  man  nmi  n  Elemente  mit  ihren  n  entsprechenden  in  beliebiger  Reihen- 
folge zusammenfallen  lassen.  Es  gibt  hiernach  ao  viele  lineare  Trans- 
formationen des  Raumes,  durch  die  beliebig  gewählte  n  Elemente  in  sich 
übergeführt  werden,  als  es  Permutationen  von  n  Dingen  gibt,  also  n!. 
Diese  Transformationen  bilden  ein  geschlossenes  System,  da  beliebig  viele 
von  ihnen  miteinander  kombiniert  wieder  eine  lineare  Transformation  er- 
geben, durch  welche  die  Gesamtheit  der  n  Elemente  ungeändert  bleibt, 
die  also  selbst  dem  gegebenen  Systeme  angehört. 

Ein  Beispiel  bilden:  3  Punkte  einer  Geraden,  welche  durch  6,  4  Punkte 
einer  Ebene,  welche  durch  24,  5  Punkte  des  Raumes,  welcic  durch  120 
lineare  Transformationen  ihrer  bezüglichen  Träger  in  sich  übergehen. 

Auf  ein  beliebiges  Element  des  Raumes  von  [n  —  2)  Dimensionen 
denke  ich  mir  nun  die  n!  Transformationen  angewandt,  welche  die  n  ge- 
gebenen Elemente  untereinander  vertauschen.  Dasselbe  nimmt  dann  im 
allgemeinen  n!  verschiedene  Lagen  an.  Das  System  der  somit  erzeugtenn! 
Elemente  ist  das  Bild  der  Oaloisschen  Besolvente  der  durch  die  n  ge- 
gebenen Elemente  vorgestellten  Gleichungen  n-ten  Grades. 

Für  besondere  Annahmen  des  beliebigen  Elementes  können  die  nf 
Elemente,  welche  aus  ihm  hervorgehen,  zu  mehreren  jedesmal  zusammen- 
fallen. Die  Galoissche  Resolvente  wird  dann  eine  Potenz  eines  Ausdrucks, 
der  als  eine  besondere  Resolvente  bezeichnet  wird. 

Als  Bild  jeder  besonderen  Resolvente  erscheinen  also  diejenigen  Ele- 
mentengruppen, welche  mehrfach  zählend  in  den  allgemeinen  Gruppen 
von  n/  Elementen  enthalten  sind. 

Diese  geometrischen  Definitionen  sind  einer  analytischen  Einkleidung 
fähig,  welche  die  vollkommene  Identität  derselben  mit  den  gewöhnlichen 
Definitionen  der  Substitutionstheorie  klar  darlegt.  Die  «.gegebenen  Elemente 
mögen  durch  ihre  Gleichungen  vorgestellt  sein: 

p  =  0,     q=0,     r  =  0,... 
Zwischen  den  linearen  Ausdrücken  p,  g,r  .. .  besteht  eine  lineare  identische 
Gleichung.    Wir  wollen  nun  die  Ausdrücke  p,  q,  r,  . . .  von  vornherein  mit 
soloheu  Konstanten  multipliziert  denken,  daß  die  Identität  die  Form  hat: 

0^p-\-q  +  r-{-... 
unter   dieser  Annahme    sind   die  nf  Transformationen    des  Raumes   dar- 
gestellt, indem  man  die  neuen  p,q,r,  ...  den  früheren  in  beliebiger  Reihen- 
folge  gleichsetzt.     Die  fraglichen  linearen  Transformationen  sind  also   in 
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ganz    gleicher  Weise   bezeichnet,    wie  die   Vertauschungen  von   n  Dingen 
p,q,r,  ... 

Sei  fej^ner  ein  beliebiges  Element  gegeben  [wobei  es  als  unwesentlich 
angesehen  werden  muß,  daß  wir  tms  vorab  auf  Elemente  beschränken,  die 
durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  dargestellt  werden; 
auf  S.  269  ff.  finden  sich  schon  andere  Ansätze] : 
0  -  aji  +  6?  +  er  +  . . . 
Die  n!  Elemente,  die  aus  diesem  durch  die  betr.  Transformationen  hervor- 
gehen, sind  dargestellt  durch  alle  die}enigen  Gleichungen,  welche  aue  der 
vorstehenden  durch  die  Vertauschungen  der  p,q,r, . . .  oder,  was  auf  das- 
selbe herauskommt,  der  a,  6,  c...  abgeleitet  werden  können.  Die  Multi- 
plikation aller  dieser  Gleichimgen  miteinander  ergibt  die  Gleichung  der 
ganzen  Elementengruppe,  die  das  Bild  der  Galoisachen  Kesolvente  ist. 
Besonderen  Werten  von  a,  6,  c,  . . .  entsprechend  kann  dann  diese  Eesolvente 
die  Potenz  eines  niederen  Ausdruckes  werden. 

Wir  wollen  das  Gesagte  durch  das  Beispiel  ?^=4,  also  das  Viereck, 
oder,  was  bequemer  ist,  das  Vierseit  in  der  Ebene^)  illustrieren. 

Die  vier  Seiten  desselben  seien  vorgestellt  durch: 
p  =  0,     ?  =  0,     r  =  0,     5-=0, 
wobei  die  Identität  besteht: 

P  +  S  +  r  +  Ä-O. 
Aus  jeder  beliebig  angenommenen  Geraden: 

af  ^  bq  -\-  er  -^  ds  =^  d 
entsteht  im  allgemeinen  ein  System  von  24  zusammengehörigen.  Dieselben 
kann  man  leicht  in  folgender  Weise  konstruieren.  Die  beliebig  ange- 
nommene Gerade  schneidet  die  vier  Seiten  des  Vierseits  in  vier  Punkten, 
welche  mit  den  jedesmal  auf  einer  solchen  Seite  liegenden  drei  Eckpunkten 
des  Vierseits  ein  gewisses  Doppelverhältnis  bestimmen.  Man  konstruiere 
nun  auf  jeder  Seite  diejenigen  24  Punkte  (von  denen  der  jedesmalige 
Schnittpunkt  einer  ist),  welche  mit  den  drei  auf  der  Seite  liegenden  Eck- 
punkten, die  letzteren  in  beliebiger  Reihenfolge  genommen,  eins  der  vier 
Doppelverhälfcnisse  bilden.  Diese  viermal  24  Punkte  liegen  zu  vier  vier- 
undzwanzigmal  auf  einer  Geraden;  diese  24  Geraden  (von  denen  die  ge- 
gebene eine  ist),  sind  die  gesuchten. 

Geht  die  beliebig  gewählte  Gerade  insbesondere  durch  einen  Eckpunkt 
des  Vierseits,   so  erhält  man,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  zwölf  Gerade,  die 
!  durch  die   Eckpunkte  des  Vierseits  gehen.     In  der  Tat,   wenn 


^}  [Vgl.  Clebach  a.  a.  0., 
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die  gegebene  Gerade  durch  einea  Eckpunkt  geht,  müssen  zwei  der  Koeffi- 
zienten a,  h,  c,  d  einander  gleich  werden.  Die  Galoissche  Reaolvente 
wird  dementsprechend  das  Quadrat  einer  Gleichung  zwölften  Grades. 

Insbesondere  kann  die  gegebene  Gerade  durch  zwei  gegenüberstehende 
Eckpunkte  des  gegebenen  Vierseits  gehen.  Dann  erhält  man  nur  noch 
Systeme  von  drei  Gieraden,  nämlich  die  drei  Diagonalen  des  Vierseits.  Die- 
selben sind  das  Bild  einer  ßesolvente  dritten  Grades,  und  man  wird  auch 
auf  eine  solche  geführt,  wenn  man  die  a,  6,  c,  d  paarweise  gieichnimmt, 
also  etwa,  was  wegen  der  zwischen  den  p,  q,  r,  s  bestehenden  Identität 
gestattet  ist,  a--==h  =  1,  c^d^  —\  wählt. 


Die  Koiariaiitcn  von  n  Elementen  des  Raumes  von  n  —  2  Dimeusioncn. 

Die  Gruppen  von  n!  Elementen,  welche  nach  dem  Vorstehenden  ge- 
gebenen n  Elementen  des  Raumes  von  [n  —  2)  Dimensionen  zugeordnet 
werden,  sind  offenbar  Kovarianten  des  Systems  gegebener  Elemente,  in 
welchen  die  absoluten,  durch  lineare  Transformationen  unveränderlichen 
Zahlenwerte  (Doppelverhältnisse),  durch  welche  das  hinzutretende  Element 
mit  Bezug  auf  die  n  gegebenen  festgelegt  wird,   als  Parameter  fungieren. 

Die  Gleichungen  dieser  Kovarianten  haben  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft. Sie. sind  rational  aus  den  symmetrischen  Funktionen  der  p,  g, 
■r,  . .  .  zusammenset^ar.  Es  geht  das  unmittelbar  aus  der  Entstehung 
dieser  Gleichungen  hervor,  die  wir  erhielten,  indem  wir  in  einer  beliebigen 
linearen  Gleichung  die  j),  j,  r,  , . .  auf  alle  Weisen  vertauschten  und  dann 
die  resultierenden  Gleichungen  zusammen  multiplizierten. 

Es  versteht  sich  dabei  von  selbst,  daß  die  Gleichungen  der  besonderen 
Elementengruppen,  welche,  besonderen  Resolventen  entsprechend,  mehrfach 
zählend  in  den  allgemeinen  Gruppen  enthalten  sind,  in  der  die  Multi- 
plizität  ausdrückenden  Potenz  genommen  werden  müssen,  damit  auch  auf 
sie  diese  Darstellung  Anwendung  finde. 

Andererseits  ist  ersichtlich,  daß  von  den  symmeti'i sehen  Funktionen 
der  p,  q,  r,  ...  eine,  nämlich  ihre  Summe,   entsprechend  der  Identität: 

0=-V--q    i-H--.., 
In  Wegfall  kommt, 

Nun   läßt  sich  leicht  einsehen,   daß  die  bisher  betrachteten  Gruppen 
von   n!  Elementen   die  einzig  denkbaren  Kovarianten  der  gegebenen  n 
Elemente  sind,  welche  von  getrennten  einzelnen  Elementen  gebildet  werden., 
oder  allgemeiner,  daß  jede  Kovariante  der  gegebenen  n  Elemente 
p^O,     j  =  0,  r  =  0,  ... 
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rational  und  ganz  aus  den  {n  —  \)  nicht  verschwindenden  symmetrischen 
Funktionen  der  p,q,r,  . . .  zusammengesetst  ist. 

In  der  Tat,  jede  Kovariante  muß  durch  dieselben  linearen  Trans- 
formationen in  sich  übergehen,  wie  das  ursprüngliche  Gebilde,  Ihre  Glei- 
chung muß  also  durch  die  w .' Vertauschungen  der  p,q,r,  ...  unter  sich 
im  vorliegenden  Falle  ungeändert  bleiben,  muß  sich  also  nach  bekannten 
Sätzen   rational    durch   die  symmetrischen  Funktionen   ausdrücken  lassen. 

Dieses  Raisonnement  bedarf  noch  einer  Ergänzung  in  demselben  Sinne, 
wie  eine  solche  für  die  (mehrfach  zählenden)  Kovarianten  von  weniger  als 
7i/ Elementen  notwendig  war.  Die  Gleichung  der  Kovariante  braucht  näm- 
lich nicht  völlig  bei  den  Vertauschungen  der  p,  g,  r,  . . .  ungeändert  zu 
bleiben,  sondern  es  kann  dabei  ein  Faktor  vortreten.  Dieser  Faktor  kann 
aber  nur  eine  Einheitswurzel  sein,  insofern  die  Wiederholung  einer  be- 
stimmten Vertauschung  endlich  einmal  die  Identität  erzeugt,  und  also  eine 
bestimmte  Potenz  des  Faktors  gleich  der  Einheit  wird.  Die  entsprechende 
Potenz  der  Ko Varianten gleichung  bleibt  dann  bei  den  Vertauschungen  der 
^,  2,  r,  ...  völlig  ungeändert;  sie  ist  es,  die  wir  als  eigentliche  Kovariante 
ansprechen  müssen,  und  die  sich  rational  aus  den  symmetrischen  Funk- 
tionen der  p,g,r.  ...  zusammensetzen  läßt. 

Es  ist  durch  die  letzten  Betrachtungen  die  Theorie  der  Kovarianttn 
von  n  Elementen  im  Räumte  von  in—  2)  Dimensionen  in  engste  Ver- 
bindung gesetzt  mit  der  Theorie  der  Gleichungen  n-ten  Grades. 

Als  Beispiel  der  Anwendbarkeit  solcher  "Überlegungen  für  die  Theorie 
der  Kovarianten  folge  hier  die  aus  ihnen  entspringende  Behandlung  des 
einfachsten  Falles  n^Z,  also  die  Behandlung  der  kuhischen  binären 
Formen. 

Es  sei  eine  kubische  binäre  Form  f  gegeben.  Dieselbe  sei  vorgestellt 
durch  drei  Punkte  einer  geraden  Linie.  So  kann  man  die  gerade  Linie 
durch  sechs  lineare  Transformationen  umformen  (unter  denen  die  Identität 
ist),  durch  welche  die  gegebenen  drei  Punkte  untereinander  vertauscht 
werden.  Durch  dieselben  gruppieren  sich  die  Punkte  der  Geraden  zu  sechs 
zusammen.  Diese  Gruppen  von  je  sechs  Punkten  sind  Kovarianten  der 
gegebenen  kubischen  Form;  andere  Kovarianten  gibt  es  nicht,  in  dem 
Sinne,  daß  jede  Kovariante  sich  in  eine  Anzahl  solcher  Gruppen  von  sechs 
Punkten  auflösen  muß. 

Es  ist  nun  leicht,  sich  von  dem  geometrischen  Charakter  dieser  Punkt- 
gruppen Rechenschaft  zu  geben,  und  dadurch  erledigt  sich  zugleich  die 
Frage;  ob  etwa  unter  denselben  Potenzen  von  niederen  Gruppen  enthalten 
sind.  Eine  Gruppe  von  sechs  Punkten  enthält  nämlich,  wie  dies  unmittelbar 
aus  der  Erzeugung  folgt,  wie  dies  andererseits  auch  zu  ihrer  Definition 
hinreicht,  solche  sechs  PunHe,  welche  mit  den  gegebenen  drei,  wenn  man 
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deren  Reihenfolge  beliebig  vertauscht,  das  nämliche  Doppel  Verhältnis  bilden, 
oder,  was  dasselbe  ist,  sie  enthält  solche  sechs  Punkte,  die  mit  den  ge- 
gegebenen drei,  die  letzteren  in  fester  Reihenfolge  gedacht,  sechs  zusammen- 
gehörige Doppelverhältnisse  bilden.  Zusammengehörig  heißen  dabei  jedesmal 
diejenigen  sechs  Doppel  Verhältnisse,  welche  bei  veränderter  Reihenfolge  von 
vier  gegebenen  Punkten  auftreten. 

Es  geht  hieraus  hervor,  daß  sich  unter  den  einfach  unendlich  vielen 
Gruppen  von  je  sechs  Punkten,  außer  derjenigen,  welche  doppelt  zählend 
durch  /■=  0  selbst  vorgestellt  wird,  zwei  ausgezeichnete  finden  werden, 
entsprechend  einem  harmonischen  und  einem  äquianharmonischen  Ver- 
hältnisse. 

Die  Gruppe  der  harmonisch  liegenden  Punkte  besteht  aus  drei  doppelt 
zählenden  Punkten.  Dieselben  bilden  dieKovariante  dritten  Grades,  weichein 
der  Theorie  der  binären  kubischen  Formen  gewöhnlich  mit  Q  bezeichnet  wird. 

Die  Gruppe  der  äquianharmonisch  liegenden  Punkte  umfaßt  nur  zwei 
dreifach  zählende  Punkte.  Dieselben  konstituieren  die  quadratische  Ko- 
variante  A  der  gewöhnlichen  Theorie. 

Recht  anschaulich  hat  man  die  gegenseitige  Beziehung  der  Formen 
f,  6,  A,  wenn  man  sie  nicht  als  Punkte  einer  Geraden,  sondern  als  Strahlen 
eines  Büschels  interpretiert  und  dabei  die  beiden  Strahlen  Ä  :=  0  nach  den 
imaginären  Kreispunkten  der  unendlich  fernen  Geraden  hingehen  läßt. 
f^O  wird  sodann  von  drei  Strahlen  gebildet,  welche  miteinander  gleiche 
Winkel  =  |  ß  einschließen.  0  =  0  umfaßt  die  Halbierungslinien  der  von 
diesen  drei  Strahlen  gebildeten  Winkel,  Endlich  jede  sechselementige 
Gruppe  besteht  aus  solchen  sechs  Stoahlen,  welche  mit  den  Elementen 
von  f^O  Winkel  ^=  ±  ip  einschließen,  wo  <p  irgendeine  Neigung  be- 
zeichnet. Die  linearen  Transformationen,  durch  welche  f^O  und  also 
auch  Q  =  0  und  A  =  0,  sowie  jede  sechselementige  Gruppe  in  sich  über- 
gehen, bestehen  einmal  in  Rotationen  des  Stiahlbüschels  in  seiner  Ebene 
um  jedesmal  |fi,  sodann  in  einer  Rotation  des  Strahlbüschels  um  ein  Ele- 
ment von  f^=0  um  2S,  durch  welche  die  Ebene  des  Büschels  umgelegt 
wird. 

Unter  Zugrundelegung  der  Faktoren  von  A  als  Variabein  übersieht 
man  nun  leicht,  daß  sich  jede  sechselementige  Gruppe  aus  zwei  solchen 
linear  und  homogen  zusammensetzt.  Man  hat  daher  zwischen  je  drei  sechs- 
elementigen  Gruppen  eine  homogene  lineare  Gleichung.  Insbesondere  wird 
eine  solche  Gleichung  zwischen  f  ,  Q  ,  A    existieren,  etwa: 

Es  ist  bekannt,  wie  auf  einer  Identität  dieser  Form  die  Auflösung  der 
kubischen  Gleichungen  beruht. 
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Wie  vorstehend  die  Theorie  der  Kovarianten  dreier  Punkte  der  Ge- 
raden aus  der  Betrachtung  der  Vertauschung  von  drei  Elementen  unter 
sich  abgeleitet  wurde,  so  wird  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  die  Kovarianten 
des  Vierseits  in  der  Ebene,  des  Pentaeders  im  Räume  u.  s,  w.  f.  behandeln 
können.  Hierzu  eine  Bemerkung,  die  partikulär  für  das  Pentaeder  aus- 
gesprochen werden  soll,  aber  die  ganz  geradeso  auf  den  allgemeinen  Fall 
Anwendung  findet.  Als  Besolvente  der  Gleichung  fünften  Grades,  welche 
durch  ein  Pentaeder  im  Räume  repräsentiert  wird,  kann  nicht  nur  ein 
i  von  120  zusammengehörigen  Ebenen  oder  Punkten,  sondern  über- 

;  von  120  zusammengehörigen  (d.  h.  aus  einem  durch  Anwendung  der 
Transformationen  hervorgehenden)  geometrischen  Gebilde,  Kurven,  Flächen 
usw.  gelten.  Wenn  nun  auf  einer  kovarianten  Fläche  des  Pentaeders  etwa 
eine  endliche  Anzahl  besonderer  Kurven  aufliegt,  so  werden  sich  dieselben 
immer  zu  solchen  Eesolventen  zusammengruppieren;  was  man  auch  so  aus- 
sprechen kann:  alle  Gleickurigen,  zu  denen  kovariante  Flächen  des  Pen- 
taeders Anlaß  geben  können,  lassen  sich  in  solche  zerlegen,  welche  Resol- 
venten der  einen  Gleichung  fünften  Grades  sind. 

Ein  Beispiel  ist  das  folgende.  Es  seien  die  fünf  Pentaederebenen: 
p  =  0,     g  =  0,     r==0,     s^O,     (  =  0, 

und  sei,  wie  immer: 

p-\-q-i-r-\-s-\-t  =  0. 

So  gibt  es  eine  kovariante  Fläche  dritten  Grades"); 
P*  +  2*  +  ''^  +  «^  +  '^  =  0. 
Die  27  Geraden  dieser  Fläche  zerfallen,  wie  dies  auch  HerrClebsch  a.a.O. 
nachgewiesen  hat,  in  zwei  Gruppen,  in  eine  von  15  (dieselben  zählen  als 
Glieder  einer   Galoisschcn   Eeaolvente    achtmal),    imd    in    eine    von    12 
(welche  zehnmal  aälilen). 


Di«  Gleichung  lür  die  Wendepunkte  der  Kurven  dvitter  Ordnung. 
Die  Kreisteilung. 

Es  ist  bereits  im  Eingange  hervorgehoben  worden,  daß  das  Wesent- 
liche an  der  im  vorstehenden  vorgetragenen  Repräsentation  für  die  Glei- 
chungen n-ten  Grades  das  ist,  daß  die  Verta^schungen  der  Wurzeln  unter 
sich  im  Bilde  durch  lineare  Transformationen  des  Baumes  ersetzt  werden 
können.  Ich  will  jetzt  zeigen,  daß  die  Darstellung,  welche  gewisse  Glei- 
chungen neunten  Grades  durch  die  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ord- 

*)  Auf  die  Eigenschaft  dieser  Flächen,  durch  lineare  Transformationen  in  sieh 
überzugehen,  bin  ich  zuerst  durch  Herrn  Lie  aufmerksam  gemacht  worden. 
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niiag  finden,  einen  ähnlichen  Chai'akter  besitzt.  Dasselbe  gilt  für  die 
Kreisteihingsgleichiuigen.  Es  tritt  nur  in  beiden  Fällen  der  Umstand  modifi- 
zierend hinzu,  daß  die  geometrisch  repräsentierten  Gleichungen  nicht  mehr 
die  allgemeinen  ihres  Grades  sind,  sondern  daß  unter  ihren  Wurzeln  Grup- 
pierungen stattfinden.  Entsprechend  finden  in  dem  geometrischen  Bilde 
nicht  mehr  alle  Vertauschungen  der  Wurzeln  ihre  Darstellung  durch  lineare 
Transformationen,  sondern  nur  gewisse,  mit  den  Gruppierungen  der  Wurzeln 
eng  verknüpfte. 

Was  zunächst  die  Gleichung  der  Wendepunkte  betrifft,  so  ist  leicht 
zu  sehen,  daß  eine  allgemeine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  und  insbe- 
sondere ihre  Wendepunkte  durch  18  lineare  Transformationen  in  sich 
ühergehen.  Man  überzeugt  sich  davon  am  einfachsten,  wenn  man  von  der 
kanonischen  Gleiehungsform  der  auf  ein  Wendepunktsdreieck  bezogenen 
Kurve  ausgeht.     Dieselbe  ist: 

0  =  a{xl  -T- ^t -\- ^t) -\-  bx^x.^x.^. 
Die  betrefEenden  linearen  Transformationen  setzen  sich  zusammen  aus  Ver- 
tauschungen  der  X  unter  sich  und  Multiplizieren  derselben  mit  passenden 
dritten  Wmzeln  der  Einheit. 

Durch  diese  Transformationen  geht  nun  nicht  nur  die  gegebene 
Kurve  f,  sondern  auch  ihre  Hessesche  Determinante  A,  üjberhawpt  jede 
Kurve  des  Buscheis  f-\-lä>  in  sich  über. 

Dadurch,  daß  diese  Transformationen  gleichzeitig  einfach  unendlich 
viele  Kurven  dritter  Ordnung  in  sich  überführen,  ist  dei  Widersinn  ge- 
hoben, der  bei  einer  ersten  Abzahlung  darin  liegt,  daß  eine  allgemeine 
Kurve  dritter  Ordnung,  welche  doch  von  neun  Konstanten  abhangt,  durch 
eine  endliche  Anzahl  linearer  Transformationen,  die  ja  nui  acht  Parameter 
enthalten,  in  sich  übergehen  soll. 

Als  geometrisches  Bild  für  die  Gleichung  neunten  Grades  betrachten 
wir  nun  nicht  die  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  Wendepunlrte  be- 
sitzt, sondern  die  WendepunHe  selbst  und  den  Transjm'mationszylchis, 
durch  welche  diese  untereinander  ver lauscht  werden. 

Jede  Gleichung,  zu  der  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  ohne  daß  dabei 
ein  fremdes  Element  benutzt  wird,  Veranlassung  geben  kann,  muß  sich  in 
Resolventen  der  Wendepunktsgleichung  zerlegen  lassen.  Man  suche  z.  B. 
nach  solchen  Dreiecken,  deren  Seiten  die  O^  jedesmal  in  einer  Ecke  be- 
rühren. Die  Darstellung  der  C^  durch  elliptische  Funktionen  zeigt  sofort, 
daß  es  24  solcher  Dreiecke  gibt.  Die  Auffindung  derselben  kommt  näm- 
lich auf  Neunteilung  der  elliptischen  Funktionen  heraus;  von  den  81  durch 
dieselbe  gelieferten  Werten  beziehen  sich  neun  auf  die  Wendepunkte  selbst 
und  die  72  übrigen  ergeben  zu  drei  jedesmal  dasselbe  Dreieck.    Nun  aber 
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schreibt  aich  die  C^  mit  Bezug  auf  ein  solches  Dreieck  als  Fundamental- 
dreicck  folgendermaßen: 

0  =  a{x^xl  -\-  x^xl  -^x^x^)  -\-hx^x^x^. 
Wenn  man  a;^,  a:.^,  x^  zyklisch  vertauscht,  bleibt  diese  Gleichung  und  da.'^ 
Dreieck  ungeändert.  Diesen  Vertauschungen  entsprechen  lineare  Trans- 
formationen, welche  in  den  obengenannten  18  enthalten  sind;  denn  nur 
diese  besitzen  die  Eigenschaft,  die  C^  in  sich  überzuführen.  Das  Dreieck 
bleibt  also  ungeändert  durch  drei  der  18  Transformationen,  durch  welche 
die  Cg  in  sich  übergeht.  Jedesmal  sechs  Dreiecke  bilden  also  eine  unver- 
änderliche Gruppe,  eine  Eesolvente  der  Wendepunktsgieichung.  Die  Auf- 
lösimg der  Gleichung  24-ten  Grades,  welche  die  Dreiecke  bestimmt,  verlangt 
zunächst  die  Lösung  einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  zur  Bestimmung 
der  Gruppen  von  je  sechs  zusammengehörigen  Dreiecken,  sodann  nur  noch 
die  Lösung  der  Wendepunktsgleichung.  —  Mau  kommt  natürlich  auf  das- 
selbe Resultat,  wenn  man  die  Neunteilung  der  elliptischen  Funktionen  be- 
handelt. — 

Hierzu  noch  die  beiläufige  Bemerkung,  daß  mit  den  18  hier  be- 
trachteten lineai-en  Transformationen  eng  verbunden  sind  18  reziproke 
Transformationen.  Dieselben  erhält  man  aus  den  18  linearen,  unter  x^,  u- 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  mit  Bezug  auf  ein  Wendepunktsdreieck  ver- 
standen, wenn  man  die  x^  mit  den  u^  vertauscht.  An  Stelle  der  Wende- 
punkte treten  dann  deren  harmonische  Polaren,  an  Stelle  des  Büschels  f  -j-  ^  A 
das  Büschel  der  die  Polaren  berührenden  Kurven  dritter  Klasse  usw.  Bei 
diesem  Gesichtspunkte  erscheint  die  Untersuchung  der  18  linearen  und 
18  reziproken  Transformationen  als  Hauptproblem;  dabei  erledigt  sich  denn 
nebenher  die  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung  oder  di'itter  Klasse  und 
deren  wechselseitige  Zusammengehörigkeit. 

Was  die  Kreisteilungsgleichungen  oder  die  projektivischen  Verall- 
gemeinerungen derselben,  die  Gleichungen  der  zyklischen  Projektivität''). 
angeht,  so  übersieht  man  sofort,  wieso  bei  ihnen  die  charakteristischen 
Vertauschungen  der  Wurzeln  im  geometrischen  Bilde  durch  lineare  Trans- 
formationen (Rotationen  der  Ebene  um  den  Mittelpunkt  des  Kreises)  er- 
setzt werden  können. 

IV. 
Geometrische  Repräsentation  der  allgemeinen  Oleicliuiig  secliston  Crades. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Erörterung  der  besonderen  geometrischen 
Repräsentation,  welche  man  füi'  die  Gleichungen -sechsten  Grades  aufstellen 
kann.     Dieselbe  stellt  die  Wurzeln  der  Gleichung   durch  sechs  paarweise 

')  Clebsch  im  Crellesshen  Journal,  Bd.  63  {1363/64),  8.  läO. 
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in  Involution  liegende  lineare  Komplexe  dar;  den  Vertausckungen  der- 
selben imter  sich  entsprechen  lineare  Umformungen  des  Punktraumes. 
Die  dabei  in  Betracht  kommenden  geometriaclien  Dinge  sind  großen- 
teils dieselben,  welche  ich  in  dem  Aufsätze:  „Zur  Theorie  der  Linien- 
komplexe des  ersten  und  zweiten  Grades"  in  den  Math.  Ännalen,  Bd.  2 
(1870)  [vgl.  Abh.  II  in  Band  1  dieser  Ausgabe]  auseinandergesetzt  habe. 
Gemäß  den  dortigen  Erörterungen  besteht  zwischen  sechs  linearen  Komplexen : 

iCj  =0,  x^  =  0,  ...,  x„  =  0, 
welche   paarweise    miteinander   in   Involution  liegen   (vgl.   den   genannten 
Aufsatz),  eine  identische  Gleichung  von  der  Form: 

Nun  benutze  ich  ferner  einen  Satz  der  Liniengeometrie,  den  ich  unter  einer 
etwas  weniger  allgemeinen  Form  in  meiner  Inauguraldissertation^)  ausge- 
sprochen habe.     Derselbe  lautet  folgendermaßen: 

Es  mögen  der  Koordinatenbestimmung  der  geraden  Linie  sechs  be- 
liebige lineare  Komplexe  zugrunde  gelegt  sein;  dieselben  werden  eine 
identische  Gleichung  zweiten  Grades  befriedigen: 

Ä  =  0. 
Einer  kollinearen  oder  reziproken  Umformung  des  Raumes  entspricht 
eine  lineare  Transformation  der  Linienhoojdinaten  hei  iidcher  R  in  ein 
Multiplum  seiner  selbst  übergeht.  Umgekeht  setzt  man  statt  der  Linien- 
koordinaten solche  lineare  Ausdrücke,  daß  R  dadurch  in  ein,  Multiplum 
seiner  selbst  übergeführt  wird,  so  eTdsprtcht  dein  emt  kollineare  oder 
reziproke  Umformung  des  Baumes. 

In  dem  hier  vorliegenden  Falle  wird  nun  duich  eme  Vertauschung 
der  X  untereinander  die  Identität,  welche  zwischen  denselben  besteht,  in 
ihrer  Form  nicht  geändert.  Jeder  Vertauschung  der  %  entspricht  also  eine 
kollineare  oder  reziproke  Umformung  des  Raumes  und  zwar  ist  es  eine 
kollineare  oder  eine  reziproke,  je  nachdem  die  Vertau'ichnng  der  x  aus  einer 
geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  Transpositionen  zusammengesetzt  ist. 

Die  720  Vertauschungen  der  sechs  Komplexe  ^  unte}  einander  oder 
die  mit  denselben  gleichbedeutenden  360  kolhneaten  und  360  reziproken 
Umformungen  des  Raumes  gruppieren  emeisetts  jtdesjnal  720  Linien, 
andererseits  je  360  Punkte  und  $60  Ebenen  zubatnnien  jede  solche  Gruppe 
ist  ein  Bild  der  Oaloisschen  Resolvente  de)  duidt  die  e-ch'^  Komplexe 
vorgestellten  Gleichung  sechsten  Grades. 

*)  „Über  die  Transformation  der 
zwiectien  Linienlsoordinaten  auf  eine 
[Vgl.  Abh.  I  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe.] 
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Es  ist  hier  nicht  meine  Absicht,  diese  Gruppen  näher  zu  untersuchen, 
was  übrigens  im  Anschlüsse  an  die  Linien-Koordinatenbestimmung  sehr 
leicht  ist;  ich  will  hier  nur  darauf  hinweisen,  wie  die  Systeme  von  ge- 
raden Linien,  welche  bezüglich  2,  3,  4  der  Komplexe  gemeinaam  sind 
[vgl.  die  zitierte  Abh.  II],  Beispiele  für  besondere  Resolventen  bilden. 
Je  zwei  der  sechs  gegebenen  Komplexe  haben  eine  Kongruenz  gemein 
und  diese  besitzt  zwei  Direktriaen,  Es  gibt  —^  =  15  derartiger  Direktrizen- 
paare.  Diese  Direktrizenpaare  sind  zugleich  diejenigen  Linienpaare,  welche 
den  vier  übrigen  Komplexen  jedesmal  gemeinsam  sind. 

Bit  15  Direktrizenpaare  sind  das  Bild  einer  Resolvente  fünfzehnten 
■Grades. 

Die  15  Direktrizenpaare  bilden  nun  die  Kanten  von  15  Tetraedei-n 
(dementsprechend,  daß  man  sechs  Elemente  auf  15  Weisen  in  drei  Gruppen 
von  zwei  teilen  kann). 

Diese  15  Tetraeder  stdlen  eine  zweite  Eesolvenie  fünfzehnten  örades  dar. 
Aus  den  15  Tetraedern   nun  kann  man  auf  sechs  Weisen  solche  fünf 
aussuchen,  die  zusammen  alle  30  Direktrizen  za  Kanten  haben 

Diese  Gruppen  von  fünf  Tetraedern  repräsentien  en  eme  Reaohente 
■des  sechsten  Grades. 

Es  ist  dies  die  schon  im  Eingange  erwähnte  von  dei  gegplienen  Glei 
chung  verschiedene  Resolvente  des  sechsten  Grades. 

Je  drei  der  gegebenen  sechs  Komplexe  haben  die  Linien  einer  Et 
Zeugung  eines  Hyperboloids  gemein,  während  die  Lmien  dei  andeien  Er 
Zeugung  desselben  Hyperboloids  den  übrigen  drei  Komplexen  angehören 
Es  gibt  zehn  derartige  Hyperboloide,  entsprechend  den  zehn  Möglichkeiten 
sechs  Dinge  in  zwei  Gruppen  von  drei  zu  teilen. 

Die  Hyperboloide  bilden  eine  Resolvente  des  zehnten  Grades. 
Ich  will  dabei  ausdrücklich  hervorheben,  daß  die  Gleichung  sechzehnten 
'Grades,  von  der  die  Bestimmung  der  Singularitäten  der  Kummerschen 
Fläche  vierten  Grades  mit  16  Knotenpunkten  abhängt")  und  die,  wie  ich 
a.  a.  0.  gezeigt  habe,  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  einem  System  von 
sechs  linearen  Komplexen  der  hier  betrachteten  Art  steht,  keine  Resolvente 
der  durch  die  Komplexe  repräsentierten  Gleichung  sechsten  Grades  ist. 
Vielmehr  ist  ihre  Beziehung  zu  der  Gleichung  sechsten  Grades  derartig, 
daß  man  ibre  16  Wurzeln  durch  das  Symbol 

{a^x^  +  a.^x.-^  +  -  -  -  ±  o„a;^)^ 

")  Daß  die  AuÜÖsnng  dieäor  Gleichung  nur  die  Lüsung  eitiei'  aügomeinen  Glei- 
chung sechsten  Grades  und  mehrerer  quadratischer  verJangt,  hat  zuerst  Herr  Camille 
Jordan  in  der  Abhandlung  „Sur  une  ^quation  du  16*nie  degr6"  (Grelles  Journal, 
Bd.  70  (1869)  naehge    ■ 
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darstellen  kann,  wo  die  Vorzeichen  der  a  nur  so  genommen  werden  sollen, 
daß  die  Zahl  der  gleichen  Vorzeichen  immer  eine  gerade  ist^"). 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  darauf  hinweisen,  wie  die  hier  vorgetragene 
geometrische  Repräsentation  der  Gfleichungen  sechsten  Grades  den  alge- 
braischen Charakter  einiger  der  Aufgaben  übersehen  läßt,  die  in  dem  allge- 
meinen Probleme  enthalten  sind:  diejenigen  rationalen  Umformungen 
anzugeben,  durch  welche  eine  allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades  in 
eine  andere  ■übergeführt  wird,  welche  eine  bestimmte  Invarianteneigen- 
schaft  besitzt.  Eine  Methode  zur  Behandlung  dieses  Problems  ist  aller- 
dings bereits  von  Herrn  Clebsch  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4,  8.  289 
bis  290  nicht  nur  für  die  Gleichungen  des  sechsten  Grades,  sondern  für 
die  eines  beliebigen  Grades  angedeutet;  es  ist  aber  vielleicht  immer  inter- 
essant, zu  sehen,  wie  sich  diese  Dinge  bei  der  hier  angewandten  geome- 
trischen Repräsentation  stellen. 

Den  sechs  Komplexen  x  entsprechen  in  einer  beliebigen  Ebene  des 
Raumes  sechs  Punkte,  welche  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  [vgl.  die 
zitierte  Abh.  II].  Diese  sechs  Punkte  sollen  die  gegebene  Gleichung  sechsten 
Grades  vorstellen.  Gibt  man  der  Ebene  nun  irgendeine  andere  Lage,  so 
geht  die  gegebene  Gleichung  sechsten  Grades  durch  rationale  Substitution 
in  eine  andere  über.  Insbesondere  kann  man  der  Ebene  solche  Lagen 
geben,   daß   die  Gleichung  ausgezeichnete  Invarianteneigenschaften   erhält. 

Legt  man  z-  B.  die  Ebene  durch  einen  der  vier  Eckpunkte  der  eben 
erwähnten  15  Tetraeder  hindurch,  so  verschwindet  für  die  resultierende 
Gleichung  die  Invariante  R;  die  sechs  entsprechenden  Punkte  bilden  eine 
Involution. 

Fällt  die  Ebene  in  eine  der  60  Seitenflächen  der  15  Tetraeder,  so 
rücken  die  sechs  Punkte  in  ihr  in  drei  doppelt  zählende  Punkt«  zusammen. 

Berührt  endlich  etwa  die  Ebene  eins  der  zehn  eben  genannten  Hyper- 
boloide, so  zerfällt  der  Kegelschnitt,  der  die  sechs  Punkte  enthält,  in  zwei 
Gerade,  auf  deren  jeder  drei  Punkte  liegen.  Die  Gleichung  sechsten  Grades 
ist  also  dann  durch  eine  quadratische  Gleichung  and  zwei  kubische  lösbar. 

Göttingen,  im  Mai  1871. 


I  Zu  dieser  Gleiehung  sechzehnten  I.  rades  'Jteht  eine  zweite  lon  dem'.fllbpft 
Oiade  111  naliei  Beziehung  diejenige  nelche  die  Ib  Geraden  einer  f^  mit  Doppel 
kegeleohnitt  bestimmt  (oder  aueh  die  Ih  Geraden  emer  /j  die  e  nen  festen  Kegel 
•fchrntt  derselben  treffen)  Die  letztere  Gleichung  verlangt  z«  ihier  I  oRung  nur  eme 
Gleichung  fünften  Grades  und  mehrere  quadratisohe  DieB«'lbe  ist  aufzutiRieii  als  eine 
der  im  Texte  betrachteten  Gieiohungen  seohzehnten  Grades  bei  welcher  man  eme 
Wurzel  dei  zu  losenden  Gleichung  sechsten  Grades  adjungiert  hat 
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LI.  Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  selbst 

'Math,  Anaaleii,  Bd.  9  (1875/76)-] 

Die  nachstehenden  Untersuchungen  sind  aus  dem  Streben  hervorge- 
gangen, die  geometrische  Interpretation  von  x  -\-  iy  auf  der  Kugelfläche 
für  die  Theorie  der  binären  Formen  zu  verwetten.  In  dieser  Absieht 
machte  ich  bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit^)  auf  die  enge  Beziehung 
aufmerksam,  welche  zwischen  der  gemeinten  Interpretation  und  der  projek- 
tivisohen  Maßgeometrie  besteht,  welche  man  auf  die  Kugel  (wie  auf  jede 
Fläche  zweiten  Gradea)  gründen  kann.  Einer  linearen  Transformation  von 
X  -\-  iy  entspricht  geradezu,  im  Sinne  dieser  Maßgeometrie,  eine  reelle  Be- 
wegung des  Raumes,  wie  auch  umgekehrt,  so  daß  jede  Konstruktion  auf 
der  Kugelfläche,  welche  für  die  Invarianten theorie  von  x-\-iy  Bedeutung 
hat,  sofort  maßgeometrische  Verwertung  findet,  und  umgekehrt  jedes  maß- 
geometrisohe  Theorem  einen  Beitrag  für  die  Invarianten  theorie  liefert.  Ich 
habe  bereite  damals  angegeben,  welche  anaohauiiche  Interpretation  man  auf 
Grund  solcher  Betrachtungen  für  das  Formensystem  einer  binären  kubischen 
und  biquadratisehen  Form  entwickeln  kann;  später^)  veröffentlichte  ich 
eine  auf  diesen  Prinzipien  beruhende  "Übertragung  des  Pascalsehen  Satzes 
auf  den  Raum.  Es  hat  dann  Herr  Wedekind  diese  Untersuchungen  nach 
verschiedenen  Eichtungen  in  seiner  Inauguraldissertation')  weitergeführt 
[vgl.  den  Auszug  in  Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875/76)],  Es  sei  auf  diese 
Arbeit  namentlich  auch  mit  Rücksicht  auf  den  erforderlichen  Literatur- 
nachweis, der  hier  zu  weit  führea  würde  (Untersuchungen  von  Möbius 
Beltrami  u.  a.),  verwiesen. 

Die  spezielle  Aufgabe,  welche  ich  weiterhin  in  Angriff  nahm,  knüpfte 
an  den  Umstand  an,  daß  bei  gewöhnlicher  Maßbestimmung  ein  lange  er- 

^)  Vergleioliende  Betraclitungen  filier  neuere  geometrisohe  Foraohungea,  Erlangen 
1873.  ProgrammBchrift  [ala  Abh.  XXVII  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe  abgedruckt. 
Siehe  besonders  §  6  und  Note  VII]. 

^)  Sitzuögaberichte  der  Erlanger  phya.-med.  Geaellschaft.  Nov.  1873  [als  Abh. 
XXIV  io  Bd.  1  dioBer  GeeamtauBgabe  abgedruckt), 

')  Erlangen  1874. 
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ledigtea  Problem  ist:  alle  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  zu  kon- 
struieren. Es  acliien  möglich,  für  allgemeine  projektivische  Maßbestimmung 
dasselbe  Problem  zu  lösen  und  damit  also,  was  für  algebraische  Unter- 
suchungen von  Wichtigkeit  sein  muß,  alle  endlichen  Gruppen  linearer 
Transformationen  eines  komplexen  Argumentes  x  +  iy  zu  gewinnen.  Es 
hängt  diese  Bestimmung  auf  daa  genaueste  mit  der  Theorie  der  regulären 
Körper  zusammen,  wie  noch  weiter  unten  gezeigt  werden  soll.  —  Auf 
diese  Weise  gelang  es,  alle  binären  Formen  zu  konstruieren,  welche  lineare 
Transformationen  in  sich  besitzen.  Unter  ihnen  ist  es  eine  vom  zwölften 
Grade,  vorgestellt  durch  die  Ecken  eines  regulären  Ikosaeders,  die  im 
folgenden  besonders  untersucht  werden  soll.  Ich  entwickle  an  ihr,  als 
einem  Beispiel,  wie  man  die  ganze  Theorie  dieser  Formen,  von  der  Kennt- 
nis der  linearen  Transformationen  ausgehend,  welche  dieselben  ungeändert 
lassen,  ohne  alle  komplizierte  Rechnung,  nur  mit  den  Begriffen  der 
Invariantentheorie  operierend,  ableiten  kann.  Die  dabei  verwandte  Schluß- 
weise hat  große  Ähnlichkeit  mit  derjenigen,  welche  Lie  und  ich  in  einer 
gemeinsamen  Arbeit  [„Über  diejenigen  ebenen  Kurven,  welche  durch  ein 
geschlossenes  System  von  einfach  unendlich  vielen  vertauschbaren  linearen 
Transformationen  in  sich  übergehen"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4(1871) 
=^  Abh,  XXVI  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe]  entwickelt  haben;  daß  die- 
selbe hier  an  einem  neuen  Gegenstande  zur  Verwertung  kommt,  scheint 
mir  an  den  folgenden  Untersuchungen  das  Wichtigste  zu  sein. 

Bei  der  nahen  Beziehung,  welche  diese  Dinge  zu  funktionentheoretisehen 
Fragen  haben,  konnte  man  von  vornherein  erwarten,  daß  dieselben  schon 
in  letzterer  Richtung  in  Angriff  genommen  seien.  Inzwischen  habe  ich 
erst  ziemlich  spät  erfahren*),  daß  in  der  Tat  dieselben  Formen,  freilich 
unter  anderen  Gesichtspunkten,  von  Schwarz  betrachtet  worden  sind 
[Grelles  Journal,  Bd;  75  (1872/73)  =--  Ges.  Abhandl.  Bd.  2,  8.  211  ff.: 
"Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gaußsche  hypergeometrische  Reihe 
eine  algebraische  Funktion  ihres  vierten  Elementes  darstellt].  Ich  habe 
gesucht,  im  folgenden  die  mannigfachen  Beziehungspunkte  zu  der  Schwarz- 
sehen Arbeit  möglichst  hervortreten  zu  lassen.  —  Auch  sei  bereits  hier 
einer  merkwürdigen  anderen  Koinzidenz  gedacht.  Die  Formeln,  welche 
weiterhin  für  die  Auflösung  der  Ikosaedergleichung  aufgestellt  werden, 
stimmen,  sofern  man  von  der  Bedeutung  der  auftretenden  Größen  absieht, 
genau  überein  mit  solchen,  die  von  Kronecker,  Hermite  und  be- 
sonders Brioschi  bei  Untersuchungen  über  die  allgemeine  Gleichung  fünften 
Grades  gegeben  worden  sind. 

■')  Vgl.,  was  die  Entatehung  meiner  Unters ucliungen  im  einKcltien  angelit,  zwei 
vorläufige  Mitteilungen,  welche  unter  dem  Titel  „Über  eine  Klasse  binarer  Formen" 
in  den  Erlanger  Sitzungsberichten  vom  13.  Juli  und  14.  Dezember  1874  erschienen  sind. 
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Über  die  Interpietation  ^on  Jc  -\-iy  auf  der  Kug«!. 

Wenn  man  auf  eine  Kuaielflache  eine  projektiv! sehe  Maßbestimmiiiig 
gründet,  so  hat  man  inter  e  ner  leellen  Bewegung"  des  Raumes  eine 
KoUineation  zu  ver<>tehen  bei  der  zwei  reelle  Gerade  fest  bleiben,  die  in 
bezug  auf  die  Kugel  kanjugieite  Polaien  sind,  und  von  denen  daher  die 
eine,  welche  foitm  als  4ch  e  der  Bewegung  bezeichnet  sein  soll,  die  Kugel 
in  reellen  Punkten  schneidet,  während  die  zweite  ganz  außerhalb  verläuft 
(vgl  z.  B.  die  Arbeit  von  Lindemann  in  den  Math,  Annalen,  Bd.  7 
(1873/74),  S.  56fE.).  Die  Bewegung  besteht,  wenn  wir,  wie  weiterhin  fast 
immer  geschehen  soll,  unsere  Aufmerksamkeit  auf  das  Innere  der  Kugel- 
fläche beschränken,  aus  einer  schraubenartigen  Drehung  um  diese  Achse; 
jeder  Punkt  beschreibt  eine  gewundene  Linie  (Loxodrome),  die  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  verläuft,  welche  die  fundamentale  Kugel  in  den 
beiden  Durchschnittspunkten  mit  der  Achse  berührt  (diese  Punkte  sind 
für  die  F^  Umbilici).  Diese  Loxodromen  können  insbesondere  in  Kreise, 
die  schraubenartige  Drehung  in  eine  bloße  Rotation  übergehen,  die  Ebenen 
der  Kreise  werden  dann  die  zur  Achse  konjugierte  Gerade  enthalten. 

Der  einzige  Spezialfall,  der  hinsichtlich  der  Lage  der  Achse  eintreten 
kann,  ist  der,  daß  sie,  statt  die  Kugel  in  getrennten  Punkten  zu  schneiden, 
dieselbe  berührt.  Die  konjugierte  Polare  berührt  dann  die  Kugel  in  dem- 
selben Punkte  und  ist  gegen  die  Achse  (in  gewöhnlichem  Sinne)  senkrecht; 
die  Punkte  des  Raumes  rücken  während  der  Bewegung  auf  Kreisen  fort, 
deren  Ebenen  durch  diese  konjugierte  Polare  hindurchgehen. 

Faßt  man  jetzt  die  Kugel  als  Trägerin  des  Wertgebietes  x  -^-iy  auf, 
so  entspricht  der  allgemeinen  Bewegung  die  allgemeine  lineare  Trans- 
formation von  x^iy,  bei  der  zwei  verschiedene  Werte  von  x-\-iy  un- 
geändert  bleiben;  der  speziellen  Bewegung  entspricht  der  besondere  Fall 
linearer  Transformation,  bei  welchem  die  beiden  festbleibenden  Elemente 
koinzidieren.  Legt  man  die  beiden  im  ersten  Falle  festbleibend^  Elemente 
einer  binären  Koordinatenbestimmung  s  =  — -  zugrunde,  so  wird  die  zu- 
gehörige Transformation  durch  z'  =  cz  dargestellt  sein,  während  im  zweiten 
Falle  die  analytische  Formel  für  die  Transformation  z'  ^Z'\-  C  ist,  sofern 
man  ä  =^  no  mit  dem  doppeltzähl enden  festbleibenden  Elemente  zusammen- 
fallen läßt  [vgl.  Abh.  XVI  in  Bd.  1  dieser  Ausgabe,  S.  263]. 

Handelt  es  sich  jetzt  darum,  alle  Gruppen  ansagten,  Vielehe  aus 
<iiner  endlichen  Anzahl  von  linearen  Transformationen  bestellen,  so  werden 
die  dabei  in  Betracht  kommenden  Transformationen  jedenfalls  solche  sein 
müssen,   die   sich   nach   einer  endlichen  Anzahl  von  Malen  reproduzieren. 
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Sie  müssen  daher,  geometrisch  zu  reden,  Rotationm- sein; 
gedrückt;  sie  müssen  sich  in  der  Gfestalt  z' =  ez  darstellen  lassen,  wo  e 
eine  Einheit« wuizel  ist.  Überdies  darf  die  Größe  der  Rotation  nur  einem 
rationalen  Teile  von  2  ti  gleich,  e  also  nur  eine  rationale  Einheits- 
wurzel sein. 

Von  jeder  rationalen  Rotation  wird  durch  Wiederholung  eine  end- 
liche Gruppe  erzeugt  Alier  es  gibt  auch  ander weitis:e,  aus  verschieden- 
aitigen  Rotationen  zusammengebctzte  Gruppen  Em  Beispiel  geben  die- 
jemgen  welche  man  aus  den  Rotationen  um  einen  Punkt  des  Kugelinneren 
bilden  kann  Diese  Gruppen  darf  nun  als  bekannt  anziehen  Denn  die 
Rotationen  um  einen  solchen  Punli.t  haben  bei  piojelrtivisther  Maßbe- 
stimmung denselben  (.haiakter  wie  in  der  elementaien  Geomehie'^),  und 
die  Uruppen  welche  man  unter  Zugrundelegung  der  letzteien  lUh  Rota- 
tionen um  einen  Punkt  zusammensetzen  kann,  sind  bekannt  Es  um- 
fassen dieselben  einmal  selbst^ei&tandlich  diejenigen,  welche  duich  \Vieder- 
holung  derselben  Rotation  entstehen  Min  kann  sie  noch  erweitern  indem 
man  Rotationen  huizunimmt  welche  die  bei  dei  Rotation  festbleibenden 
beiden  Pimkte  vertauschen.  [Beide  Rotationen  führen  nach  meiner  späteren 
Terminologie  ein  „Dieder"  —  d.  h.  die  von  der  Ober-  und  Unterseite  eines 
regulären  Polygons  gebildete  Figur  vom  Rauminhalt  Null  —  in  sich 
über.]  Dann  aber  gehören  hierher  die  Gruppen  derjenigen  Rotationen,  welche 
die  regidären  Korper :  Tetraeder,  Oktaeder,  Ikosaeder,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt:  Tetraeder,  Würfel,  Pentagondodekaeder,  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  daß  mit  diesen  Beispielen  alle  Gruppen  der  ge- 
forderten Beschaffenheit  bereits  angegeben  sind. 

§  2. 
Bestimmung  aller  Gruppen  von  eodlich  vielen  linearen  Transformationen. 

Um  den  in  Rede  stehenden  Beweis  zu  führen,  überzeuge  man  sich 
zunächst,  daß  zwei  Rotationen  nur  dann  wieder  eine  Rotation  ergehen, 
wenn  sich  ihre  Achsen  schneiden. 

Eine  Rotation  kann  man  (gegenüber  der  allgemeinen  Sehrauben- 
bewegung)  dadurch  charakterisieren,  daß  bei  ihr  Punkte  im  Kugelinnern 
festbleiben,  die  nicht  selbst  der  Kugelfläche  angehören,  nämlich  alle  Punkte 
der  Achse      &oll  also  die  Kombination  zweier  Rotationen  wieder  eine  Eo 

^)  In  dei  Tat  'mä  dieienigen  Rotationen    liei  denen  der  Kugel mittelpuiiLt  teHfc 

bleibt,    auch.    Kotationen   in    gewohnhcfitm    Sinno       Von  diesem    Umitand«.    ist   im 

folgenden   dnrchgangig  ttehrauch    gemacht    um   mighehst  cioßo   \nschauhphkeit  dci 
Resultats  zu  erzielen 
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tation  ergeben,  so  müasen  Punkte  existieren,  welche  aus  der  neuen  Lage, 
in  welche  sie  die  erste  Transformation  versetzte,  vermöge  der  zweiten 
Transformation  in  ihre  ursprüngliche-  Lage  zurückgeführt  werden.  Da  sich 
aber  bei  einer  Rotation  jeder  Punkt  auf  einem  Kreise  bewegt,  auf  dessen 
Ebene  die  Achse  im  Mittelpunkte  senkrecht  steht,  so  sind  die  Achsen  der 
beiden  gegebenen  Rotationen  zwei  Perpendikel,  die  in  den  Mittelpunkten 
zweier  sich  in  zwei  Punkten  achneidender  Kreise  senkrecht  zu  deren  Ebenen 
errichtet  sind.  Dos  heißt:  die  Achsen  werden  sich  schneiden,  wie  man 
hier,  wo  von  projektiv ischer  Maßbestimmung  die  Rede  ist,  in  ganz  ähn- 
licher Weise  durch  Symmetriegründe  beweisen  kann,  wie  man  das  bei  ge- 
wöhnlicher Maßbeatimmung  tun  würde.  —  Daß  umgekehrt  die  Kombination 
zweier  Rotationen  mit  sich  schneidenden  Achsen  jedesmal  eine  Rotation 
ergibt,  ist  an  sich  deutlich. 

Aber  weiter  überzeugt  man  sich:  Sollen  zwei  Rotationen  zu  einer 
endlichen  Gruppe  Anlaß  geben,  so  müssen  sich  ihre  Achsen  innerkalb 
der  Kugel  schneiden.  Schnitten  sie  sich  nämlich  außerhalb  oder  auch  auf 
der  Kugel,  ao  würde  ein  reeller,  an  die  Kugel  gehender  Kegel  bei  jeder 
der'  beiden  Rotationen  und  also  auch  bei  jeder  durch  ihre  Kombination 
entstehenden  Rotation  fest  bleiben.  Aber  aus  den  reellen  linearen  Trans- 
formationen, die  einen  reellen  Kegel  der  zweiten  Ordnung,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  einen  reellen  Kegelschnitt  in  sieh  überführen,  lassen 
sich  keine  anderen  endlichen  Gruppen  bilden  als  diejenigen,  die  durch 
Wiederholung  derselben  Rotation  um  einen  festen  Punkt  des  Innern  ent- 
stehen. Die  Begründung  ist  genau  dieselbe,  die  man  für  das  entsprechende 
Theorem  der  gewöhnlichen  ebenen  Geometrie  angeben  kann,  welches 
aussagt,  daß  man  durch  Zusammensetzung  zweier  Drehungen  um  zwei 
verschiedene  Punkte  der  Ebene  keine  endliche  Gruppe  von  Bewegungen  er- 
zeugen kann.  Der  Kern  des  Beweises  für  dieses  Theorem  der  elementaren 
Geometrie  und  für  die  entsprechende  Behauptung  bei  projekti  vis  eher  Maß- 
bestimmung und  reellem  Fundamentalkegel  schnitt  liegt  übereinstimmend 
darin,  daß  in  beiden  Fällen  die  Ausdehnung  der  Ebene  eine  unendlich 
große  ist.  Einen  ähnlichen  Schluß  haben  wir  schon  oben  angewandt,  als 
wir  unter  allen  Arten  von  Bewegungen  allein  die  Rotationen  als  solche 
bezeichneten,  die  sich  möglicherweise  nach  endlichmaliger  Wiederholung 
reproduzieren:  nur  bei  ihnen  ist  die  Länge  der  vom  einzelnen  Punkte  zu 
durchlaufenden  Trajektorie  eine  endliche. 

Sollen  jetzt  mehrere  Rotationen  durch  Kombination  zu  einer  end- 
lichen Gruppe  Anlaß  geben,  so  werden  ihre  Achsen,  da  sie  sich  gegen- 
seitig im  Innern  der  Kugel  schneiden  müssen,  entweder  ein  und  denselben 
im  Innern  gelegenen  Punkt  gemein  haben,  oder  alle  in  einer  Ebene  liegen, 
so  zwar,  daß  der  in  der  Ebene  enthaltene  Schnittkreis  mit  der  Kugel  alle 
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iliie  gegenseitigen  Öchnitfcpunkte  einschließt.  Allein  man  überzeugt  sich, 
daß  dei  letzteie  Fall  ohne  den  ereteren  nicht  eintreten  kann,  jedoch  der 
eratere  für  sich  allein.  Denn  zuvörderst:  Sollen  die  betr.  Eotationeii  über- 
haupt eine  endliche  Gruppe  erzeugen  können,  so  müssen  sie  aus  Drehungen 
um  180  Grad  bestehen.  Denn  bei  jedem  anderen  Drehungs winket  würden 
beim  Eintritte  der  Rotation  um  eine  der  Achsen  die  übrigen  {n  —  1)  in 
eine  solche  Lage  übergeführt,  in  der  jede  (n  —  2)  der  ursprünglichen 
Achsen  nicht  mehr  träfe.  Man  hätte  also  weiterhin  Botationen  zu  kom- 
binieren, deren  Achsen  sich  nicht  achneiden,  was  nichts  Endliches  geben 
kann.  —  Die  Rotationen,  welche  hier  möglicherweise  in  Betracht  kommen, 
haben  also  auf  die  ihren  Achsen  gemeinsame  Ebene  jedenfalls  den  Einfluß, 
daß  sie  dieselbe  immer  wieder  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  und 
es  ist  nun  die  Frage,  ob  man  aus  solchen  Umlegungen  einer  Ebene,  in 
weichet  ein  reeller,  fest  bleibender  Kegelschnitt  vorhanden  iat,  ein  end- 
liches System  erzeugen  kann.  Aber  das  ist  wieder,  wie  die  entsprechende 
Forderung,  die  man  bei  gewöhnlicher  Maßbestimmung  stellen  mag,  unmög- 
lich wegen  des  unendlich  großen  Flächeninhalts  einer  solchen  Ebene. 

Soll  also  durch  Zusamtnensetzung  von  Rotationen  eine  endliche 
Gruppe  entstehen,  so  müssen  sich  ihre  Achsen  alle  in  einem  Punkte  des 
Kugelinnern  schneiden,  und  also  sind  durch  die  ohen  angeführten  Gruppen 
alle  in  Beimacht  kommenden  Gruppen  erschöpff^). 

§  3. 
Zusätzliche  Bemerkiingcii 

An  diese  Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  linearer  Tiansfoima 
tionen  im  bmuen  Gebiete  knüpfe  nh  hier  beiläufig  die  Bemerkung  daß 
zugleich  aUe  endlichen  Gruppen  lon  Beuegungen  im  Nicht  Euklidischen 
Baume  bestimmt  smd      Man    hat   i  amhch   für  diese  sechsfach  unendlich 


')  [Für  den  Satz  des  Textes  der  zueist  u  n  emei  Eilanger  Note  von  1  Juh 
1874  mitgeteilt  worden  war  «und  spater  einfache  andere  Beweise  ( eroffentlicht 
worden  loh  erwähne  hier  nui  den  Beweis  von  E  Moore  den  ich  1896  der  Natur 
forBcherversamnilung  in  Frankfurt  a  M  vorlegte  (igl  Jahrfsb eciohte  der  Deutschen 
Math    \ereingunK    Bd    "^    S   5")      Es  sei 

f     "  ,~i  +  f"i      +ß  +  = 

ugtndeinc  deflmte  Hermifesohe  quadratische  Form  [mit  konjugiert  jnneinarea  \  er 
indeiliehen  und  Koeffizienten)  Ans  ihr  mögen  durch  eine  vorgelegte  endliche  Grup|.e 
homcgenei  linearer  Substitutionen^!  f,  ^a  hei  vorgehen  Dann  ist /'^ -|-/  -r  +fy 
eine  defimte  Hermitesohe  Form  die  gewiß  nicht  identisch  verschwindet  und  bei 
den  Substitutionen  der  Gruppe  invaiiant  bleibt  Cleich  ^ulI  ge'^etzt  stellt  aber  eine 
Bliche  Form  den  imigmaren  Schnitt  der  a,  +  (^  Kugel  mit  irgendeinei  sie  nicht  trefien 
den  reellen  Ebene  (or  Mit  diesem  Schmtt  bleibt  auch  ein  Punkt  im  Kugelinnern 
namlich  der  Pol  der  Ebene,  fest     K  ] 
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vielen  Bewegungen  das  fundamentale  Theorem,  daß  sie  sich  aus  zwei  ver- 
ta-uschbaren  Gruppen  von  nur  dreifach  unendlich  vielen  zusammensetzen, 
deren  jede  man  als  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  eines  binären 
Gebietes  auffassen  kann.  Diese  Zerlegung,  welche  implizite  in  der  be- 
reits genannten  Arbeit  von  Lindemann  (Math.  Annalen,  Bd.  7)  und  in 
der  Habilitationsschrift  von  Frahm  (Tübingen  1873)  enthalten  ist'),  ent- 
spricht dem  Umstände,  daß  es  spezielle  lineare  Transformationen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  in  sich  gibt,  bei  denen  das  eine  oder  das  andere 
System  der  Erzeugenden  völlig  ungeändert  bleibt.  Weil  sich  die  Er- 
zeugenden jedes  Systems  rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen, 
sind  die  Transformationen  dieser  Art,  welche  sich  auf  dasselbe  System 
Erzeugender  beziehen,  geradezu  durch  die  linearen  Transformationen  eines 
binären  Gebietes  vorgestellt;  weil  ferner  bei  jeder  Transformation  das 
andere  Erz  engenden  System  gar  nicht  affiziert  wird,  sind  die  beiderlei  Trans- 
formationen miteinander  vertauschbar.  Man  wird  alle  endlichen  Gruppen 
von  Bewegungen  des  Raumes  bekommen,  indem  m,an  jede  endliche  Gruppe , 
die  ßich  aus  den  TraTisformationen  der  einen  Art  zusam/mensetzt,  kom- 
biniert mit  allen  anderen  aus  den  Transformationen  der  anderen,  Art  %u 
sammenzusetzenden  endlichen  Gruppen^ 

Ist  nun  die  -fundamentale  Fläche  zweiten  Grades  insbesondere  eine 
reelle,  nicht  geradlinige,  so  entspricht  jeder  reelle  Punkt  derselben  einer 
Erzeugenden  des  einen  und  auch  des  anderen  Systems.  Jede  lineare  Trans- 
formation des  einen  Erzeugendensystems,  welche  von  der  konjugiert  ima- 
ginären Transformation  des  anderen  Erzeug endensystems  begleitet  ist, 
wird  eine  reelle  lineare  Transformation  der  Fläche  in  sich  darstellen.  Da- 
her kann  man  die  reellen  Punkte  der  Fläche  als  ein  Gebiet  x-{-iy,  die 
reellen  KoUineationen  der  Fläche  in  sich  als  lineare  Transformationen  des 
X  -f-  iy  auffassen,  und  man  hat  sonach  eine  rein  projehtivische  Begründung 
der  Repräsentation  einer  komplexen  Veränderlichen  auf  der  Kugel  oder 
überhaupt  auf  einer  nicht  geradlinigen  reellen  Fläche  zweiten  Grades 
Die  endlichen  Gruppen  reeller  Bewegungen,  welche  im  Falle  einer  solchen 
Fundamentalfläche  vorhanden  sind,  decken  suh  geridezu  mit  den  end 
liehen  Gruppen  linearer  Tiansfoimitionen  die  man  im  bmiren  Gebiete 
konstruieren  kann. 

')  Vgl.  CliffordindonPioc  ler^Iithematipal  So  iet>  1!^  [  Werke  -il^lft 
bes.  S.  193  Fußnote.]  —  [Vgl  den  Abschn  tt  I  meiner  Arbeit  m  den  Math  Annalen 
Bd.  37  (1890)  =  Abh.  XXI  iu  Bd    1   dieser  Geaamtausgabe      K  ] 

*)  Nimmt  man  die  Fundamental  flache  dei  Maßbestimmung  imagnar  eowirJen 
die  so  zusammengesetzten  Giuppen  lauter  raelle  Bewegungen  unter  sieh  befassen 
können.  Den  auf  einer  Kugelflache  befindlichen  n  Ecken  eines  regulären  Körper 
entsprechend  bekommt  man  hier  icgularc  ti-^steme  von  i^  durch  den  Eaum  lei 
teilten  Funkten. 
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Es  sei  hier  nun  auch  der  Beziehung  gedacht,  welche  . 
in  §  2  gelösten  Probleme  und  einer  Fragestellung  besteht,  zu  welcher 
Schwarz  in  seiner  oben  genannten  Abhandlung  geführt  wird,  und  die  ihn 
eben  zum  Studium  derjenigen  Formen  hinleitet,  welche  durch  die  Ecken 
der  regulären  Körper  auf  der  Kiemannschen  Kugelfläche  vorgestellt 
werden.  Zu  dem  Zwecke  sei  es  gestattet,  vorübergehend  einen  neuen  Aus- 
druck einzuführen.  Wenn  man  die  Kugel  durch  eine  Ebene  schneidet,  so 
gibt  es  eine  Kollineation  des  Raumes,  welche  die  Kugel  in  sich  überführt 
und  den  ganzen  Schnittkreis  mit  der  Ebene  ungeänderfc  läßt.  Sie  besteht 
in  einer  perspektivischen  Umformung,  welche  als  fest  bleibende  Ebene  die 
gegebene  und  als  Zentrum  der  Perspektivität  ihren  Pol  in  beaug  auf  die 
Kugel  benutzt.  Diese  Transformation  soll  schlechthin  als  Spiegelung  an 
der  gegebenen  Ebene  bezeichnet  werden.  Eine  Spiegelung  ist  keine  Be- 
wegung, sondern  eine  solche  ergibt  sich  erat  durch  Zusammensetzung  zweier 
Spiegelungen.  Die  entsprechende  Änderung  von  x-\-iy  ist  daher  auch 
keine  lineare  Transformation,  sondern  ergibt  sich,  wenn  man  [mit  einer 
geeigneten  linearen  Transformation]  gleichzeitig  eine  Vertauschung  von 
+  i  mit  —  i  verbindet. 

Man  kann  nun  überhaupt  das  Problem  aufstellen:  alle  endlichen 
Gruppen  von  Umänderungen  a-nziigeben,  die  durch  Zusammensetzung  ver- 
schiedener Spie/gelungen  entstehen  können.  Jede  solche  Gruppe  wird  auch 
eine  endliche  Gruppe  von  Bewegungen  umfassen,  weil  zwei  Spiegelungen 
kombiniert  eine  Bewegung  ergeben.  Daß  aber  die  endlichen  Gruppen  von 
Bewegungen,  welche  man  so  erhält,  in  der  Tat  alle  solchen  Gruppen  er- 
schöpfen, ist  nicht  von  vornherein  klar,  sondern  ergibt  sich  nur  hinterher. 

Man  wird  das  angeregte  Problem  zunächst  direkt  in  einer  Weise  zu 
erledigen  haben,  welche  den  in  §  2  angestellten  Überlegungen  sehr  ähnlich 
ist.  Man  zeigt,  daß  sich  alle  spiegelnden  Ebenen,  wenn  etwas  Endliches 
entstehen  soll,  in  einem  Punkte  des  Kugelinnern  schneiden  müssen,  und 
dann  weiter,  nachdem  man  diesen  Punkt  in  den  Kugelmittelpunkt  verlegt 
hat,  daß  sie  notwendig  Symmeirieebenen  eines  regulären  Polyeders  {ein- 
schließlich des  Dieders]  sind  (sofern  sie  nicht  alle  auf  einer  festen  Ebene 
senkrecht  stehen)*}.  Die  Gruppen  von  Bewegungen,  welche  in  den  so  auf- 
gestellten Gruppen  von  Spiegelungen  enthalten  sind,  stimmen  dann  in  der 
Tat  mit  den  in  §  2  aufgestellten  überein. 

Es  ist  nun  ein  spezieller  Fall  des  hier  eingeführten  neuen  Problems, 
welcher  bei  Schwarz  vorliegt.  Schwarz  verlangt  —  ich  bediene  mich 
dabei  der  eben  eingeführten  Terminologie  —  die  Bedingung  anzugeben, 
unter   der   die    Spiegelung   an   nur  drei  verschiedenen  Ebenen    etwas    End- 

")  Vgl.   7„  B.   Eiling   B.   Holst   ici   der   Tidskrift   für   Matematik,    1875,    S.  87. 
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liches  liefern  kann,  und  sein  Nachweis  darf  sich  dementsprechend  darauf 
beschränken,  daß  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  im  Kugelinnern  zu 
liegen  hat,  und  die  Ebenen,  sofern  man  den  Schnittpunkt  in  den  Kugel- 
mittelpunkt verlegt,  Symmetrieebenen  eines  regulären  Polyeders  sind 
(wieder  abgesehen  von  den  Fällen,  in  denen  die  drei  Ebenen  auf  einer 
vierten  Ebene  senkrecht  stehen).  Die  so  erzielte  Antwort  umfaßt  also 
schließlich  bereits  dieselben  Fälle,  die  bei  der  allgemeineren  Fragestellung 
und  bei  der  in  §  1,  2  vorliegenden  auftreten. 


Binäre  Formen  mit  linearen  Translormationen  in  sieh. 

Binäre  Formen,  welche  mehr  als  zwei  verschiedene  Wurzelpunkte  be- 
sitzen, können  nur  durch  eine  endliche  Zahl  linearer  Transformationen  in 
sich  übergehen.  Denn  es  gibt  nur  eine  endliche  Zahl  von  Weisen,  die 
Wurzelpunkte  einander  zuzuordnen,  und  durch  eine  solche  Zuordnung  ist, 
unter  der  gemachten  Voraussetaung,  eine  lineare  Transformation,  falls 
überhaupt  eine  existiert,  vollständig  bestimmt.  Denn  zur  Kenntnis  einer 
linearen  Transformation  reicht  es  aus,  zu  wissen,  was  bei  ihr  aus  drei 
irgendwie  angenommenen  Punkten  wird.  Sehen  wir  daher  von  solchen 
binären  Formen  ab,  die  nur  einen  oder  nur  zwei  verschiedene  Wurzelpunkte 
besitzen,  so  werden  wir  alle  binären  Formen  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  erhalten,  indem  wir  eine  Anzahl  Wurzelpunkte  beliebig  annehmen 
und  auf  sie  die  Transformationen  irgendeiner  der  vorstehend  bestimmten 
endlichen  Gruppen  anwenden.  Besonderes  Interesse  werden  diejenigen 
Formen  besitzen,  welche  durch  Anwendung  der  bez.  Transformationen  aus 
einem  einzelnen  Punkte  entspringen. 

unter  ihnen  treten  als  die  einfachsten  zunächst  die  allgemeinen 
kubischen  und  higuadratiachen  Formen  auf.  Wie  die  linearen  Transfor- 
mationen derselben  in  sich  beschaffen  sind,  wie  man  infolgedessen  die 
Lage  der  zu  ihnen  gehörigen  Kovarianten  ermitteln  kann,  ist  teils  von 
mir  bei  früheren  Gelegenheiten  angegeben  [vgl.  z.  B.  die  vorstehend  abge- 
druckte Abh.  L,  S.  267f.,  sowie  das  oben  genannte  Programm  =  Abh.  XXVII 
in  Bd.  1  dieser  Ausgabe],  teils  von  Herrn  Wedekind  neuerdings  entwickelt 
worden.  Es  werde  daher  von  diesen  Erörterungen  nur  so  viel  wiederholt, 
als  zum  Verständnis  des  Folgenden  notwendig  ist.  Es  sei  also  vor  allen 
Dingen  das  bereits  in  der  Einleitung  berührte  Prinzip  hervorgehoben, 
welches  über  die  Lage  der  verschiedenen,  hier  aus  der  algebraischen  Theorie 
bekannten,  Kovarianten  entscheidet:  daß  nämlich  Kovarianten  durch 
dieselben  linearen  Transformationen  in  sich  übergehen  müssen,  wie  die 
Grundform. 
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Betrachten  wir  eine  binäre  kubische  Form.  Da  man  drei  Punkte  der 
Kugel  in  drei  beliebige  andere  durch  lineare  Transformation  überführen 
kann,  so  denke  man  sich  die  drei  Wurzelpunkte  der  Form  /'  als  äq^uidi- 
stante  Punkte  eines  größten  Kreises,  der  der  Äquator  heißen  soll.  Dann 
bestehen  die  sechs  linearen  Transformationen,  welche  /'in  sich  überführen,  aus 
Drehungen  durch  120  Grad  um  die  die  beiden  Pole  verbindende  Achse  und 
aus  Drehungen  durch  180  Grad  um  diejenigen  drei  Durchmesser,  welche 
bez.  je  einen  Wurzelpunkfc  von  f  enthalten.  Erteilt  man  den  Wurzel- 
punkten von  f  die  ,,geographi8clie"  Länge 

0^       120°,       240", 
so  sind  die  sechs  Punkte,   welche  aus  einem  beliebig  angenommenen  ent- 
stehen, dessen  Breite  k,  dessen  Länge  ß  ist,  dargestellt  durch: 
(i,  ß,  «,  ;Ö+I20<',  ß,  ^  +  240", 

—  «.  -/(,  ■- ß,  -/3  +  120",  —a,  —  ^-f  240". 
Zu  diesen  Gruppen  von  sechs  Punkten  gehört  dreifach  zählend  das  Paar 
der  Pole,  dasselbe  stellt  also  die  einzige  quadratische  Kovariante,  welche  es 
gibt,  die  Kovariante  A  vor*-").  Andererseits  findet  sich  unter  ihnen  doppelt- 
zähiend  das  Tripel  der  Halbierungspunkte  der  von  den  Wurzelpunkten  f 
auf  dem  Äquator  bezeichneten  Strecken;  sie  repräsentieren  atis  analogen 
Gründen  die  Kovariavie  Q. 

Um  sich  von  dem  Formensysteme  einer  biguadratischen  Form  f  Rechen- 
schaft za  geben,  erinnere  man  sich,  daß  die  Kovariante  sechsten  Grades  T 
aus  drei  paarweise  zueinander  harmonischen  Punktepaaren  besteht.  Die- 
selbe kann  daher  repräsentiert  werden  durch  diejenigen  sechs  Punkte,  in 
denen  die  Kugel  von  drei  zueinander  rechtwinkligen  Durchmessern  ge- 
schnitten wird.  Die  Lage  der  vier  Wurzelpunkte  von  f,  wie  überhaupt 
der  vier  Wurzelpunkte  einer  beliebigen  Form  aus  der  Schar  nf-j-XS, 
ist  dami  am  einfachsten  anzugeben,  indem  man  auf  dieses  Achsenkreuz 
eine  gewöhnliche  Koordinatenbestimmung  gründet.  Bedeuten  x,  y,  z  die 
Koordinaten  eines  der  Wurzelpunkte  von  xf-j-XH,  so  sind 


die  übrigen;  denn  es  sind  je  zwei  solche  Punkte  zu  einem  Punktepaare 
von  T  harmonisch.  Die  drei  linearen  Transformationen,  welche,  abgesehen 
von  der  identischen  Transformation,  die  biquadratische  Form  in  sich  übei- 

lerClebsch,  Theorie  der 
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führen,  und  die  dadurch  geometrisch  definiert  sind,  daß  sie  die  Wurzcl- 
punkbe  je  paarweise  vertauschen,  sind  sonach  dargestellt  durch  gleich- 
zeitigen Vorzeichen  Wechsel  zweier  Koordinaten^^). 

Unter  den  Quadrupeln  üf-\-XH  finden  sich,  sofern  man  von  den- 
jenigen absieht,  die  doppeltzählend  durch  ein  Punktepaar  von  T  dargestellt 
sind,  noch  zweierlei,  die  eine  größere  Zahl  linearer  Transformationen  in 
sich  gestatten:  diejenigen  drei,  welche  ein  harmonisches,  und  die  zwei, 
welche  ein  äquianharmonisches  Doppel  Verhältnis  besitzen.  Im  ersten  Falle 
verschwindet  eine  der  drei  Koordinaten  x,  y,  z  und  die  anderen  beiden 
werden  ihrem  absoluten  Werte  nach  gleich;  im  aweiten  Falle  sind  alle 
Koordinaten  bis  aufs  Vorzeichen  gleich  zu  setzen:  die  Wurzelpunkte  der 
äquiankarmonischen  Form  bilden  ein  reguläres  Tetraeder.  Das  zweite 
zu  demselben  Achsenkreuze  gehörige  reguläre  Tetraeder  repräsentiert  das 
zugehörige  H. 

Es  sind  mit  diesen  Erörterungen  zugleich  diejenigen  Formen  besprochen, 
die  durch  das  reguläre  Oktaeder  und  den  Würfel  dargestellt  werden.  Das 
Oktaeder  repräsentiert  eine  Form  sechsten  Grades  von  der  Art  der  Ko- 
variante  T  einer  biquadra tischen  Form.  Die  Zahl  der  Bewegungen,  welche 
■ein  Oktaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  beträgt  24 ;  die  Gruppen  von 
24  Punkten,  welche  durch  diese  Bewegungen  aus  einem  einzelnen  Punkte 
erzeugt  werden,  umfassen  jedesmal  sechs  der  zum  Oktaeder  gehörigen  bi- 
quadratischen Formen  xf~\-XH:  solche  sechs,  welche  zusammengehöriges 
Doppelverhältnis  haben.  Unter  ihnen  findet  sich  doppeltzählend  eine  Gruppe 
von  zwölf  Punkten  [welches  die  Kantenhalbierungspunkte  des  Oktaeders 
und  auch  des  Würfels  sind  ],  bestehend  aus  den  drei  harmonischen  Quadrupeln 
xf-\'XH,  und  dreifach  zählend  eine  Gruppe  von  acht  Punkten,  die  aus 
den  zwei  äquianharmonischen  Quadrupeln  besteht  imd  die  Ecken  des  zu- 
gehörigen Würfels  darstellt. 

Von  regulären  Körpern  bleiben  noch  die  beiden  zusammengehörigen: 
■das  Ikosaeder  und  das  Pentagondodekaeder  zu  nennen.  Die  Zahl  der 
linearen  Transformationen  dieser  Formen  in  sich  beträgt  60.  Unter  den 
Gruppen  von  je  60  durch  diese  Transformationen  zusammengeordneten 
Punkten  befinden  sich  die  Eckpunkte  des  Ikosaeders  fünfmal,  die  des 
Dodekaeders  dreimal  zählend.  Es  findet  sich  ferner  noch  eine  doppelt- 
zählende Gruppe  von  30  Punkten,  mit  der  dann  aber  die  mehrfach  zählon- 


")  Vgl.  die  Arbeit  dc3  Herrn  Wedekind,  sowie  eine  neuere  Mitteilung  desaelhtn 
■(Erlanger  Berichte,  Juli  1875),  in  der  er  aus  den  Wurzelpunkten  von  /  diejenigen 
von  H  konstruiert,  [f  =  0  und  U  —0  haben  dieselbe  kubische  Resolvenf p  Hat  man 
diese  gelöst,  so  verlaugt  die  Lösnng  von  f  =  Q,  wievon.H  =  Q,  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  (oder  auch  auf  Grund  unserer  eeometriachtn 
Betrachtungen)  noch  zwei  nebeneinanderstehende  Quadratwurzeln.  Aber  diese  Quadrat 
-wurzeln  sind  bei  f=l}  und  bei  H  —  O  keineewegs  dieselben.     K.] 
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den  Girappen  erschöpft  sind.  [Diese  Punkte  sind  die  Kantenhalbieiungs- 
punkte  des  Ikosaeders  und  auch  des  Pentagondodekaeders.  Man  kann  sie 
auch  folgendermaßen  erhalten.]  Die  15  Ebenen,  welche  man  durch  den 
Kugelmittelpunkt  und  bez.  vier  sich  paarweise  gegenüberliegende  Ecken 
des  Ikosaeders  hindurcblegen  kann,  lassen  sich  in  fünf  Tripel  von  zueinander 
rechtwinkligen  zerlegen.  Die  15  Durchs ehnittslinien  der  Ebenen  dieser 
Tripel  sdmeiden  die  gemeinten  30  Punkte  aus. 

Endlich  sind  noch  solche  Punktsysteme  zu  erwähnen,  welche  aus 
einem  einzelnen  Punkte  durch  Wiederholung  einer  fest  gegebenen  Rotation 
durch  einen  rationalen  Teil  von  2jt  hervorgehen.  Sie  entsprechen  den 
Kreisteilungsgleichungen.  Kombiniert  man  mit  diesen  Rotationen  noch 
eine  durch  180  Grad  um  eine  gegen  die  ursprüngliche  Rotationsachse  senk- 
rechte, sie  schneidende  Linie,  so  entstehen  Gruppen  von  der  doppelten 
Punktzahl  [die  des  Dieders].  Führt  man,  wie  oben  bei  Betrachtung  der 
kubischen  Form,  eine  Bestimmung  der  Punkte  durch  geographische  Breite 
und  Lange  aus,  so  werden  die  Charaktere  der  Punkte: 

a,ß  +  —  -,       -a,   -  ß+^^. 

Die  Untersuchung  der  Kreisteilungsgleichungen,  wie  derjenigen,  die  sich 
auf  den  [Fall  des  Dieders'l  beziehen,  kann  genau  nach  den  weiter  ent- 
wickelten Methoden  erfolgen;  wir  führen  dieselbe  aber  weiterhin  der  Kürze 
wegen  nicht  aus. 


Ein  allgemeines  Prinzip.   Erste  Anwendung  auf  Oktaeder  und  Ikosaoder. 

Es  seien  TT  =  0,  TT'  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punktaggregate, 
welche  aus  zwei  irgendwie  angenommenen  Punkten  durch  Anwendung  der 
linearen  Transformationen  irgendeiner  der  aufgezählten  Gruppen  hervor- 
gehen: mit  der  Festsetzung,  daß  TT,  bez.  TT  die  geeignete  Potenz  der  betr. 
Gleichung  vorstellt,  wenn  der  anfängliche  Punkt  zufällig  so  gewählt  ist, 
daß  er  eine  mehrfach  zählende  Gruppe  erzeugt.     Dann  behaupte  ich,  daß 

unter  —f  einen  Parameter  verstanden,  üierhatipt  alle  Punktsysteme  dar- 
stellt, welche  durch  die  betr.  linearen  Transformationen  aus  einem  ein- 
zelnen Punkte  hervorgehen.  —  Es  werden  sich  nämlich  TT  und  TT'  bei 
Anwendung  der  linearen  Transformationen  allerdings  um  Faktoren  ändern 
können,  aber  diese  Faktoren  müssen  bei  beiden  dieselben  sein.   Es  stellt  aiso 

Kn  +  j«'n'  =  o 

jedenfalls  ein  Punktsystem  vor,    welches  durch  die  Transformation    nicht 
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geändert  wird.  Aber  es  gibt  nur  einfach  unendlich  viele  Punktsysteme 
der  gemeinten  Art,  und  über  den  Wert  von  -,-  ist  gar  nichts  festgesetzt; 
indem  wir  also  diesem  Parameter  alle  Werte  erteilen,  erhalten  wir  alle  Punkt- 
systeme, die  es  überhaupt  gibt. 

Eine  Anzahl  bekannter  Eigenschaften  der  aufgestellten  Formen  sind 
ein  Ausfluß  dieser  Bemerkung.  Ich  erinnere  daran,  daß  bei  den  binären 
kubischen  Formen  zwischen  f^,  Q^  und  A"  eine  lineare  Eelation  besteht, 
daß  bei  den  binären  biquadratischen  sich  alle  zu  demselben  T  gehörigen 
Formen  durch  Hf-\-XH  darstellen  lassen.  Ist  ferner  etwa  /"=  0  die 
Gleichung  eines  Oktaeders,  if  =  0  der  zugehörige  Würfel,  2*  ^^  0  die  oben 
genannte  Punktgruppe  von  zwölf  Punkten,  so  hat  man  eine  homogene 
lineare  Relation  zwischen  /"*,  H",  T^.  Und  in  der  Tat  findet  eich  ge- 
legentlich der  Untersuchung  einer  solchen  Form  f  eine  derartige  Relation 
bei  Clebsoh  (Theorie  der  binären  Formen,  S.  i50)  angegeben.  Anderer- 
seits leitet  Schwarz  dieselbe  in  seiner  Arbeit  ab  unter  der  besonderen 
Voraussetzung,  daß  f  in  einer  bestinmiten  kanonischen  Form  gegeben  sei, 
Schwarz  notiert  endlich  auch  die  homogene  lineare  Relation,  welche  zu- 
folge des  ausgesprochenen  Prinzips  zwischen  f  ,  H^,  T^  bestehen  muß, 
wenn  f^O  ein  Ikosaeder  vorstellt,  H^d  das  zugehörige  Pentagon- 
dodekaeder, T  =  0  die  oben  eingeführte  Gruppe  von  30  Punkten  ''^). 

Ich  werde  nun  zunächst,  unter  Beschränkung  auf  Oktaeder  und  Ikosa- 
eder, zeigen,  wie  dieser  Satz  sofort  gestattet,  eine  Übersicht  über  die  bei 
ihnen  vorhandenen  rationalen  Kovarianten  zu  erbalten.  Die  Beschränkung 
auf  die  genannten  beiden  Formen  geschieht  hier  und  im  folgenden  der 
Einfachheit  wegen.  Das  Ikosaeder  ist  es  eigentlich,  welches  das  Haupt- 
interesse auf  eich  zieht;  das  Oktaeder  wird  aber  immer  vorab  untersucht, 
weil  die  bei  ihm  stattfindenden  Verhältnisse  beim  Ikosaeder  als  bekannt 
;  werden  müssen. 


'*)  Die  Methode,  welche  Schwarz  dabei  benutzt,  ist,  abgesehen  von  der  Form, 
von  der  im  Texte  genannten  nicht  so  sehr  verschieden.  Man  kann  sie  folgender- 
maßen aussprechen.     Man  solzo 

«'       TT 

und  bilde  vermöge  dieser  Öubstitution  das  Gebiet  der  gegebenen  Kugel  auf  das  Ge- 
biet der  komplexen  Variabein  y  ab.  Einem  Symmetriekrfiisbogen,  der  auf  der  Kugel 
verläuft,  entspricht  dabei,  wie  m»n  zeigen  kann,  ein  Kreisbogen  der  Ebene.  Man  hat 
dann  temer  das  allgemeine  Gesetz  anzuwenden,  daß  eine  konforme  Abbildung,  die  ein 
Stück  einer  Kreieperipherie  in  ein  ebensolches  überführt,  immer  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, Bymmetriaeh  znr  ersteren  gelegene  Punkte  in  solche  zu  verwandein,  die  für  die 
zweit«  symmetrisch  sind.  Eine  zweimalige  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  den  im 
Texte  aufgestellten  Satz,  insofern  eine  zweimalige  Übertragung  durch  Symmetrie 
(Spiegelung)  eine  lineare  Transformation  vorstellt. 
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Zuvörderst  ist  ersichtlich,  daß  Oktaeder  und  Ikosaeder  nur  eine  In- 
■Variante  besitzen.  Da  man  nämlich  z.  B.  jedes  Oktaeder  mit  jedem  anderen 
durch  lineare  Transformation  zur  Deckung  bringen  kann,  so  haben  alle 
absoluten  Invarianten,  die  man  aufstellen  konnte,  gegebene  numerische 
Werte,  und  es  drücken  sich  demnach  alle  denkbaren  Invarianten  mit  Hilfe 
numerischer,  von  vornherein  angeb barer,  Größen  durch  Potenzen  einer 
allein  beizubehaltenden  Invariante  aus. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  rationale  Kovariante.  Dieselbe 
muß  aus  lauter  Gruppen  zusammengehöriger  Punkte  bestehen  und  also, 
ev.  nach  Erhebung  in  die  richtige  Potenz,  als  ein  Aggregat  von  Faktoren 
kT\  -\-x'T\'  darstellbar  sein,  d.  h.  als  eine  homogene  ganze  Funktion  von 
TT  und  TT'.  Die  Koeffizienten  dieser  Funktion  können,  wenn  TT  und  TT' 
dieselbe  Dimension  in  den  Koeffizienten  der  Grundform  besitzen,  wie  vor- 
ausgesetzt sein  soll,  bei  der  ihnen  begrifflich  zukommenden  invarianten 
Bedeutung,  nur  durch  numerische  Faktoren  von  einer  Potenz  der  einen, 
allein  vorhandenen  Invariante  verschieden  sein.  Zieht  man  diese  Potena 
als  gemeinsamen  Faktor  vor,  so  besteht  die  Kovariante  im  übrigen  aus 
einem  homogenen  numerischen  Aggregate  von  TT  und  TT .  Auf  diese  Weise 
«rachließt  man: 

Alle  rationalen,  ganzen  Kovarianfen  unserer  Form  drücken  sich, 
abgesehen  von  einer  etwa  vor^etenden  Potefnz  der  einen  vberhawpt  vor- 
handenen Invariante,  rational  und  ganz  aus  durch  diejenigen  Formen, 
welche  die  unter  den  zugehörigen  Punktsystemen  enthaltenen  mehrfach 
^Menden  darstellen.  Die  letzteren  also  bilden  das  volle  System  der 
J( Ovarianten. 

Ich  hebe  ausdrücklich  den  unterschied  hervor,  der  zwischen  dieser 
Überlegung  und  den  allgemeinen  Methoden  besteht,  durch  welche  Gordan 
gelehrt  hat,  für  eine  binäre  Form  beliebigen  Grades  ein  volles  Formen- 
system aufzustellen.  Bei  Gordan  sind  immer  Formen  mit  allgemeinen 
Koeffizienten  vorausgesetzt;  hier  handelt  es  sich  wesentlich  um  spezielle 
Formen  [und  die  ihnen  angepaßten  BegrifEsbestimmungen].  (Vgl.  Gordan: 
Über  das  Formensystem  binärer  Formen.   Leipzig  1875.    Schlußbemerkung,) 

§6. 
Das  Formensystem  des  Oktaeders  uod  des  Ikosacdors. 

Die  allgemeine  Methode,  welche  weiterhin  immer  angewandt  werden 
soll,  ist  nun  die:  Auf  Grund  des  im  vorstehenden  Paragraphen  an- 
gegebenen Prinzips  werden  wir  gewisse  ßelationen  der  Art  nach  er- 
schließen und  dann  die  in  ihnen  vorkommenden  Zahlenkoeffizienten 
durch  Ausrechnung  an  einer  kanonischen  Form  l 
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Die  kanonischen  Formen,  welche  wir  dabei  für  Oktaeder  und  Ikosa- 
eder  zugrunde  legen,  sind  dieselben,  die  sich  bei  Schwarz  [inhomogen 
geschrieben]  angegeben  finden: 

Oktaeder:    f  =^  Xj^x^{x^  —  x^), 
Ikosaeder:  f=  Xj^x^{xl°  -^^  11  a:!»^  —  x^^), 
man   verifiziert    sie    leicht    durch  Betrachtung    der  LagenverhälEnisse   der 
Wurzelpunkte. 

Betrachten  wir  jetzt  das  Oktaeder  f.     Setzen  wir 

so    lehrt    die    ailgemeine   Invariantentheorie  Bildungen  zweiten  Grades   in 
den  Koeffizienten  aufstellen: 

(«&)*  =  ^,      (ab)*a^^h^,      (a&)'a*&*=H. 

Wir  werden  hier  zunächst  erschließen,  daß  die  zw eitange führte  Bildung 
identisch  verschwindet.  Denn  unter  den  zu  einem  Oktaeder  gehörigen 
Gruppen  zusammengeordneter  Punkte  findet  sich  keine  mit  nur  vier  ver- 
schiedenen Punkten.  Andererseits  kann  man  dieses  identische  Verschwinden 
als  Charakterisierung  der  Oktaedergleiohung  auffassen.  Jede  Form  sechsten 
Grades,  welche  isolierte  Wurzelpunkte  besitzt  (Gleichungen  mit  verschwin- 
dender Diskriminante  mögen  einen  Äugenblick  ausgeschlossen  sein),  kann  auf 
die  Form  transformiert  werden :  a;,  x^  <p^ ,  wo  tp^  eine  Funktion  vierten  Grades 
in  Xy ,  x^  ist,  in  welcher  x*  und  —  x^  der  Koeffizient  1  beigelegt  werden 
kann.  Wenn  man  dann  die  vierte  Überschiebung  (a&)  a^  b^  wirklich  be- 
rechnet und  ihr  identisches  Verschwinden  verlangt,  so  zeigt  sich,  daß  man 
eben  die  für  das  Oktaeder  angegebene  kanonische  Form  erhält: 

Mirte  Oleichung  sechsten  Grades  f  =  0  mit  nicht  verschwindender 
Diskriminante  soll  eine  Oktaedergleichung  heißen,  wenn  die  vierte  Über- 
schiebung von  f  mit  sich  selbst  verschwindet. 

Fragen  wir  weiter,  was  H  bedeutet.  H  kann  nicht  identisch  ver- 
schwinden {sonst  würden,  nach  einem  bekannten  Satze,  alle  Wurzelpunkte 
von  f  koinzidieren).  Da  aber  unter  den  Gruppen  zusammengehöriger 
Punkte,  wie  sie  beim  Oktaeder  auftreten,  nur  eine  aus  bloß  acht  Punkten 
besteht:  diejenige,  welche  durch  die  Ecken  des  zugehörigen  Würfels  dar- 
gestellt wird,  so  ist  if  =  0  die  Oleichung  dieses  Würfels. 

Dieselbe  Schiuliweise  zeigt,  daß  die  Funktionaldeterminante  T  von  f 
und  H,  eine  Form  vom,  zwölften  Grade,  gleich  Null  gesetzt,  das  Produkt 
der  drei  zu  f==(}  gehörigen  harmonischen  Quadrupel  [d,  h.  die  Kanten- 
halbierungspunkte des  Oktaeders]  vorstellt. 

Es  fragt  sich  jetzt,   ob  die  Invariante  Ä  verschwindet.     Diese  Frage 

Elcln,  ßegammolte  math.  AbliaiiilUinseii.  II,  19 
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beantwortet  sich  verneinend  durch  Auerechnung  an  der  kanonischen  Foim^*). 
Es  gibt  also  eine  Invariante  zweiten  Grades  in  den  Koeffizienten  A  =  (oft)". 
Eine  solche  wird  aber  gerade  verlangt,  um  die  lineare  Relation,  welche 
nach  den  obigen  Erörterungen  zwischen  f*,  H^,  T^  atatfczufinden  hat,  auch 
in  den  Koeffizienten  homogen  herzustellen.  Die  bereits  erwähnte,  bei 
Clebseh  angegebene  Relation  ist  in  der  Tat  diese; 

Auf  Grund  der  Bemerkungen  dea  vorigen  Paragraphen  kann  man  jetzt 
behaupten,  daß  f,  H,  T,  A  das  volle  Formensystem  von  f  ausmachen. 
Es  ist  nur  noch  au  zeigen  [da  es  sich  um  ein  ganz  spezielles  f  handelt], 
daß  nicht  A,  ev.  bis  auf  einen  niunerischen  Faktor,  das  volle  Quadrat 
eines  rationalen  Ausdrucks  ersten  Grades  in  den  Koeffizienten  ist.  Man 
überzeugt  sich  von  der  Unmöglichkeit,  A  so  darzustellen,  an  einem  Bei- 
spiele, indem  man  etwa  f  in  der  Form 

,   ,  X,  x„{Xxf  4-  axi) 

voraussetzt. 

Da  die  Diskriminante  der  Oktaedergleichung  nicht  identisch  ver- 
schwindet, andererseits  vom  Grade  10  in  den  Koeffizienten  sein  muß,  so 
ist  sie  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  =  A ''.  Verschwindet  also  A,  so  rücken 
jedenfalls  zwei  Wurzelpunkte  des  Oktaeders  zusammen,  und  es  ist  dann,  bei 
den  zwischen  den  Wurzeln  herrschenden  Doppe! Verhältnisrelationen,  leicht  zu 
schließen,  daß  überhaupt  fünf  Wu,rzelpunkte  zusammenrücken,  während 
der  sechste  irgendwo  abgetrennt  liegt.  Eine  noch  speziellere  Form  erhalten 
wir,  wenn  wir  auch  noch  das  identische  Verschwinden  von  H  verlangen: 
indem  dann  alle  Wurzelpunkte  von  f  zusammenrücken,  wird  f  die  sechste 
Potenz  eines  linearen  Ausdrucks. 

Betrachten  wir  ferner  das  Ikosaeder: 

(=<■■ 
Man  überzeugt  sich  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  wie  soeben  beim  Okta- 
eder, daß  von  den  Überschiebungen  von  f  über  sich  selbst,  jedenfalls  diese; 

{ab)  «(ö^,      (aÖ)  a*b^,      (aö)     a^b^ 
^^  Für  f  =  x^Xi  {xl  —  x^ )  —  «5  ergibt  sieh : 

H  ^{abf  a%bi=  -i^{xi  +  Uxixt+xl), 
T  =  [f,  H]  -  -,^5  {xi'~ZZxtxt-^^^xtxl-\-xi^). 

Diese  Ausdrücke  befriedigen  in  der  Tat  die  weiterhin  im.  Texte  angegebene  Relation; 


■m 


^H^  +  r  --=fi. 
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identisch   verschwinden.     Durch   direkte  Ausrechnung   findet  man   in  An- 
lehnung an  die  oben  aufgeführte  kanonische  Form  umgekehrt: 

Eine  Form  zwölften  Grades  mit  nickt  verschwindender  Diskriminante 
stellt,   gleich   Null   gesetzt,    ein   Ikosaeder   vor,    wenn   ihre   vierte    Über- 
schiebung mit  sich  selbst  -oerschioindet. 
1  darf  die  Hesaeaohe  Form 


H'-^{ah)afbl'' 
nicht  identisch  verschwinden,  weil  sonst  f  eine  zwölfte  Potenz  wäre;  sie 
repräsentiert  daher  das  bereits  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnete 
Pentagondodekaeder.  Aus  ähnlichen  Gründen  folgt:  daß  die  von  uns  mit 
T  bezeichnete  Kovariante  vom  dreißigsten  Grade  die  Funktionaldeterminante 
von  f  und  H  repräsentiert. 

Aber   untersuchen   wir   ferner   die   noch   bleibenden  Überschiebungen 
von  f  über  sich  selbst; 

(06)^^,       [ab)   a^bl- 

Die  erstere  ist  eine  Invariante,  die  wiederum  als  A  bezeichnet  werden  soll. 
Daß  sie  nicht  verschwindet,  ergibt  sich  durch  Ausrechnung  an  der  kanoni- 
schen Form.  Aber  auch  die  zweite  Bildung  —  sie  mag  TT  heißen  —  ver- 
schwindet, zufolge  Ausrechnung,  nicht  identisch,  Sie  kann  daher,  als  vom 
zwölften  Grade,  von  f  selbst  nur  um  einen  Faktor  verschieden  sein: 

Dieses  B  ist  sonach  definiert  als  eine  rationale  Invariante  ersten  Grades 
in  den  Koeffizienten  von  f;  sie  muß,  bis  auf  einen  numerischen  Faktor, 
gleich  VA  sein.  Aber  es  fragt  sich,  ob  man  B  als  eine  ganze,  rationale 
Funktion  der  Koeffizienten  von  /  darstellen  kann.  Dies  zeigt  sich  an 
einem  Beispiele  ak  unmöglich.  Man  denke  nämlich  f  zunächst  in  der 
oben  gegebenen  kanonischen  Form  und  substituiere  dann 

^1  =  «1  Vi  +  <^-2  y-i  - 

^ä  =ßxyi  +  ß'i  Vi  ■ 

Für  die  neue  Form  wird  B  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  sechsten 
Potenz  der  Substitutionsdeterminante,  also  gleich  {f-iß^  — t^^ßj)  sein 
müssen;  aber  es  zeigt  sieh  unmöglich,  diesen  Ausdruck  aus  den  Koeffi- 
zienten des  neuen  f  linear  zusammenzusetzen. 

Das  Vorhandensein   einer  in   den   Koeffizienten  rationalen  Invariante 


'■*)  [Gemäß  dem  identischen  Verach winden  der  t 
zwischen  den  Kceffizienfen  von  f  eine  große  ÄnsÄhl  \ 
Die  Proportionalität  der  sechsten  Überschiebung  mit  f  hefert  entsprechend  EeJationen 
dritten  Grades,  weiche  aus  denen  zweiten  Grades  folgen  mtt'isen      K  ] 
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vom  ersten  Grad  wird  auch  durch  die  lineare  Relation  verlangt,  welche 
nach  dem  Früheren  zwischen  f^,  H^,  T'^  stattfinden  soll.  Denn  während 
H^  und  T^  vom  sechsten  Grade  in  den  Koeffizienten  von  f  sind,  hat  /^ 
nur  den  fünften  Grad,  und  man  muß  ihm  also  die  Invariante  B  als  Faktor 
zusetzen. 

Man  hat  eine  Relation 

wo  «,  A,  fi  numerische  Konstanten  sind^^). 

[Andererseits  ergibt  eich  das  volle  System  der  rationalen,  ganzen 
Kovarianten  von  f  durch  folgende  Überlegung: 

Wir  haben  zunächst  f,  H,  T,  Ä,  dann  neben  f  die  Kovariante  TT, 
wobei 

Ich  will  die  Koeffizienten  von  f  einen  Augenblick:  mit  f^,  die  von  TT  mit 
TT-  bezeichnen.     Dann  hat  man  wegen  ihrer  Dimension  in  den  fr. 

SfA-^".    S%U=:^T,     i:^fr-2Ä. 

!■'■)  Für  die  oben  angegebene  kanonische  Form 
findet  sich; 

12  ■  T  =     {xi''  +  xi«)  +  522  (s?"  xS  -~xl  xi^)  -  10005  (x^"  xi"  +  x}"  xi"), 

und  also  l-l2''-B-f+b.l2'.H^  +  5-T^  =  Q. 

Vermöge  der  so  geschriebenen  Relation  ist  man  in  der  Lage,  die  von  Schwarz  a,  a.  0. 
angedeutete  algebraisclie  Eeduzierbarlfeit  des  Integrals 

r{x,^x) 

J  ^r 

auf  ein  elliptisches  Integral  folgendermaßen  durclizu führen.     Man  setze: 

U.dz)  =  ^.Bi.f^.T-{x,dx) 
und  also  unser  Integral 

_[•  12(.,fc) 


=J| 


V-B      y-  720  s?  «9  +  7  E; 
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Trägt    man    nun    hier    statt    der    /;   die  TT;    ein,    so    erhält  man  drei  neue 
rationale  ganze  Bildungen 

2'Mfn,=2m,  2'fn,=3m,   2^,T^i-^w- 

Diese  [H] ,  [T] ,  [A]  sind  offenbar  noch  den  vwh&r  aufgezählten  Formen 
f,  H,T,  A,T\  hinzuzufügen,  um  im  gewöhnUcken  Sinne  das  volle  System 
von  f  zu  haben.    Im  übiigen  ist,  da  T]^^  Bf^  auch 

[ff]  =  BH,     [T]=ST,     [A\-=BA.y). 

Die  Untersuchung  spezieller  Formen  des  Ikosaeders  hat  folgende 
Resultate.  Die  Diskriminante  ist  proportional  zu  A  .  Veischwindet  A, 
ao  fallen  also  Wurzelpunkte  von  f  zusammen,  und  zwar  fallen  gleich 
elf  Wurzelpunkte  zusammen,  während  der  zwölfte  noch  beliebig  bleibt. 
Auch  er  vereinigt  sich  mit  den  elf  übrigen,  sobald  H  identisch  verschwindet. 

Es  mag  zum  Schlüsse  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  daß 
die  drei  Formen  /,  H,  T,  welche  nach  dem  Vorstehenden  für  Oktaeder 
und  Ikosaeder  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  auch  bei  der  allgemeinen 
Verteilung  der  Kovarianten  einer  beliebigen  binären  Form,  wie  sie  G-ordan 
in  seiner  neuesten  Schrift  gegeben  hat  (Über  das  Formensystem  binärer 
Formen,  Leipzig  1875),  eine  zusammengehörige  Gruppe  bilden;  sie  kon- 
stituieren, nach  der  dort  angewandten  Bezeichnung,  das  System  A^  von  f. 


Irrationale  Kovarianten  des  Oktaeders.    Die  Auflösung  der 
Oktaedergleichung. 

Dieselben  Prinzipien,  welche  im  vorstehenden  Paragraphen  zur  Unter- 
suchung der  rationalen  Kovarianten  von  Oktaeder  und  Ikosaeder  verwandt 
wurden,  ergeben  eine  Menge  von  Relationen  für  irrationale  Kovarianten 
derselben.  Von  diesen  Beziehungen  sollen  hier  einige  wenige  entwickelt 
werden,  welche  für  die  Auflösung  der  Oktaeder-  und  Ikosaeder gleichung 
von  Bedeutung  sind.  Wenn  die  Auflösung  der  Oktaedergleichung,  die  sich 
algebraisch  gestaltet,  auch  schon  bekannt  ist^'),  so  mag  sie  hier  des  Zu- 
sammenhangs und  der  späteren  Benutzung  wegen  doch  dargestellt  werden. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  die  Betrachtung  des  Oktaeders, 
weil   sich  bei   ihm  eine  Reihe   der  auch  beim  Ikosaeder  vorhandenen  Be- 

"*)  [VorsteheDde  ÄuBführuiigen  treten  beim  Wiederabdruck  an  Stelle  nicht  ganz 
korrekter  Ausführungen  des  Originals.     K.j 

")  Vgl.  ClebBoh  und  Gordan.  Annali  di  Matematiea,  Serie  2.  Bd.  !  (1868), 
und  Clebsoh,  Binäre  Formen,  Leipzig  1872,  S.  451. 
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zieliungeii  einfacher  darstellen  läßt.     Ich  behaupte:   Jede  Eck&  des  Okta- 
eders drückt  sich  rational  durch  die  gegenübersteheTide  aus. 

Sei  nämlicli,  um  diese  Darstellung  nur  auf  eine  Weise  zu  entwickeln^*), 
Ä^— 0  der  zum  Oktaeder   gehörige  Würfel,   x  eine  Oktaederecke,    so  ist 


die  Gleichung  der  gegenüberstehenden  Ecke.  Der  Beweis  ist  einfach  dieser: 
Die  hingeschriebene  Polare  ist  simultane  Kovariante  des  Oktaeders  und 
des  Punktes  x.  Das  System  der  letzteren,  und  also  auch  jede  Kovariante 
derselben,  geht  aber  durch  vier  lineare  Transformationen  in  sich  über, 
entsprechend  Drehungen  durch  90  Grad  um  die  Verbindungsgerade  der 
Ecke  X  mit  der  gegenüberliegenden.  Der  durch  Nullsetzen  der  hingeschrie- 
benen Polare  repräsentierte  Punkt  y  kann  daher  nur  entweder  mit  x 
selbst  oder  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  koinzidieren,  und  die  erstere 
dieser  beiden  Möglichkeiten  ist  zu  verwerfen,  weil  dann  x  der  Gleichung 
if  =  0  genügen  würde. 

Auf  Grund  dieser  Darstellung  wird  man  schließen,  daß  die  Spaltv-ng 
des  Oktaeders  in  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  von  einer 
rationalen  Gleichung  dritten  Grades  abhängt.  Eine  solche  kann  man  in 
folgender  Weise  aufstellen: 

Es  sei  ip  eins  der  Punktepaare,  —  das  Aggregat  der  übrigen  vier 
Wutzelpunkte  von  f.  Beide  Formen  gehen  durch  acht  von  den  24  linearen 
Transformationen,  welche  f  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  in  sich  über. 
Dabei  vertauschen  sich^")  die  Ecken  des  Würfels  H  untereinander.  Man 
wird  also,  da  unter  den  Gruppen  zusammengehöriger  acht  Punkte  <p  viermal, 
-  zweimal  zahlt,  H.   in  der  Form  darstellen  können: 


B^.,'  +  .'irf. 


Betrachtet  man  hier  <p^  als  Unbekannte,  so  ist  dies  eine  Gleichung  dritten 
Grades    der   gesuchten   Art.     Dieselbe   enthält,    wie    alle  weiterhin   aufzu- 


'")  Genau  gerade  so  beweist  man,  daß 

dieselbe   Ecke    bez.   zweimal    und    dreimal    zählend   vorstellen.     Analoges   leiaLen    die 
Polaren  ^  „     , 

der  Kovariante  T  —  T^.    .     AndererBeita  repräeentiereii,  für  f  =  a^,  die  Polaren: 

ii*  a^  =  0,       a|  a^  =  0,       aS  »^  =  0, 
unter  s  eine  Oktaederecte  verstanden,  das  Produkt  dieser  Ecke  in  die  einmal,  zwei- 
mal, dreimal  gezählte  gegenüberliegende. 

")  Man  verifiziert  solche  Angaben  immer  sofort  an  einem  Modell, 
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stellenden  Resolventen,  noch  die  Veränderlichen  x^,  x.^  als  wiUldirliche 
Parameter.  Erteilt  man  ihnen  feate  Werte,  so  erfährt  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  den  numerischen  Wert,  welchen  95' 
erhält.  Will  man  y^  als  Funktion  der  x  kennen,  so  hat  man  1 
Berechnung  für  zwei  weitere  Wertepaare  durchzuführen,  die  man,  um  neue 
Irrationalitäten  zu  vermeiden,  dem  ursprünglichen  benachbart  wählen  kann. 
Zur  wirklichen  Herstellung  der  kubischen  Gleichung  gehen  wir  auf 
die  kanonische  Form  zurück; 

f—x^  x.^  {xl  —  x^). 
Eins  der  Punktepaare  </;  ist  dann: 

ip  ^2x^x^, 
wo    der    absolute  W^ert   so    genommen   ist,    daß   die  Determinante  von  (p 
gleich   —  ].     Dann  folgt  aus  dem  oben  angegebenen  Werte  von  H: 

und  setzt  man  jetzt  etwa 


kommt  die  Gleichung: 


.rr 


Von  ihr  gehen  wir  sofort  zu  derjenigen  über,  die  für  ein  beliebiges  Koor- 
dinafensystem  gilt,  in  dem  wir  durch  Einführen  der  Invariante  A  des 
Oktaeders,  die  für  die  kanonische  Form  den  Wert  ^  hat,  und  der  Deter- 
minante A  der  quadratischen  Form  <p,  für  welche  wir  zunächst  den  Wert 
—  1  annahmen,  homogen  machen.     So  erhält  man: 

Bedeutet  <p  die  durch  ein  Paar  gegenüherateheTider  Ecken  des  Okta- 
eders vorgestellte  quadratische  Form,  A  deren  Determinante,  wnd  setzt 
man:  a  ,  -  ■ 

so  hat  man: 

•p^  -f-  \.9>— p  -f-  4  =  0. 

y-iAf' 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man,  indem  man  noch  zur  Vereinfachung  des 
von  der  zwischen  f,  H,  T  bestehenden  Relation  Gebrauch  macht: 


ein  Resultat,    welches   mit  dem  bei  Clebsch,  S.  451    auf   anderem 
abgeleiteten  übereinstimmt. 
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§8. 
Analoge  Untersuchungen  beim  Itosaeder  ™). 

Wie  beim  Oktaeder  wird  man  auch  beim  Ikosaeder  jede  Ecke  rational 
durch  die  gegenüberliegende  darsteUen  können  und  also  achlieJäen,  daß 
die  ZerspaltuBg  des  Ikosaedera  f  in  die  sechs  Paare  gegenüberstehender 
Punkte  von  einer  Gleichung  sechsten  Grades  abhängt.  Sei  q?  ein  solches 
Paar.  Unter  den  60  Bewegungen,  welche  /  mit  sich  zur  Deckung  bringen, 
finden  sieh  10,  welche  ip  ungeändert  lassen.  Dieselben  vertauschen  die 
10  Punkte  —  alle  untereinander.  Andererseits  verteilen  sich  mit  Eezue 
aui  sie  die  20  Punkte  von  H  in  zwei  Gruppen  von  je  10.  Man  wird 
also  H  als  Produkt  zweier  Faktoren  darstellen  können,  die  aus  <f>''  und 
-  linear  zusammengesetzt  sind,  d.  h.  man  wird  setzen  können: 


H  -^  y.q)^"  -'r  ^(p*  -f  n-  f^ 


Betrachtet  man  hier  •p'^  als  Unbekannte,  so  hat  man  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  der  geforderten  BeschafEenheit. 

Zur  fertigen  Herstellung  derselben  gehen  wir  zu  der  kanonischen  Form 
zurück: 

/■=  x^Xt^ixl"  -^  IXx^xl  -~  x^")- 

Eins  der  Paare  q>,   mit  der  Determinante  —  1  genommen,   ist  dann  etwa 

fi  =  2x^x«. 
Sodann  entnimmt  man  dem  oben  angegebenen  Werte  von  H : 

12     '/l    =   —    -in   •'P       +    'a  ■'3'     'f  —      Vi 

und  setzt  man  jetzt; 

.T  =  —  -^-^- 
so  konmit: 

^■i  +  lO^^-^-^i+S^O. 

Um  zu  einem  beliebigen  Koordinatensysteme  überzugehen,  hat  man  die 
Determinante  A  von  (p,  die  gleich  —  1  genommen  wurde,  und  die  In- 
variante B  von  f,  welche  für  die  kanonische  Form  gleich  —  ^  ist,  ein- 
zuführen. 

'"}  Vgl.   die  unter   dem   Titel    „Über    eine  Gleichung   zwölften   Grades"   in    den 
Erlanger  Sitzunftaberiohten  vom  12.  Juli  1875  erschienene  vorläufige  Mitteilung. 
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Man  setze  also: 


so  kommt: 


^-w-r 


'^  +  10^^  -  ,    ™^        -^  +  5  =  0, 
¥-21 00  Bf' 
?  die  gesuchte  Gleichung  ist. 
Man  kann  aber  ferner  beim  Ikosaeder  eine  Resolvente  fünften  Grades 
aufstellen,   welche   aus  folgendem  geometriachem  Probleme  erwächst:    Die 
30  Ecken  der  Kovariante  T  verteilen  sich,  wie  wiederholt  hervorgehoben, 
auf  fünf  reguläre  Oktaeder;  man  soll  diese  Oktaeder  trennen. 

Sei  t  eins  derselben.  Dasselbe  geht  durch  zwölf  der  60  Bewegungen, 
welche  das  Ikosaeder  f  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  in  sich  über.  Bei 
diesen  zwölf  Bewegungen  vertauschen  sich  die  Ecken  von  f  untereinander. 
Andererseits  spalten  sich  die  24  Punkte  ---  in  zwei  Gruppen  von  je  zwölf 
zusammengehörigen.     Man  wird  also  setzen  können: 

und  dies  ist,  wenn  man  (  als  Unbekannte  betrachtet,  eine  Gleichung  fünften 
Grades  der  verlangten  Art. 

Die  Ausrechnung  gestaltet  sich  mit  Hilfe  der  kanonischen  Form  fol- 
gendermaßen. Man  findet  (vgl.  den  folgenden  Paragraph),  daß  euis  der 
t  gleich  gesetzt  werden  kann: 

t  ==  {xl  -{•  xl)  {xl  +  1  xl  x^  —  'Qx^xl  —  2x^x1  -\-x^). 
Die  zugehörige  Invariante  A  {die  nun  als  a  bezeichnet  sein  soll)  hat  den 
Wert  -s-  -   Man  findet  weiter 

und  setzt  man  jetzt 

ao  kommt: 

p''  —  10p^  +  ■iSp  =  ■■,-—"■ 
Vf 

Indem  man  jetzt  zu  allgemeiner  Koordinatenbestimmimg  übergeht, 
hat  man  folgendes  Resultat: 

Sei  t  eins  der  f-imf  Oktaeder,   a  die  zugehörige  Invariante,  so  setze 
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Dann  besteht  die  Gleichung: 

p''  —  10  p^  -\-  ib  p  =       —         .^. 
V-105B;'' 


Die  irrationalen  Kovarianten  deg  Ikosaeders  in  Icanoniseher  Form. 

Des  weiteren  Vergleichs  wegen  sollen  hier  die  vorstehend  benutzten 
verschiedenen  irrationalen  Kovarianten  des  Ikosaeders,  für  die  kanonische 
Form  berechnet,  zusammengestellt  werden. 

Die  zwölf  Wurzeln  der  GleichuTig  f  =  0,  für 
/■^  x^'^  x.-^  +  11  x\  xl  —  x^  xl^, 
erhalten  die  folgenden  Koordinaten: 


Hieraus  beiläufig  das  Resultat:  Die  Doppel  Verhältnisse,  welche  man 
aus  den  Ecken  des  Ikosaeders  bilden  kann,  sind  rationale  Funktionen  von  g. 
Man  kann  auch  sagen:  nach  Adjnnktion  von  e  drücken  sich  die  zwölf 
Wurzeln  einer  Ikosaedergleichung  durch  drei  beliebige  derselben  rational  aus. 

Die  sechs  Punhtepaare  <p,  welche  entstehen,  indem  man  die  gegen- 
überliegenden Ecken  des  Ikosaeders  zusammenfaßt,  sollen  als  fp^,  ip^, 
(Pj^,  ...,  <p^  bezeichnet  sein;  q)^  umfasse  die  Wurzeln  0,  oo,   <p,.   die  beiden 

as", e*.    Wir  wählen  die  (p  mit  übrigens  willkürlichem  Vorzeichen  so, 

daß  die  zugehörige  Determinante  gleich   —  1.     Dann  kommt: 

f"  =  Tf  (*    ^1  +  ^1  ^3  -  «   ^2  )  ■ 

Um  ferner  die  Oktaeder  t  zu  berechnen,  seien  »/,',  y^  irgend  zwei  der  ip. 
Dann  stellen,  behaupte  ich, 

y!~{-^^=0,     ip  --  x=^li,     [v'' z]  =  f'  (Funktionaldeterminante) 
drei  Punktepaare    von   T  dar,    die   zusammen   ein   (   bilden.     Für  jedes  t 
erhält  man  so  drei  Darstellungen. 

Die  beiden  Punktepaare  \p  ±.  %  =  ü  werden  nämlich  (auf  der  Kugel) 
offenbar  von  den  beiden  Halbierungslinien  der  Winkel  ausgeschnitten,  welche 
die  Achsen    der   %p  und  ;;;   miteinander   bilden.     Denn   sie   gehören  erstens 
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mit  'tj-  und  X  au  decseiben  Involution  und  gehen  zweitens  durch  diejenigen 
linearen  Transformationen  in  sich  über,  welche  i/j  und  x  miteinander  ver- 
tauschen. —  Die  Funktionaldeterminante  [^i,  %]  dagegen  stellt  diejenige 
Form  dar,  welche  gleichzeitig  zu  ip  und  x  harmonisch  ist  und  also  aus- 
geschnitten wird  von  dem  gemeinsamen  Peipendikei  der  Achsen  von  y!  und  %. 
Nennt  man  also  die  fünf  Oktaeder  in  verständlicher  Reihenfolge  #„, 
t,^  .  ..,t^,  so  ist  t,.   bis  auf  einen,  Faktor  gleich 

Den  Kaktor  wählen  wir^  in  Übereinstimmung  mit  dem  vorangehenden 
Paragraphen,  so,  daß  die  zugehörige  Invariante  a„  gleich  g-  wird.  Man 
findet  ihn  (bei  willkürlich  gewähltem  Vorzeichen)   =  -^ ,  also 

'■■  =  -f  {<P^  +  9')  {V^  ~  %■)  If...'  %■] 
=^  e^'ix'}  —  2x^x1)  -\-  s~^''{x'^  -\-  2xlx^) 
—  E^  -hx'^  x^  —  £~'''5s;^  a:|, 
womit  zugleich  der  oben  für  t^  benutzte  Wert  veriÜKiert  ist'-'). 
Man  kann  auch  schreiben: 


4L 


8  (,■-,•)  (^  +  .) 


Infolgedessen  hat  man  zwischen  der  entsprechenden  'Wurzel  py  der  Glei- 
chung fünften  Grades  f «  =  -g-J  - 

und  den  sechs  Wurzeln  tt^,  n^,...,nr  dei'  Gleichung  sechsten  Grades 
(A--1): 

")  Der  Vollständigkeit  wegen  sei  nock  erwähnt,    dftß   dio    Piinlitepaare    dos  zu- 
gehörigen Pentagon dodekaedera  dargeetellt  sind  duroh: 

und  daß  dieselben  proportional  sind  zu  den  fünften  Überschiebungen  zweier  Okta- 
eder (,  (Das  letztere  achließt  man  wieder  aus  dem  Umstände,  daß  es  drei  Bewe- 
gungen gibt,  welche  gleichzeitig  zwei  Oktaeder  (  und  ein  Punktepaar  des  Pentagon- 
dodekaeders in  sicih  übt'rfühven.) 
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folgende  Beziehung: 

p.  =  ^{-.  -  -^f  (-V.1  -  -^^i)^  (-..--  -r-,)''  ■ 

§  10. 
Bezieliungen  zu  anderweitigen  Untersuchungen. 

Die  Eesolventen  sechsten  und  fünften  Grades,  sowie  insbesondere  die 
Formeln  des  letzten  Paragraphen  stimmen,  wie  bereits  in  der  Einleitung 
gesagt,  genau  überein  mit  Formeln,  welche  bei  Untersuchungen  über  die 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  von  Brioschi,  Hermite 
und  Kronecker  gegeben  worden  sind.  Es  sei  wegen  derselben  insbe- 
sondere auf  den  Aufsatz  von  Joubert:  Sur  I'^quation  du  sixieme  degr6 
(Comptes  Eendus  1867,  1,  Bd.  64,  8.  1237— 1240)  verwiesen,  insofern  dort 
einige  Unexaktheiten,  welche  in  Brioschis  bez.  Formeln  vorkommen,  ver- 
bessert sind.  Neu  ist  nui  die  B^deut  mg  unter  dei  hier  diese  Formeln  auf- 
treten, und  die  damit  zusamn  eihaigenJe  ^efmetiiscbe  Herleitung  derselben. 
Andererseits  entnimmt  mai  den  genannten  üi  teisuchungen,  daß  die  Glei- 
chung sechsten  Grades,  welche  die  Punktepaare  des  Ikosaeders  trennt,  und 
also  die  Ikosaedergleichung  <<elbst  durch  elliptiithe  Funktionen  gelöst 
werden  kann,  was  hier  indes  nnht  we  ter  veifilgt  werden  soll.   — 

Zum  Schlüsse  werde  auch  i  och  die&ilois  che  Gruppe  der  Ikosaeder- 
gleichung bestimmt.  Den  lineaien  Tian^torraatio  len  entsprechend,  welche 
die  Gleichung  in  sich  überfuhien  smd  jedesmal  bO  der  Doppel  Verhältnisse, 
welche  man  aus  ihren  Wurzeln  bilden  1  a  ii  einan  iei  gleich,  die  Difierenzen 
dieser  Doppelverhältnisse  also  Null  ui  d  -somit  rational  bekannt.  Diese 
Doppelverhältnisgleiehheiten  bleiben  wie  eine  nähere  Überlegung  zeigt,  bei 
folgenden  und  nur  bei  folgenden  Veitausch  lugen  dei  Wurzeln  ungeändert: 

1.  Bei  denjenigen   bO   Vettausebu  igei     welche   einer  linearen   Trane- 

formation de    Ikosaederi  m  sich  entsprechen,  und 

2.  [bei  denjenigen  Vertausch ii  gen    die  sich  ergeben,  wenn  man  die 

Einheits Wurzel  e    durch  i     cder  f*  oder  e*   ersetzt.   —   Dabei 

kann  die  Ersetzung  von  e  duich  e*  m  einfachster  Weise  dadurch 

geometrisch  gedeutet  wei  ien    daß  man  je  Ipu  Ikosaedereckpunkt 

mit  seinem  gegenüberliegenden  \eitiuscht    — 

Die  Galoissche  Gruppe  umfaßt  also   240  Substitutionen,     Sie   kann 

auf   60  Substitutionen  eingeschränkt  werden,  wenn  man  den  numerischen 

Wert  des  Doppel  Verhältnisses  von  vier  Wurzeln,  die  nicht  in  einer  Ebene 
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liegen,  adjimgiert] ''^),  Alle  diese  Doppelverkältnisse  aber  stellen  sich  nach 
einer  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  als  rationale  Funk- 
tionen einer  fünften  Kinheitswurzel  s  dar,  und  aiso  ist  die  Aäjunktion 
von  £  nötig   und  hinreichend,   um  die  Orv/ppe  auf  60  i 


Um  die  Struktur  der  so  reduzierten  Gruppe  zu  charakterisieren,  ge- 
nügt es,  darauf  hinzuweisen,  daß  sich  bei  den  60  Bewegungen,  welche  das 
Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen,  die  fünf  Oktaeder  t  untereinander 
vertauschen.  Es  entsprechen  die  Substitutionen  der  Gruppe  demnach  den 
Vertauschungen  von  fünf  Elementen,  welche  deren  DifEerenzenprodukt  un- 
geändert  lassen, 

München,  im  Juni  1875. 

*")  [Zweoiis  RiohtigatelJung  beim  Wiederabdruck  im  einzelnen  geändert.] 
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Lfl.  Über  [algebraisch  integrierbare]  lineare 
Differentialgleichungen. 

(Erster  Aufsatz. ) 

[Sitzungsberichte   der  phyBibalisch-medizinischon  Sozietät   zu   Erlangen  vom  26,  Juni 
1876;  abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  11.] 

Der  Sozietät  erlaube  ich  mir  im  folgenden  eine  Methode  vorzulegen, 
die  zu  entscheiden  gestattet,  ob  eine  gegebene  lineare  Differe-niialghichung 
zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  durchaus  algebraische  Inte- 
grale besitzt.  Meine  Methode  geht  darauf  aus,  alle  derartigen  Difierential- 
gleichungen  wirklich  aufzastellen,  und  man  hat  dahei,  wenn  es  sieh  um 
die  Untersuchung  einer  gegebenen  DifferentialgleiLhung  handelt,  nur  eine 
Koeffizientenvergleächung  zu  veranstalten,  deren  Ausführung  freilich  Gegen- 
stand einer  besonderen  algebraischen  Untersuchung  sein  muß,  die  ich  noch 
nicht  beendet  habe. 

Sei 

Ji  +  P,-i+P,-S  =  0 

eine   lineare   Differentialgleichung   zweiter  Ordnung,     So   genügt  bekannt- 
lich^) der  Quotient  zweier  unabhängiger  Partikularlösungen  y^,  y^: 


der  folgenden  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

Diese  Differentialgleichung  hat   die  Eigenschaft,   daß   ihr   allgemeines 

^')  Vgl.  die  aueh  weiterhin  benutzte  Arbeit  von  Schwarz:  Über  diejenigen  Fälle, 
in  welchen  die  Qaußsche  hypergeoraetrisehe  Reihe  eine  algehraiache  Funktion  ilires 
vierten  ElementcB  ist.  Grelles  Journal,  Bd.  75  (1872/73),  S.  292—335  [=  Ges.  Abhandl., 
■  Bd.  2,  8.  211—259]. 
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Integral  eine  gebrochene  lineare  Funktion  eines  beliebigen  Partikular- 
integials  ist: 

*'    '  rio  +  ä' 
sie  wird  ferner  (selbstverständlicherweise)  durchaus  algebraische  Integrale 
besitzen,  wenn  die  Diilerentialgleiohimg  zweiter  Ordnung  diese  Eigenschalt 
hatte,  und  auch  den  umgekehrten  Schluß  kann  man  machen,  sofern 

JPidx 

eine  algebraische  Funktion  ist.  Dementsprechend  soll  weiterhin  nur  von 
dieser  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

lü-P 

die  Rede  se  n  v^  y  P  ent'.piethend  dei  j,Iei  hei  \  raussetzung  die  wir 
schon  in  der  Bmleitung  hinsichtlich  p^  Und  p  mirhten  tint  rationale 
Funl  tion  von  a,  bezeichnet 

Es  sei  jjf,  ein  partikulaies  Integral  diesei  Gleichung  Laßt  man  dann 
^  \on  einem  behebigen  Werte  beginnend  emcn  geschIos=!enen  Weg  be- 
schreiben so  wird  jjp  entweder  unverändert  wieder  erscheinen  oder  in  eine 
lineaie  Funktion 

verwandelt  sein,  wo  die  Verhältnisse  k,  ß,  y,  ö  nur  durch  den  Weg,  nicht 
durch  den  Änfangswert  von  x  oder  durch  das  partikuläre  Integral  'q^  be- 
dingt sind.  Zugleich  muß,  wenn  yj^  Zweig  einer  algebraischen  Funktion 
war,  j/j  ein  Zweig  derselben  algebraischen  Funktion  sein,  da  i;^  in  j;^ 
kontinuierlich  übergegangen  ist.      Ich  will  nun  mit 

die  Gesamtheit  der  Werte  bezeichnen,  die  auf  diese  Weise  aus  j/,,  ent- 
stehen.    So  bilde  man  die  algebraische  Gleichung: 

0  =  (»?  -  vo)  iv  -nj---  (v  -  vj- 

Sie  besitzt  zwei  wesentliche  Eigenschaften,  die  sogleich  gestatten  werden, 
alle  derartige  Gleichungen  der  Art  nach  anzuschreiben.  Erstens  sind  ihre 
Koeffizienten,  als  symmetrische  Funktionen  aller  Werte,  die  ij^  annehmen 
kann,  wenn  sich  x  in  der  komplexen  Ebene  bewegt,  rationale  Funktionen 
von  X.  Zweitens  hat  die  Gleichung  die  Eigenschaft,  durch  gewisse  lineare 
Transformation  von  rj  ungeändert  zu  bleiben,  und  zwar  sind  diese  Trans- 
formationen in  einer  solchen  Zahl  vorhanden,  daß  durch  sie  jede  Wurzel 
jj;  in  jede  andere  r/-^  verwandelt  werden  kann. 

Nun  aber  habe  ich  mich  früher,  wie  ich  der  Sozietät  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  mitteilte  [in  den  Sitzungen  vom  13.  Juli  und  14.  Dez.  1874, 
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sowie  vom  12.  Juli  1875J  und  im  vorigen  Jahre  in  einer  größeren 
Abhandlung  (in  den  Math.  Annalen,  Bd.  9  {1875/76),  [vorstehend  ab- 
gedruckt als  Abh.  LI])  ausführte,  mit  der  Bestimmung  aller  Gleichungen 
beschäftigt,  welche  die  letztangeführte  Eigenschaft  besitzen.  Sie  sind,  von 
linearen  Transformationen  abgesehen,  denen  man  das  Argument  rj  unter- 
werfen mag,  alle  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt.  Der  Buch- 
stabe B  bedeutet  einen  willkürlichen  Parameter;  außerdem  sind  die  zuge- 
setzten Zahlenkoeffizienten  so  gewählt,  daß  bei  dem  später  anzugebenden 
Schlußresultate  möglichst  einfache  Ulieder  entstehen: 

(1)  ?•-«, 

(2)  );"  +  >/""  =  4Ä  —  2,   {n  eine  beliebige  ganze  Zahl), 

(3)  i?//-'  +  3Ä'-=0, 

f  eine  äquianharmoniache  biquadratische  Form,  H  die  zugehörige  Hesse- 
sche, j  die  Invariante  dritten  Grades; 

(4)  ß^f*-f  18ä'  =  0, 

f  die  linke  Seite  einer  Oktaedergleichung,  A  die  Invariante  zweiten  Grades 
(vgl.  meine  eben  genannte  Annalen  arbeit  oder  auch  C  leb  seh,  Binäre  Formen, 
S.  447fE.); 

(5)  7  BBf' +  720  H'  =  i); 

f  die  linke  Seite  einer  Ikosaedergleichung,  B  die  Invariante  ersten  Grades. 

Die  Integrale  unserer  DifferentialgleichuTig  müssen  daher,  unter  R 
eine  geeignete  rationale  Funktion  von  x  verstanden,  durch  eine  der 
Gleichungen  (1)  bis  (5)  dargestellt  sein. 

Ich  behaupte  aber  ferner,  daß  für  E  jede  rationale  Funktion  von  x 
eingesetzt  werden  darf;  die  sofort  mitzuteilende  Aufstellung  der  zugehörigen 
Differentialgleichung  zeigt  es. 

Für  (1)  nämlich  berechnet  man  ohne  weiteres  die  Differential- 
gleichung : 

Anderseits  könnte  man  auch  (was  ich  wirklich  ausfuhrtoj  für  (2)  bis  (5) 
die  zugehörigen  Differentialgleichungen  berechnen;  es  smd  dazu  nur  einige 
wenige  Sätze  über  das  Formensystem  der  bez.  Grundfoiraen  f  erforderlich 
Aber  man  kann  diese  Rechnung  sparen,  wenn  man  die  Resultate  \er 
wertet,  die  Schwarz  in  der  bereits  zitierten  Abhandlung  gewonnen  hat 
Schwarz  betrachtet  insonderheit  die  Differentialgleichung 

tx'        2(1-»)  2.E(l-a') 
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und  sucht  diejenigen  Fälle,  in  denen  sie  algebraische  Integrale  besitzt. 
Dies  findet  vor  allem  dann  statt,  wenn  l,  ji,  v  bezüglich  gleich  ge- 
werden : 


und  zwar  sind  die  dann  auftretenden  Integralgleichungen  geradezu  durch 
unsere  Gleichungen  (2)  bis  (5)  gegeben,  sofern  man  in  ihnen  B --^  x  setzt. 
Daher  findet  man  umgekehrt  die  von  uns  geforderten  Differentialgleichungen, 
wenn  man  in  die  bei  Schwarz  betrachtete  Differentialgleichung  R{x] 
statt  X  einführt,     Sie  geht  dadurch  über  in: 

(11)  —(V)    [«]  -  [R]  +  B'^  (— ~  +  — =-— ,  _J-  -;.^  +  r^-l   }  ^ 
^     '       ■>     -*     L/J       L     J -T  I  2^ä    ^2(1-Ä)°  2Ä(1-Ü)       ) 

Schreibt  man  hier  für  X,  ju,  v  bez.  die  angegebeTien  Werte,  so  hat  man 
die  DifferentialgleickuTigen  (II)  bis  (V),  welche  zu  den  Integralgleichimgen 
(2)6*s(5)  gehören. 

Hiermit  ist  d^  Ziel  erreicht,  welches  wir  zu  Eingang  der  Arbeit  be- 
zeichneten; es  bleibt  nur  das  ebenfalls  schon  berührte  Transforraations- 
problem:  Wann  kann  eine  rationale  Punktion  P(x)  umgesetzt  werden  in 
eins  der  bei  den  Gleichungen  (I)  bis  (V)  auf  der  rechten  Seite  auftreten- 
den Aggregate,  in  denen  U  eine  rationale  Funktion  von  3:  bedeutet?  Und 
wenn  das  der  Fall  ist,  wie  bestimmt  man  R  ? 

Ich  maß  zum  Schluß  dieser  Mitteilung  noch  einige  Bemerkungen  zu- 
fügen über  eine  Arbeit,  von  Fuchs^),  die  den  hier  vorliegenden  Gegen- 
stand ebenfalls  behandelt,  imd  deren  Studium,  zu  dem  ich  neuerdings  ver- 
anlaßt wurde^),  mich  eben  zu  der  einfachen  Methode  hinleitete,  welche 
ich  auseinandersetzte.  Fuchs  gibt  eine,  wie  mir  scheint,  viel  weitläufigere 
Lösung.  Ohne  auf  dieselbe  hier  näher  eingehen  zu  wollen,  bemerke  ich 
nur,  daß  die  von  ihm  so  genannten  Primformen  identisch  sind  mit  den- 
jenigen binären  Formen,  welche  lineare  Transformationen  in  sich  besitzen, 
und    daß    daher   die  Liste   der  Primformen  niedersten  Grades,   welche  er 


*)  Über  diejenigen  Differentialgleiohungen  zweiter  Ordnung,  welche  aJgebraisohe 
Integrale  besitaen,  und  eine  neue  Anwendung  der  Invariantentheorie,  Grelles  Joarnai, 
Bd.  81,  (1876)  8.  97—142;  vgl.  Gött.  Nachrichten  1875,  TOm  7.  August  und  6.  No- 
vpmber,  8.  568—581,  612—613. 

')  [Die  Redaktion  der  Portsohritte  der  Mathematik  überwies  mir  nämlich  die 
betreffenden  Arbeiten  zum  Referat;  mein  dadurch  entstehender  Bericht  ist  abgedruckt 
in  Bd.  7  der  FortBchritte,  S.  172—173  (1877),     K.] 
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a.  a.  0.,  8.  126  aufstellt,  nocli  überflüssige  Formen  enthält.    Sie  sollte  nur 

umfassen ; 

die  allgemeine  biquadratische  Form, 
die  äquianharmonische  biquadratische  Form, 
die  linke  Seite  der  Oktaedergleiohung  (n^6), 
die  linke  Seite  der  Ikosaedergleichung  (■»  =^  12); 

die  erste  der  beiden  aufgeführten  Formen  sechsten  Grades,  sowie  die  Form 

achten  und  die  Form  zehnten  Grades  existieren  nicht*). 

München,  Juni  1876. 


'}  Auch  ist  ea  a.  a.  0.  überflüssig,  die  allgemeine  biquadratisohe  Form  mit  auf- 
zuzählen, da  sie  (irrationale)  quadratisohe  KovarianteQ  bat,  welcbe  durch  die  näm- 
lichen linearen  Transformationen  in  eich  übergehen,  wie  die  Grundform.  Dagegen  ist 
die  Reduktion  der  Primformenzahl,  wie  sie  Herr  C.  Jordan  (Comptes  Rendus, 
13.  März  1879,  Bd,  82)  und  Herr  Pepin  angeben  (ebenda  5.  Juni),  nicht  statthaft,  was 
hinsichtlich  der  Behauptungen  von  Pepin  bereits  Herr  Fuchs  gezeigt  hat  (ebenda 
26.  Juni,  3.  Juli),  Nach  C.  Jordan  würde  der  Fall  to  =  12  nicht  existieren.  [Zusatz 
beim  Abdruck  des  Textes  m  den  Math.  Annalen,  Bd,  11.  (Nov.  1876).]  —  [0.  Jordan 
und  Fuchs  haben  in  CreHes  Journal,  Bd.  84  (1878)  bzw.  Bd.  85  (1878)  die  Richtig- 
keit meiner  Angaben  bestätigt.  —  Übrigens  findet  sich  eine  oeue,  sehr  einfache,  funk- 
tioiientheoretisohe  Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer 
Variabein  im  Ikosaederbuch  (1884)  auf  8,  115—121.    K.] 
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Lin.  über  [algebraisch  integrierbare]  lineare 
Differentialgleichungen. 

(Zweiter  Aufsabz.) 
[Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877).] 

Die  folgenden  BrörteruBgen  sind  beatimmt,  die  unter  gleichem  Titel 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1876/77)  erschienene  Note  [vgl.  die  vor- 
stehende Äbh.  LH]  in  einigen  Punkten  zu  vervollständigen. 

1.  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Veränderlicheti. 
Die  endlichen  Gruppen,  welche  man  aus  linearen  Substitntionen  einer  Ver- 
änderlichen fj  bilden  kann,  zerfallen  bekanntlich  in  fünf  Klassen,  wegen 
deren  Aufzählung  und  Charakterisierung  ich  am  besten  auf  die  inzwischen 
erschienene  Gordansche  Arbeit  in  den  Math.  Annaien,  Bd.  12  (1877), 
S.  23—46,  verweise.  Ich  nenne  diese  Gruppen  (siehe  meine  Arbeit:  „Über 
binäre  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  selbst",  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  9  (1875)  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LI])  die  Kreis- 
teilungsgruppe,  die  Diedergruppe,  die  Gruppen  des  (regulären)  Tetraeders, 
Oktaeders,  Ikosaeders.  Die  beiden  erstgenannten  Gruppen  enthalten  noch 
unendlich  viele  Arten,  entsprechend  dem  Werte,  den  man  der  in  ihnen 
vorkommenden,  positiven  ganzen  Zahl  n  erteilen  will  Dem  Werte  w  =  1 
entspricht  als  Kreisteilungegruppe  diejenige,  welche  allein  aus  der  identischen 
Substitution  besteht.     Bei   den  Diedergruppen  hat  man  den  Wert  n  =  1 


Mit  jeder  dieser  Gruppen  ist  nun  eine  rationale  Funktion  Q{r}),  welche 
ich  die  zugehörige  nennen  will,  wesentlich  verknüpft  —  wobei  indes  gleich 
hier  hervorgehoben  sei,  daß  ß  nicht  völlig  beatimmt  ist,  sondern  statt  Q 
ein  beliebiges  "' ci\_,  genommen  werden  kann.  —  Dieses  Q  hat,  gleich 
anderen  rationalen  Funktionen  von  rj,  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu 
bleiben,  wenn  auf  rj  die  Substitutionen  der  Gruppe  angewandt  werden, 
vor    allen    Dingen    aber    diese :    daß    jede    rationale    Funktion    von    rj , 
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welche  bei  den  Substitutionen  ungeändert  bleibt,  eine  rationale  Funktion 
von  Q  isf-). 

Stellt  man  die  fraglichen  Gruppen  in  den  kanonischen  Formen  auf, 
welche  GJordan  a.  a.  0.  angibt  und  mit  I  bis  V  numeriert,  so  kann  man 
für  Q  bez.  folgende  Ausdrücke  wählen: 

(1)  V\ 

(2)  »;«  +  »;■■", 

(3) 
(4) 
(5) 

die  speziell  ich  fortan  als  Ereisteilungsfun&tion  . . .  Ikosaederfunhtion  be- 
nennen will.  Es  stimmen  die  Ausdrücke  (3)  . . .  (5)  mit  denjenigen  liber- 
ein,  die  Schwarz  in  der  Arbeit  über  die  hypergeometrische  Reihe  (Grelles 
Journal,  Bd.  75  (1872/73),  S.  292 ff.  [=  Ges.  math.  Abh.,  Bd.  11,  S.  211ff.]) 
dem  Studium  des  Tetraeders,  Oktaeders,  Ikosaeders  zugrunde  legt.  In 
meiner  vorigen  Note  habe  ich  statt  ihrer  allgemeine  Ausdrücke  g 
welche  sich  auf  die  Formensysteme  des  Tetraeders,  Oktaeders, 
beziehen;  ich  kehre  hier  au  den  kanonischen  Ausdrücken  zurück,  um  die 
mitzuteilenden  Formeln  mögliehst  unmittelbar  verständlich  zu  machen.  Nur 
beim  Ikosaeder  werde  ich  gelegentlich  »;();"  + H'/" "~  l)  [homogen  ge- 
macht] durch  f,  die  zugehörige  Hesaosche  mit  H,  die  Funktion aldetermi - 
nante  {f,H)  mit  T  bezeichnen.      Man  liat  dann: 

und  der  Ausdruck  (5)  nimmt  die  Gestalt  an: 


2.  Beziehungen  zwisc/ten  den  fünferlei  Gruben.  —  Wenn  zwei  end- 
liche Gruppen  a,  b  in  der  Beziehung  stehen,  daß  a  in  b  als  Untergruppe 

M  Wegen  dar  Beweise  vgl.  meine  Arbeit  in  Bd.  9  der  Math.  Annalen  [=  Abh.  LIj,  — 
Ea  ist  interessant  die  d^ppeltpfnodiechen  Funktionen  einer  'Vanabeki  7  zu  vergleichen 
die  doch  aueh  bei  einer  allerdings  unendhchen  Oiuppe  linearer  Substitutionen  unge 
andeit  bleiben  und  insofern  den  im  Te->rte  betrachteten  Funktionen  analog  sind  Da 
es  keine  dopptltpenodiaohe  Funktion  gibt  die  einen  vorgeschriebenen  Wert  im 
Periodenparallelogramm  nur  einmal  annimmt  so  gelingt  e«  nicht  wie  im  Texte  ■Jle 
in  Betracht  kommenden  Funktionen  durch  eine  (ausj(e7eiehnete )  raticnil  auizu  irueken 
sondern  eist  durch  zw« 
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eiithalten  ft  10  ist  Öj  dmch  Q  rational  ausdi uckhai  —  Dieses  folgt 
oforfc  da  9j  eine  ^^tlonaIe  Funktion  von  >;  ist  welche  bei  den  Substitu 
tionen  \on  h  und  also  auch  bei  den  Sub=!titutionen  \on  a  ungeandert 
ble  ht      Auch  kann  man  den  Satz  umkeluen 

Die  IkL&aelergJuppe  z  E  enthalt  bekanntlich  <'eühb  ^  eischiedei  e  Uutei 
gniipei  welfhe  Im  Kreisteilungstypu''  lur  k^5  angehöre i  uid  \on 
diesen  erscheint  eme  selbst  in  kanonneher  Ffrm  wenn  min  die  Ikosaedei 
giuppe  kanonisch  dargestellt  hat  Dahei  ist  die  Ik  saedeifunktion  so  wie 
sie  ebei  angegeVen  wiide  ritional  m  »/^  —  Odei  besser  Die  II  isacdei 
gruppe  enthält  als  Untergruppen  fünf  vom  Tetraedertypus.  Bei  einer 
solchen  Tetraedergruppe  bleibt  immer  das  Ikosaeder  f  und,  doppeltzählend. 


T 

Funktion  wählen,  wenn  es  auch,  auf  die  kanonische  Form  des  Tetraeders 
transformiert,  nicht  mit  der  eben  unter  (3)  angegebenen  Tetiaederfunktion 
übereinstimmt,  sondern  eine  lineare  Funktion  derselben  ist.  Dann  muß 
die  Ikosaederfunktion   rational  in   -j   sein,  und  in  dei'  Tat  hat  man: 


144^  =  1728(1  -1728-"^    =~  (^-  10^  +  45) 


'J 


wie  ich  in  etwas  anderer  Gedankenverbindung  in  meiner  Arbeit  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  9  [vgl.  Abh.  LI,  S.  297]  angab.  Ich  werde  auf  diese 
Formel  noch  später  zurückkommen. 

3.  Die  fünferlei  Integralgleichungen.  Die  Integralgleichimgen,  wie 
ich  sie  in  der  vorigen  Note  [Abh.  LH,  S.  304]  unter  ( 1 ) . . .  ( 5 )  angab,  er- 
wachsen, wenn  man  die  fünf  jetzt  mit  (1)  ...  (5)  bezeichneten  Funktionen 
gleichsetzt  rationalen  Funktionen  einer  Veränderlichen  x,  die  ich,  im  An- 
schlüsse an  die  vorige  Note,  in  den  Fällen  (1),  (3),  (4),  (5)  einfach  mit 
M{x)  bezeichne,  während  ich  sie  im  Falle  (2)  mit  ilt{x')—  2  benenne. 
Die  Bemerkungen  der  vorangehenden  Nummer  zeigen,  daß  diese  Integral- 
gleichimgen gewisse  Zusammenhänge  aufweisen.  So  oit  z.  B.  rj^  oder  die 
(modifizierte)  Tetraederfunktion  -^  gleich  gesetzt  wird  einer  rationalen 
Funktion  von  x,  ist  auch  die  Ikosaederfunktion  einer  rationalen  Funktion 
gleich.  Dieselbe  Gleichung  zwischen  7}  und  x  tritt  also  in  verschiedenen 
Formen  auf. 

Es  ist  wünschenswert,  einer  hieraus  hervorgehenden  Unbestimmtheit 
des  Ausdrucks  dadurch  entgegenzutreten,  daß  für  die  Integralgleichungen 
ein  für  edle  mal  die  Reihenfolge  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  festgesetzt  wird, 
und  nun  jede  in  Betracht  kommende  Rdation  zwischen  tj  und  x  der 
ersten  Kategorie,  bei  welcher  sie  auftritt,  zugerechnet  wird.    Die  analoge 
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Festsetzung  wird  man  bei  den  Gleichungen  (l),  (2)  noch  einmal  treffen 
mit  Bezng  anf  den  Wert  der  Zahl  m-  —  Dies  vorausgesetzt,  sind  die 
Gleichungen  zwischen  ij  und  x  irreduzibel. 

4.  Einfluß  der  IntegrationsJconstanten.  Die  allgemeinen  Integi'al- 
gleiohungen  erwachsen  aus  den  eben  angegebenen  partikulären,  indem  statt  i] 
beliebig  ^-^-;^-^  gesetzt  wird.     Nimmt  man  nun  zunächst  den  Fall  (1)  und 


=^  1 ,  also : 

1  kann  man  statt : 


^--^Bix 


=  R{x), 


unter  < 


,  b ,  c,  d  i 


gendwelche  Größen  verstanden,  auch  schreiben 


r'ii  +  i'  '  cS+d 
Auf  diese  Weise  ergibt  sich:  Die  rationale  Funktion  von  x,  welche  in 
der  Integralgleichung  auftritt,  ist  durch  die  Differentialgleichung  in  den 
Fällen  (2),  (3),  (4),  (5)  voühommen  bestimmt,  nur  vm  FalleiX)  etiihcUt 
sie,  wenn  m  =  1  ist,  drei,  und,  jür  die  übrigen  Werte  von  n,  eine  will- 
kürliche Konstante.  Dabei  ist,  wie  im  folgenden  immer,  vorausgesetzt, 
daß  man  an  der  Verabredung  der  vorigen  Nummer  festhält. 

5.  Die  zugrunde  liegenden  Differentialgleichungen.  Setzt  man  in  die 
Integralgleichungen  (1) ...  (5)  statt  Ä(a;)  einfach  x,  so  entstehen  die  zu- 
gehörigen DifEerentialgleichungen  alle  ans  der  bei  Schwarz  (Grelles  Journal, 
Ed.  75)  diskutierten: 

M-^  +  ^S'r 


(' 


.(1 


') 


indem  man  für  l,  fi,  v  bezüglicli  einträgt; 

"'    i  _   _   i_  __ 
V    i  l 
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Ich  will  eine  solche  Grleichung  euie  Elementarghichmig  nennen  mit  den 
singulaien  Punkten  0  co  1  und  den  zugehoiigen  Exponenten  A  //  »  Es 
ist  mit  weiterhin  gelegentlich  bequem  statt  0  <x>  1  diei  behebige  Weite 
a  b  C  (von  denen  keinei  unendlich  lab)  als  singulaie  Vleite  zu  besitzen 
Fuhrt  man  zu  diesem  Zwecke  statt  x  duich  lineare  Substitution  em  ge 
eignetes  neues  ^  cm  so  nimmt  die  Differentialc,leichiu  ^  lie  >mmetris(he 
Gestalt  an: 


^(c-<.)(c-6)^^-|. 

Diese  Resultat  laßt  sich  wenn  man  von  der  allgemeinen  Theorie 
solcher  Difteienhal^lei  hungen  ausgeht"^),  von  vornherein  einsehen.  Det 
Auadruck  rechter  Hand  muß  (—  t)  ter  Dimension  sein,  weil  der  Wert 
X  ^co  nicht  smgulai  ist  Er  muß  ferner  so  beschaffen  sein,  daß  bei 
Partialbiuchzerlegung  höchstens  quadratische  und  lineare  Glieder  auftreten. 
Die  betr  Nennei  müssen  (a.  —  a)  (x  —  b)  ,  (x  —  c)  b&z.  (x  —  a),  (x  —  b), 
[x  —  c],  die  Zahlei  dei  quadiatisihen  Glieder  müssen  — ö""'  — 2~'  — 2~' 
sein.     Dadurch  abci  ist  der  Au&di  ick  vollkommen  bestimmt. 

6.  Ableitung  der  Diffei enkalgletohungen  aus  den  Integralgleichungen. 
Daß  die  Elementarglenhungen  so  wie  sie  angegeben  werden,  zu  den  Inte- 
gralgleichungen gehoien  hatte  ich  bei  der  das  vorige  Mal  eingehaltenen 
Darstellung  der  zitierten  Aibeit  von  Schwarz  entnommen.  Die  betr. 
Rechnang  wie  sie  sich  auf  Giund  dei  m  Betracht  kommenden  algebraischen 
Formens ysteme  ergibt  ist  seitdem  von  Herrn  Brioschi  in  eleganter  Weise 
entwickelt  woideu  [Math  imialen  Bd  11  (1876/77),  S.  111—114  ^  Ges. 
Werke  V  ">  205 — 210]  4bei  es  hat  wohl  Interesse  zu  bemerken,  daß 
man  dieselbe  ganz  spaien  kann  wenn  man  von  der  Definition  der  Aus- 
drücke "7  ( i; )  ausgeht  Beti  ichten  wir  z.  B.  die  Ikosaedergleiohang  in 
der  Form 

wo  ich  die  Konstanten  A,  B,  C,  D  so  wählen  will,  daß  ^  '  „  für 
x^=-a,  ö,  c  bez.  0,  oo,  1  wird.  Aus  emer  Wurzel  tj^  dieser  Gleichung 
ergeben  sich  alle  anderen  durch  59  von  vornherein  bekannte  lineare  Suh- 
stituiionen,   deren  Koeffizienten   nu/meriach  sind.     Der  Ausdruck  \ri]   ist 

^)  Vgl.  hier  und  im  folgenden  die  einschlägigen  Arbeiten  von  Fuchs, 
Schwarz  u.  a.  in  CrellcB  Journal. 
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aber  so  gebildet,  daß  er  für  jj  und  ein  beliebiges  ,  identisch  aasfällt. 

Daher  nimmt  im  vorliegenden  Falle  [j;]  für  alle  Wurzeln  der  Iltosaeder- 
gleichung  denselben  Wert  an,  ist  also  eine  rationale  Funktion  von  x. 
Mehrfache  Wurzeln  besitzt  die  Ikosaedergleichung  nun  für  x  ^  a,  x^h, 
X  =  c,  und  zwar  bez.  lauter  dreifache,  fünffache,  doppelte.  Daher  ist  die 
betr.  rationale  Funktion  vom  (— 4)-ten  Grade,  sie  wird  für  x  =  a,h,c 
im  zweiten  Grade  unendlich  und  hat,  auf  diese  Werte  bezüglich,  die  Ex- 
ponenten l^^'A,  /(  =  5,  v^2,  womit  alles  bestimmt  ist. 

7.  Einsetzung  von  R{x)  statt  [x).  Setzt  man  in  die  Elementar- 
gleichungen der  fünften  Nummer  statt  x  ein  K{x'),  so  entstehen  die  all- 
gemeinsten hier  in  Betracht  kommenden  DifEerentialgleichimgen : 

[n]-=[R]^R'  \  -V-h       ^    . ^ I- 

^  '^        ^     ^  KB  {\-R)  S(l-E)       ) 

Wir  wollen  den  Ausdruck  rechter  Hand  in  Partialbrüche  zerlegen  und 
insonderheit  auf  die  dabei  auftretenden  quadratischen  Glieder  achten.  Sei 
It.^  — ,  wo  <p,  yi  vom  Grade  n  ohne  gemeinsamen  Teiler.  Keine  der 
Wurzeln  von  ^  =  0,  »^^0,  ip  —  yj  =  0  oder  der  Funktionaldeterminante 
(^,  ^)  =  0  soll  unendlich  angenommen  werden.  Ich  neime  dann  die 
Wurzeln  von  q)  a^,  ihre  Multiplizität  ß^,  analog  bei  yi  und  ip  —  iji  die 
Wurzeln  h^,  C;,  ihre  Multiplizität  ß^,  y^.  Die  Funktional determinante  {q>,  ip) 
hat  die  a^,  bg,  c^  zu  c^  —  1,  ß^~  1,  y^  —  1-fachen  Wurzeln;  sie  besitze 
außerdem  noch  Wurzeln  d^  je  5;— l-fach.  Dann  lauten  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialbruchzerlegung  : 

1  — Kj°A^  l—ßi^li.''  l  -  y,^  v"  \  —  st 

^i;^^ +^^7^^^ +^7^^^ '^^l^^r' 

wie  man  leicht  durch  funktionentheoretische  Überlegung  oder  auch  durch 
direkte  Rechnung  findet. 

8.  Ausfallen  gewisser  Glieder  der  PartiaSbruchentmckhing .  In  den 
fünferlei  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  sind  ^,/.i,v  Brüche  mit  dem 
Zähler  1.  Es'können  also  verschiedene  Terme  «j  =  y,  ß.^—,  7;  = - 
werden.  Dann  fällt  das  betreffende  quadratische  Glied  der  Partialbruch- 
zerlegung weg.  -Da  wir  es  nun  mit  Differentialgleichungen  zu  tun  haben, 
die  durchaus  algebraische  Integrale  besitzen,  so  folgt  aus  der  allgemeinen 
Theorie,  daß  dann  auch  kein  bez.  lineares  Glied  in  der  Partialbruchent- 
wicklung  auftritt  —  wie  die  direkte  Rechnung  bestätigt.  Der  Punkt  x^a^ 
oder  b^  oder  c,.  hört  dann  also  auf,  für  die  Differentialgleichung  singulär 
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Erstes  Beispiel.     Ich  will  statt  der  Ikosaedergleichung ; 


die  folgende  betrachten: 


gesetzt,  welche  iür  ß  =  0,  oo,  1  lauter  dreifache,  fünffache,  doppelte 
Wurzeln  besitzt.  "Überdies  sind  die  Faktoren  der  Funktion aldeterminante 
(ip,  y>)  durch  H^,  f*,  T  völlig  absorbiert.  Daher  geht  die  znm  Ikosaeder 
gehörige  Elementargleichung  jetzt  einfach  über  in: 

[•)]-0, 
d.  h.  1]  ist  eine  lineare  Funktion  von  x,  wie  von  vornherein  deutlich,  da 
alle  Wurzeln  der  Integralgleichung  in  dieser  Form  enthalten  sind,  —  Man 
kann  an  diese  Umformung,  wie  an  die  später  anzuführenden,  eine  alge- 
braische Folgerung  knüpfen,  die  bemerkenswert  scheint.  Wenn  ich  drei 
ganze  Funktionen  habe,  l,  m,  n,  welche  die  Identität 

(  —  m''  +  n^  =  0 
befriedigen  wenn  feinei  die  Funktionaldeterminante  {l  ,  m^)  oder,  was 
auf  dasselbe  hmauskommt,  {l  ,  n^)  resp.  {m^,  n'^)  durch  l  m^n  ganz 
absoibieit  ist'),  so  kann  man  hinsichtlich  der  Differentialgleichung  den- 
selben Schluß,  wie  boeben,  machen,  indem  man  statt  x  einsetzt  — ^  .  Daher; 
Es  gibt  keine  anderen  Funktionen  l,  m,  n,  die  den  genannten  Bedin- 
gungen genügen,  als  12H,  f,  -=■. 

Zweites  Beispiel.    In  der  zweiten  Nummer  ist  die  Ikosaederfunktion 
rational  ausgedrückt  worden  durch  die  (modifizierte)  Tetraederfunktion  -  . 
Ich  will  nun  letztere  =  x  setzen,   oder,  der  größeren  Deutlichkeit  wegen, 
=  — .     So  hat  man,  bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor: 
U4T^{ri)  =  x^(x^  -  l(ix,x„^  +  i5x^f, 

i2''-H^{ri)=  —  {x^—  nx^x^^Ux^){Xj  —  Qx^f. 
Die  Fiinktionaldeterminante  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  ist 
{x^  -  lOa;,^;^  -j- ihx^)-x^-(x^-  Sx^J^. 
')  Dieses  heißt  hier  nichts  anderes,  aJfi  daß  l   ,  m'',  m^  vom  ßechzigsten  Grade  sind. 
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Daher:  Die.  Differentialgleichung  des  Ikosaeders  weist  nach  der  Substi- 
tution nur  drei  singulare  Stellen  auf,  nämlich  —-  =  0  und  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  xf  —  11  x^^  x^ -^  6i  x^  ^  0 .  Die  zugehörigen  Ex- 
ponenten sind  bez.  -g,  -s^,  ■^.  Mit  anderen  Worten:  wir  haben,  wie  es 
von  vornherein  zu  erwarten  war,  die  E  lern  entar  gl  eich  nng  des  Tetraeders 
erhalten.  Transformiert  man  x  in  der  Weise  durch  lineare  Substitution, 
daß  0,  CO,  1  die  singulären  Werte  werden,  so  transformiert  man  gleich- 
zeitig j  in  die  kanonische  Form  der  Tetcaederfunktion. 

9.  Bestimmung  des  R  (x)  aus  den  quad/ratischen  Gliedern  der  Partiul- 
hruchentwicklwrig .  Fragen  wir,  wie  weit  R{x)  durch  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialbruchz  er  legung  bestimmt  ist.  Ich  will  dabei,  der 
Kürze  wegen,  allein  den  Fall  des  Ikosaedei«  in  Betracht  ziehen,  wo  also 
i=_,  ^  =  -. ,  v^=—.  Unter  den  Wurzeln  von  ^n  =^  0  zunächst  unter- 
scheide man  drei  Kategorien,  die  als  öj,  al,  a"  bezeichnet  sein  sollen. 
Die  ersteren  haben  eine  Multiplizität  W;,  welche  keine  durch  3  teilbare 
ganze  Zahl  ist.  Die  Mirltiplizität  der  «/  sei  gleich  3,  die  der  al'  gleich  3«", 
wo  «/'  eine  von  Eins  verschiedene  ganze  Zahl.  Eine  analoge  Unterschei- 
dung treffe  man  bei  den  Wurzeln  von  ifi  mit  Rucksicht  auf  die  Zahl  5, 
und  bei  den  Wurzeln  von  ip  —  ip  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl  2.  Dann 
erfährt  man  aus  den  quadratischen  Gliedern  der  Partialbruchzerlegung,  da 
3,  5,  2  relative  Primzahlen  sind,  unmittelbar  den  Faktor  TT(a;  — öj)  'von 
(p,  den  Faktor  T\[x  —  b^)  '  von  y),  den  Faktor  T[{x  —  cj  '  von  (171  —  ip\ 
endlich  das  Faktorenaggregat: 

T\[x  -  <}"'"  T\{x  -  h'^f  J\{x  "  cD''"  n(a;  -  d.)"' . 

Unbekannt  ist  es  zunächst,  welche  dieser  Faktoren,  und  zunächst  auch, 
wie  viele  an  <p,  ip,  rp  —  y  abzugeben  sind,  resp.  welche  allein  der  Funk- 
tional deteiminante  angehören.  Aber  da  tp,  ip,  (p  —  y>  denselben  Grad  n 
haben  sollen  und  die  Funktionaldeterminante  den  Grad  2n  —  2,  so  erweist 
sich  in  jedem  Falle  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Verteilungsweisen  als 
möglich  und  vor  allen  Dingen  ist  n  nur  unter  einer  endlichen  Anzahl  von 
Werten  auszusuchen. 

Eine  weitere  Reihe  von  Relationen  zur  Bestimmung  der  in  ip,  tp 
noch  unbekannten  Koeffizienten  erhält  man  dann  aus  der  Identität: 

(p)-(v)  =  (9'- v), 
wie  in  der  folgenden  Nummer  an  einem  Beispiel  ausgeführt  ist. 
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10.  Beispiele  für  die  Bestimmung  vtmR{x).  Wenn  eine  Difiereiitial- 
gleiehung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Art  nur  drei  singulare  Puniite 
hat,  d.  h.  eine  Elementargleiehung  ist,  so  ist  sie  durch  die  quadratischen 
Glieder  der  Partialbruchzerlegung  völlig  bestimmt,  mid  also  muß  sich  auch 
R[x")  allein  aus  ihnen  gewinnen  lassen.  In  Abschnitt  VI  der  zitierten 
Arbeit  hat  Herr  Schwarz  eine  Tabelle  der  in  dem  dort  definierten  Sinne 
einfachsten  fünfzehn  Elementargleichungen  gegeben,  welche  durchaus  al- 
gebraische Integrale  besitzen,  und  Herr  Brioachi  hat  für  die  größere  Zahl 
dieser  Fälle  den  Wert  der  Funktion  R{x)  abgeleitet  [Math.  Annalen, 
Bd.  II  (1877),  S.  410  =  Wetiie  V,  S.  222].  Ich  will  hier  auf  Grund  der 
Auseinandersetzung  der  vorangehenden  Nummer  das  Resultat  angeben  für 
die  drei  von  Herrn  Briosehi  nicht  behandelten  [an  sich  Icomplizicrteren ] 
Fälle  XII,  XIV,  XV  der  Schwarzsehen  Tabelle. 

Betrachten  wir  vor  allem,  des  Beispiels  wegen,  den  Fall  XIV.  Es  handelt 
sich   um   die  Elementargleichung,    die   ich  in  allgemeiner  Form  schreibe: 


+  1^(0 -«)(«- 6)/, 

für  die  ,  ,,  . 

^"8-     ''-5'     '-a- 
Von   vornherein   ist   klai*,    daß  diese   Di  Seren  tia  Igle  ichmig    (da   man  weiß, 
daß  sie  durchaus  algebraische  Integrale  hat)  zum  Ikosaedertypus  gehört, 
weil    die   Wenner    3   und  5    gleichzeitig   auftreten.     Setzen   wir    also    das 
Integral  in  der  Form  an: 

1728  ^> -'  =  -''-. 

f  {•/)        1' 

Es  muß  dann  tp  neben  dem  einfachen  Faktor  (x  —  a)  mir  noch  dreifache 
Faktoren  haben,  ip  neben  dem  doppelten  Faktor  {x  —  b)  niu:  noch  fünffache 
Faktoren,  q>  —  ip  neben  dem  einfachen  Faktor  [x  —  c)  nur  noch  doppelte. 
Die  Funktionaldeterminante  ((p,  ijj)  darf  keine  anderen  Faktoren  besitzen, 
als  die  bereits  in  tp,  ij^,  <p  —  ip  enthaltenen.  Hieraus  folgt  vor  allem, 
daß  9>,  v'  vom  siehenten  Grade  sind,  und  man  hat  folgenden  Ansatz: 
unter  Q,o,t  Polynom,e  vom,  Grade  2,  1,  3  mit  nicht  verschwindender 
Diskriminante  verstanden,  soll  man  haben: 

(x  —  a)o^  —  (x  ~h)   o"  ~r^  (x  —  c)  t^ . 
Da  B{x)   im  vorliegenden  Falle   durchaus   bestimmt  ist  (n.  4.),  so  folgt; 
Das  so  formvMerte  algebraische  Problem  hat  eine  und  nur  eine  Lösung. 
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Ich  habe  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  genommen  6  =  —  I ,  c  =  0 
und  die  lineare  Punktion  ö  =  Konstans.  Sei  dann  zunächst  g,  bis  auf 
eine  Konstante,  ^x"^  -\-  Ax  -^  B.  Die  Funktion  t  ist  einfacher  Faktor 
der  Funktionaldetermiuante  von  {x  —  a)o''  und  (x  —  b)  a^;  sie  ist  also 
gleich  zu  setzen: 

z  ^  {x  -  2a  -  1) {x^  +  Ax  +  B)  -  ^-i {x  +  1)  {x  ~  a)  {2x  +  A) 
und  die  zu  erfüllende  Identität  lautet: 
0{x-a)  (x^  +  Ax  +  Bf  +  D{x  +  if 

=  x{{x  -  2a  -  l){x-  ^  Ax  +  B)  ~  Z{x  -\-  l)  {x  ~  a){2x  +  A)Y 
Durch  die  Betrachtung  der  Werte  a;  =  co,  0  ergibt  sieh: 

C  =  25,     D=  ~25«S*, 
und    die   nun   noch   unbestimmten   Koeffizienten  gewinne  ich,    indem   ich 
verlange,    daß   die  von  {x'^ -\- Äx -\- B)  freien  Glieder,    zusammengezogen, 
wieder  durch  x"^ -\- Ax -^  B  teilbar  sein  sollen.    Dies  gibt  eine  überzählige 
Anzahl  von  Gleichungen,  welche  das  eine  Löaungssystem; 

'^  -  '■'    64   '  ^  —    64    '  -^  ^  6t 

besitzen.     Also   findet   man,   wenn    man  noch,   um  Brüche  zu  vermeiden, 
alle  Glieder  der  Identität  mit  64     multipliziert : 

^--=25(643;+ 7-27)  (64ic^  +  7- 19»;  +  4fl)', 
V--25-7'-27.tx  +  l)', 
,/,-,/,  =  a;  {2  (32x  +  157)  (64a:=  +  7  ■  Idx-]-  49) 

-3(ie+I)  (64a! +  7-27)  (128iC+ 7-19)}". 
Dabei  sind  als  singulare  Werte  genommen: 

a=— -g^--,     6=  —  1,     c  =  0. 
Durch  ähnliehen  Ansatz  ergibt  sich  bei  XII: 
-  _  1  _2_  _  1 

^  =  3;«(a:  +  5)'  (a!  +  8), 
,^^64  (3a;-  1), 
(p-  j/^  =  (a:s  +  9a;^+  12  a:-  8)^ 


j=_  8,     b^  -5,     c-- 


wo  genommen  ist: 

[und  bei  XV, 

A  =  ■^-  =  -        v  =  - 

9^  =  (5a: -27)  (125  0!»- 25a:- 
V— -2"■3'■5'^;■'(a:+l)^ 
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(p-y>  =  {(12bx^~2bx''-2Gbx~24:3)  (20^;^  -  125a:  -  81) 

-  15  3:(53;-27)  (s  +  1)  (JSx^  -  lOx  -  öS)}\ 
iür 

a^-l,     6  =  0,     c=-l]'). 

11.  Geometrische  Deutung  des  Satzes  der  neunten  Nummer.  Die 
59  verschiedenartigen  Drehungen,  welche  ein  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung 
bringen,  zerfallen  in  drei  Klassen:  in  solche  von  der  Periode  3,  von  der 
Periode  5,  von  der  Periode  2  (vgl.  die  zitierte  Arbeit  von  Gordan).  Die 
ersteren  geschehen  um  Achsen,  welche  zwei  Ecken  des  Pentagondodekaeders 
miteinander  verbinden;  analog  verbinden  die  Drehachsenj  welche  bei  der 
zweiten  und  dritten  Kategorie  auftreten,  bez.  zwei  Ecken  des  Ikosaeders 
oder  des  Triakontagons.  —  Aus  diesen  59  Drehungen,  denen  man  als 
sechzigste  die  Identität  ziiiügen  mag,  kann  man  imendlich  viele  machen, 
wenn  man  ganze  Umdrehungen  in  beliebiger  Muitiplizität  zuläßt  und  mit- 
zählt. Diese  ganzen  Umdrehungen  können  dann  nicht  nur  um  eine  be- 
liebige unter  den  dreierlei  eben  genannten  Achsen  stattfinden,  sondern  auch 
um  irgendeine,  «u,  der  Figur  des  Ikosaeders  in  keiner  notwendigen  Be- 
ziehwig  stehende  Achse.  —  Interpretieren  wir  jetzt  das  »;,  welches  mit  x 
durch  die  Differentialgleichung  verbunden  ist,  in  geeigneter  Weise  auf  der 
Kugelfläche,  lassen  dann  a;  einen  singulären  Punkt  umkreisen,  so  wird  die 
lineare  Substitution,  welche  rj  dabei  erfahrt,  vorgestellt  durch  eine  Drehung 
der  Kugelfläche,  welche  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringt.     Sei 


')  [Beim  Wiederabdruck  wurde  ein  Rechenfehler,  auf  den  mioLCayley  1880  brief- 
lich aufmerksftin  gemacht  hatte  (vgl.  Matk.  Ännalen,  Bd.  17,  S.  66,  Fnßnote),  korri- 
giert. —  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  diejenigen  Werte  von  ip,  y  und  q/  —  ip 
mitzuteilen,  weiche  0.  Fischer  auf  S.  32  seiner  Dissertation  „Konforme  Abbildung 
sphärischer  Dreiecke  aufeinander  mittels  algebraischer  Punktionea"  (Leipzig  1885) 
angibt,  indem  er  gleich  wie  Brioschi  (a,  a.  U.)  in  den  anderen  Fällen  auch  in  den 
Fällen  XII,  XIV,  XV  die  Punkte  0,  CO,  1  als  singulare  Stellen  einführt.  Man  erhält 
durch  geeignete  lineare  Transformationen: 
im  Falle  Xli: 


,p  =  9/:,{x-rf{Zx-2')\ 

V  =  -2^3\  +  2*)^ 

•p- 

-V  =  (3'3:'  +  3^97s°-2°.3^I9*-| 

FalU 

»  XIV: 

?.  =  a:(2^3^3^ä-3".7.I3a:-a"-7)' 

V  =  (3".7^-2")', 

■  •?- 

-V  =  C^-I)  (2^3'i■3-3^5.11a:^- 

Falle 

1  XV: 

95=^2*a:{3°j:»-3^5^«^  +  a".23a'- 

V  =  5'(^-l)'(3'i^  +  5)', 

<P- 

-V={2.3''3;=-3'.5'a'-2'-3''.S" 

y  Google 


318  Substitutionsgr tippe  11  und  Gleichungstheorie. 

der  Exponent  des  singulären  Punktes  mit  h  bezeichnet,  so  beträgt  die 
Winkelgröße  der  Drehung  ^kn.  Daher,  solange  Ic  einen  der  Nenner  3, 
5,  2  besitzt,  geschieht  die  Drehung  notwendig  um  eine  unter  den  dreierlei 
vorab  unterschiedenen  Äcbscn.  Wenn  aber  k  eine  ganze  Zahl  ist  (die  man 
>  1  annehmen  kann,  da  ^  =^  1  ohne  Bedeutung  ist),  ao  ist  von  vornliereiii 
über  die  Richtung  der  Drehachse  gar  nichts  bekannt. 

12.    Primjormen   hei   linearen   Differentialgleichungen   zweiter    Ord- 
nung.    Die  Lösungen  tj  der  Differentialgleichung: 

sind  bekanntlich  gleich  den  Quotienten  -—  zweier  (beliebiger)  Partikular- 
iöaungen  jeder  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


p{^). 


Zur  Kenntnis  der  tüT  solche  j/^,  p^  im  Sinne  des  Herrn  Fuche  (Grelles 
Journal,  Bd.  81  (ISTß),  S.  97ff.)  geltenden  Primformen  gelangt  man  in 
einfachster  Weise,  wenn  man  von  der  für  jj  bestehenden  Integralgleichung 
ausgeht,  sie  diffetentiiert  und  statt 

nach  einem,  bekannten  Satze  einträgt : 


Hat  man  z.  B.  die  Ikosaedergleichung : 

17ä8^^  =  _ß(a,), 
so  folgt: 

und  da  3  i7  f  —  Sf  H  bis  aui  einen  Zahleniaktor  mit  T  identisoli  ist: 
(,  s'(,j-T(,)    -Sri, _ 

Hiec  nun  multipliziere  man  beiderseits  mit  yf{r]).     So    entsteht    rechter 


Hand  yf{yi,y^)  (homogen  in  j/j,  y^  geschrieben),  links; 
\fV    \fl       b'  e 
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Mithin  ist: 

nimmt  ?nan  also  z.B.  p  =  0,   so   ist,    wie  auch  Herr  Brioschi  angibt 
(Math.  Annalen,  Ed.  11,  S.  406)  f(y^,  y^)  rational. 

In    ähnlicher  Weise   erhält   man  für  die   verschiedenen  Fälle  [indem 
man  unter  C  jeweils  eine  willkürliche  Konstante  versteht]: 

(I)  .j.^Ce-'-I"'^^-^'. 
y,  =  Ce    'J        ■-^-. 

(II)  »,!/,- C«  ■'       ■ —  i~     ' 

y;~s;~20'e  ' J      -^ — ^^ — . 
(iii)  ä,;  -  3  y-  3  y;y;  - ,,;  -,  o'  ,'"''"■  —^^f-'^ , 


(IV) 

!/,'  +  "!/,*!/,'  +  rf  -  C'-e"''"'-  "-'^,7-  , 
Si"  -  33.»,"!/,'  -  33!,,'ä,|  +  j,"  ^  C".e"'J'"".?'it 'J'. 

(¥)      vI?ä,,!,,(!,;«  +  iii/;!/,'-i,f)_c'  e-''J"'".5!i|=-il', 

-(!/r  +  »r)  +  228(Si"!/="-S,'!/,'")-'lM<!'f 

_     10  _.~ioJ,i.   ü'(Ji-i)' 
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(y',°  +  V?)  -  522  (yfyi  -  vlvi')  -  10005(j,'>,'°  +  yi'yT) 

^c^e-"'"-."""',;:"'-. 

B  ■ 
Mit  diesen  Formeln  scheinen  die  Fragen,  welche  man  hinsichtlich  der 
Existenz  mid  Art  der  Primformen  bei  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  stellen  kann,  vollkommen  beantwortet").  Ich  will  hier 
noch  diese  Bemerkung  zufügen.  Wählt  man  statt  R[x)  einfach  x,  so  kann 
man  bekanntlich  y^,  y^  ansehen  als  Partikularlösungen  der  hypergeome- 
trischen Differentialgleichung: 

d^'y    I   r-[a  +  ß  +  \)x    dy_ »ß  f, 

dx'  "'"         xil-x)        'die        x{\-x)  ^       "' 

wo  (1— >•)  ,  [cc  —  ß)  ,  (y  —  <^  —  ß)  in  irgendeiner  Reiheafolge  gleich 
sein  müssen  den  Exponentenquadraten  X  ,fi^,v^.  Nimmt  man  nun  ins- 
besondere, in  Übereinstimmung  hiermit,  in  den  fünferlei  Fällen,  «,  ß,  y 
bez.  gleich; 


(I) 

i 

(II) 

1 

2n> 

(III) 

~12' 

(IV) 

] 
'24  ' 

m 

11 
60  ' 

so  werden 

die 

Primformen : 

y 

?/ii/... 

yt 

+  2 

Ivl-yt'   yxVtiyl-y*)^ 

einfach  konstant  (vgl,  auch  Herrn  Brioschis  Note.   Math.  Ännalen,  Bd.  11, 


München,  im  April  1877, 

i*)  Eine  andere  Seite  der  Frage  ist  in  dorn  ^uhatzi  lon  dordan  ui  den  MiLli, 
Annalen,  Bd.  12  (1877),  S.  147  bis  I6G  erledigt  [namlieh  durrh  lolle  BeBtjmmung  der 
jeweils  niedersten  Primform  aus  der  von  Fuoha  angegebenen  Definition,  daß  für  sie 
sämtliche  Kovarianten  niederer  Ordnung  identisch  verschwuiden  sollen  —  Genaueres 
zur  Durohfiihrung  der  Betrachtungen  der  ia  n  1  verlangten  Ansätze  fandet  man  in 
meiner  autographierten  Vorlesung  über  lineare  DiSerentialsleichungen  lon  1*^94  vgl. 
auch  den  Hinweis  in  dem  unten  als  Nr.  LXIX  abgedrui'kten  Selbstreferat      K 
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[Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),; 

In  dem  Aufsatze:  „Über  binäre  Formen  mit  linearen  Transforma- 
tione in  sich  selbst'\  den  ich  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  9  (1875)  [vor- 
stehend als  Äbh.  LI  abgedruckt]  veröffentlicht  habe,  bin  ich  zu  einem 
merkwürdigen  Zusammenhange  geführt  worden,  der  zwischen  dem  Ikoaa- 
eder  und  der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  besteht.  Indem 
ich  die  letztere  benutzte,  gelang  es  mir,  die  Gleichung  zwölften  Grades, 
welche  in  dem  dort  erläuterten  Sinne  ein  Ikosaeder  vorstellt,  in  quadra- 
tische Faktoren  au  spalten  und  also  zu  lösen.  Bemerkenswert  mußte 
schon  damals  die  Leichtigkeit  erscheinen,  mit  der  es  gelang,  gewisse  in 
der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  auftretende  Resolventen 
sechsten  und  fünften  Grades  abzuleiten  und  in  ihrem  Zusammenhange  zu 
erkennen.  Aber  ich  bin, erst  durch  Gordan,  mit  dem  ich  diese  Gegen- 
stände ausführlich  besprach,  veranlaßt  worden,  die  Frage  umzukehren  und 
zu  versuchen,  geradezu  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  aus 
der  Betrachtung  des  Ikosaeders  abzuleiten.  In  der  Tat  gelang  es  mir  — 
im  steten  Verkehre  mit  Gordan  —  nicht  nur  sämtliche  algebraische  Sätze 
und  Eesultate,  welche  Kronecker^)  und  Brioschi*)  in  dieser  Hinsicht^ 


')  Die  Mer  in  Betracht  kommenden  Mitteüungen  von  Kronecker  Bind;  Estradt 
d'une  lettre  ä  Mr.  Hermite,  Comptos  Rendus  1858,  1,  16.  Juni  (Bd.  46)  «nd:  Über  die 
Gleichungen  fünften  Grades,  Monatsberichte  der  Berh'ner  Akademie,  1861,  abgedruckt, 
in  Grelles  Journal,  Bd,  59  (1861). 

^)  Brioschis  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  folgende:  Sulle  equazioni  del  mol- 
tiplioatore  per  la  tiansformazione  del!e  fanaioni  elÜtiohe  (Annali  di  Tortolini,  t.  1,  1858, 
S.  175);  Sulla  riBoIuzione  dell'  equazioni  di  quinto  grftdo  (Ebenda  8.  256,  326);  Sul 
metodo  di  Kronecker  per  la  rieoluzione  delle  equazioni  di  quinto  grado  (Atti  del 
Istitnto  Lombardo,  1,  1858,  S.  275);  8nr  diverses  6quationB  analoguee  aus  öquations 
modulaires  dane  la  th^orie  des  f onctions  elliptiques  (Comptes EenduE,  1858,  2  (Bd.  47), 
S.  337) ;  Sulla  risolvente  di  Maltatfci  per  le  equazioni  del  quinto  grado  (Annali  di 
Tartolini,  t.  5,  1863,  8.  2S3);  Sopra  alcune  nuove  relazioni  modulari  (Atti  della  R. 
Accademia  di  Napoli,  vol.  3,  1866);  La  soluzione  piü  generale .  delle  equazioni  del 
quinto  grado  (Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  1,  1867,  S.  222,);  Sur  l'öquation  du 
oinquieme  degrö  (Comptes  Beudus,  1875,  1  (Bd.  80));  Sopra  una  classe  di  forme 
binarie  (Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  8,  1876,  S.  24).  Brioachi  wird  binnen 
kurzem  in  den  Math.  Annalen  eine  zusammenfassende  Datstellung  seiner  Unter- 
suchungen geben.  [Dies  ist  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  13  (1878),  S.  !09— !60  ge- 
schehen. Man  vergleiche  übrigens  auch  die  gesammelten  Werke  Brzosehis.] 
Klein,  Gpssmmelte  raath.  Abhajiäluugen.  II.  21 
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zum  Teil  ohne  Beweis  —  publiziert,  haben,  aus  einer  Quelle  naturgemäß 
abzuleiten,  sondern  ihnen  auch  neue,  und,  wie  ich  glaube,  wesentliche 
Beiträge  hinzuzufügen.  Ich  veröffentlichte  hierüber  nacheinander  drei 
Noten  in  den  Erlanger  Berichten*)  (Weitere  Untersuchungen  über  das 
Ikosaeder  I,  II,  III,  13.  November  1876,  15.  Januar  und  9.  Juli  1877), 
die  ich  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  in  umgearbeiteter  Form  repro- 
duziere. Ich  habe  dabei  vorab  alles  das  noch  ausgeschlossen,  was  auf  die 
Definition  der  in  Betracht  kommenden  fundamentalen  Irrationalitäten  durch 
elliptische  Eunktionen  Bezug  hat*)  und  darum  Hermites  Lösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades^)  im  folgenden  nur  beiläufig  erwähnt.  Mich 
zwang  dazu  die  Fülle  des  Stoffes  und  der  Wunsch,  dem  Zusammenhange 
mit  den  elliptischen  Funktionen  noch  eine  eingehendere  Untersuchung  zu 
widmen^).  So  besteht  das  Folgende  aus  drei  Abschnitten.  In  dem  ersten 
desselben  erläutere  ich  verschiedene  Eigenschaften  der  Ikosaedergleichung, 
die  mir  von  Interesse  erscheinen.  In  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitte 
schließe  ich  daran  zwei  Anwendungen.  Die  erbte  bezieht  i  ch  auf  ein 
Problem,  welches  im  wesentlichen  identisch  ist  mit  der  Losung  derjenigen 
Gleichungen  sechsten  Grades,  die  ich,  einem  Vorsrhlage  Brioschis  folgend 
als  Jacobisehe  Gleichungen  bezeichne.  Die  zweite  bcichaftigt  sich  mit 
den  Gleichungen  fünften  Grades;  es  gelingt  mii  diejenigen  Gleichungen 
fünften  Grades,  bei  denen  die  Summe  der  \\urzeln  und  die  Summe  der 
Wurzelquadrate  verschwinden,  expUzite  mit  Hilfe  emfr  Ikosaedergleichung 
zu  lösen,  und  dadurch  einen  neuen  Weg  zur  Lo=iung  der  allgemeinen  Glei 
chung  fünften  Grades  zu  finden. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  letzten  Abschnitt  muß  ich  gleicn  1  ler  ein 
Zitat  zufügen  auf  eine  Note,  welche  Gordan  neuerdings  m  den  Erlangei 
Berichten  veröfEentlichte  (9.  Juli  1877:  Über  die  Auflösung  der  Gleichungen 
fünften  Grades)  und  die  ausgeführt  demnächst  in  den  Math  Annalen  er 
scheinen  soll'}.  Einmal  hat  Gordan  einen  Teil  der  Reaultate  welche  ich 
in  dem  genannten  Abschnitte  zur  Darstellung  hrmge    seinerseits  gefunden 

')  Siehe  auoh  eine  Mitteilung  von  BrioBohi  an  die  4c  aiema  dei  Lincei  De 
cember  1876.     [=  Werke  Bd.  III,  S.  357.] 

*)  Vgl.  indes  eine  Notiz  Ton  mir  in  den  Eendiconti  del'  Istituto  Lombardo 
Ser,  n,  t.  10  vom  6.  April  1877. 

^)  Sur  la  r^solution  de  l'^quation  du  cinqui^me  degr^;  Comptes  Eendus  18S8, 
1  (Bd.  46).  Mau  vergleiche  zumal  noch  die  zweite  hierher  gehörige  Arbeit  Hermitee; 
Sur  l'^quation  du  einquitoe  degrö;  Comptes  Rendos  1865,  2  (Bd.  61)  und  1866,  I 
(Bd.  62)  (  =  Werke  Bd.  U,  S.  5  u.  347j, 

^  [Die  betreffenden  Untersuchungen  habe  ich  unter  dem  Titel  „Über  die  Trane- 
formatioD  der  elliptiechen  Funktionen  tmd  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades"  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878)  veröffentlicht,  Sie  kommen  in  Bd.  3 
dieser  Gesamtausgabe  zum  Abdruck.     K.j 

=)  [DaB  ist  in  den  Math.  Anaalen,  Bd.  13  (1878),  8.  375—404  geschehen.  Vgl. 
auoh  den  am  Ende  gegenwärtiger  Abhandlung  auf  S.  380  folgenden  Zusatz.] 
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und  in  geschicktere  Form  gebracht,  andererseits  dieselben  in  eigenartiget 
Weise  mit  der  Invariantentheorie  gewisser  doppelt  binärer  Formen  verknüpft. 
Ohne  hier  näher  darauf  einzugeben,  will  ich  doch  das  allgemeine  Prinzip 
bezeichnen,  welches  sich  durch  diese  verschiedenartigen  Arbeiten  immer 
deutlicher  herausstellt  und  das  für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
von  weitreichender  Bedeutung  zu  werden  scheint,  ein  Prinzip,  zu  dem  ich 
von  anderer  Seite  kommend  bereits  1871  in  Bd.  4  der  Math.  Annalen  geführt 
worden  bin  (Über  eine  geometrische  Eepräsentation  der  Kesolventen  alge- 
braischer Gleichungen  [vorstehend  als  Abh,  L  abgedruckt]).  Beim  Ikosa- 
eder  sind  die  60  Vertauschungen  der  Wurzeln,  welche  die  Ualoissche 
Gruppe  ausmachen,  dargestellt  durch  60  lineare  Substitutionen,  denen  eine 
beliebige  der  Wurzeln  unterworfen  wird.  Infolgedessen  stehen  beim  Ikosa- 
eder  die  Theorie  der  Eesolventen  und  die  Theorie  der  Invarianten  in  der 
all  erinnigsten  Beziehung,  und  man  kann  jede  derselben  fordern,  indem  man 
von  der  anderen  Gebrauch  macht.  Ähnliche  Vorteile  stellen  sich,  ivie 
man  zeigen  kann,  jedesmal  ein,  wenn  die  Vertaitsehungen  der  Galois- 
schen  Qrv/ppe  ersetzt  sind  durch  lineare  Substitutionen  einer  gewissen 
Zahl  Veränderlicher. 

Diese  Art,  die  Invariantentheoiie  zu  verweiten,  ist  veisohieden  von 
der  sonst  versuchten,  statt  dei  KoeÜizienten  einer  Gleichung  n-ten  Grades 
von  vornherein  die  Invarianten  der  entsprechenden  binaren  Foim  »-tu 
Ordnung  einzuführen.  In  dei  Tat  scheint  das  letztere  Veifabren  im  all- 
gemeinen nicht  zweckmäßig.  Die  Gleichungen  fünften  Grades  z  B  ,  wie 
sie  im  dritten  Abschnitte  der  Untersuchung  zugrunde  gelegt  weiden,  sind 
in  diesem  Sinne  von  den  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Giades  nicht 
verschieden.  Und  doch  gestaltet  sich  ihze  Auflosung  wesentlich  leichter 
als  die  der  allgemeinen.  [Der  tiefere  Grund  für  die  Unzweckmäßigkeit 
der  Heranziehung  der  gewöhnlichen  binären  Invariantentheorie  an  dieser 
Stelle  ist,  daß,  bei  gegebener  Gleichung  f{y]=^-0,  die  Anwendung  einer 
beliebig  gewählten  linearen  Substitution  auf  y  bei  der  Willkür  der  Sub- 
stitutionskoeffizienten den  Eationalitätsbereieh  in  unkontrollierbarer  Weise 
ändert,  man  also  einer  anderweitig  entstandenen  Gewöhnung  zu  liebe, 
Ungleichartiges  zusammenfaßt.  Anders  bei  der  Untersuchung  betr.  Ab- 
zahlung und  Trennung  der  Wurzeln  von  f{y)  =  0:  bei  ihr  ist  die  linetu-e 
Substitution,  insofern  sie  die  Stetigkeitsverhältnisse  aufrechterhält,  durchaus 
am  platze.  Unter  dem  doppelten  hiermit  festgelegten  Gesichtspunkte  sollten 
die  sämtlichen  Arbeiten,  welche  die  Invariantentheoretiker,  von  Cayley 
beginnend,  der  Gleichungslehre  gewidmet  haben,  einer  genauen  Revision 
unterzogen  werden.]  *) 

*)  [Zusatz  beim  Wiederabdruck,  don  ich  der  Deutlichkeit  wegen  noch  zugefügt 
habe.     Vgl.  auch  Ikoaaederbuch,  S.   139,   140.     K,] 
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Abschnitt  I. 
Die  Ikosaedergleichiing. 

§1- 
Das  Fundamentalproblem. 

Unter  einem  Ikosaeder  schlechthin  verstehe  ich,  wie  früher,  eine  ge- 
wisse binäre  Form  zwölfter  Ordnung  f{ri^,  t]^).  Daa  volle  System  ihrer 
Kovarianten  besteht  aus  der  Hesseschen  H  und  der  Funktionaldetermi- 
nante [f,H)=^T,  deren  Quadrat  sich  linear  aus  f^  und  H^  zusammen- 
setzt. Als  Fundamentalproblem  mag  dann  das  folgende  hingestellt  sein: 
Es  sind  die  numerischen  Werte  gegeben,  welche  f,  H,  T  für  getoisse  Werte 
von  t}^,  %  annehmen;  man  soll  %,  tj^  berechnen.  Dies  ist  die  allge- 
meinste Formulierung,  an  deren  Stelle  ich  fast  durchgängig,  wenn  nicht 
das  Gegenteil  bemerkt  wird,  eine  viel  speziellere  setze.  Bei  derselben  ist 
fi'lx'V^)  '■^  ^^^^^  kanonischen  Form  gegeben,  also  z.  B.  in  derjenigen, 
welche  Schwarz  in  der  öfter  zu  zitierenden  Arbeit")  benutzt  und  die  ich 
ebenfalls  in  meinem  früheren  Aufsatze  verwandte: 

Man  hat  dann  für  H,  T:  ^'') 

12'' H  ^  -  (vl°  +  Vi°)  +  ^^^  (Vi^  Vt  -Vfv^'')  -iMi]^''^]}'' 
1 2  r  -  ivr  +  Vf )  -^  522  {vi'  v^  -  vt  vi")  -  10005  (ijf  )?f  -  vl"  vT) 
mit  der  Relation; 

(1)  r'=  12/-^-12*^'. 

Es  handelt  sich  wieder  darum,  wenn  die  Zahlenwerte  von  f,  H,  T  ge- 
gegeben  sind  (in  Übereinstimmung  seihstverstcmdlich  mit  der  Bedin^ng  (1)), 
tj^  und  j/g  zu  bestimmen.  Ich  werde  weiterhin  zeigen  (§  5),  wie  sich  die 
allgemeinere  Fragestellung  auf  diese  speziellere  aurtickführen  läßt. 

Als  IkosaedergleichuTig  (im  weiteren  oder  spezielleren  Sinne)  bezeichne 
ich  dann  diejenige  Gleichung  sechzigsten  Grades,  von  der  das  Verhältnis 
7/  ^  ~  abhängt.    Geht  man  von  der  kanonischen  Darstellung  aus,  so  lautet 

sie  einfach  „3,         , 

■■  ~~'  '^'  =  Konst. , 
^___„  /(-;„';) 

*)  Über  diejenigen  Fälle  in  welchen  die  Gauß'selie  hypergeometriBche  Reihe 
eine  algebraische  Punktion  ihre«  vierten  Elementes  darstellt.  Orellee  Journal,  Bd.  75 
{1872)8.292—335.     [=  Ge=i   math   Abhandl.,  Bd.  II,  8.  211— 259j. 

'")  [Die  links  bei  H  und  T  auftietenden  Zahlenfalttoren  12^  und  12  sind  in 
meinem  Ikosaederbuoh  ueggelansen     Die  Relation  heißt  dann; 
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oder,  wie  ich  gewöhnlich,  echreibe: 

Dabei  iieime  ich  X  den  Parameter  der  Ikosaedergleichurtg.  —  In  dem 
allgemeineren  Falle  hat  man  linker  Hand  nur  einen  invarianten  Faktor 
zuzusetzen,  um  Homogeneität  in  den  Koeffizienten  herzustellen.  Versteht 
man  unter  B  die  in  meiner  früheren  Arbeit  [Äbh.  LI,  S,  21)1]  definierte 
Invariante,  so  hat  man: 
(2a)  -5.144.i^^..,..)^^_ 

Man  sieht:  der  Unterschied  zwischen  dem  Funda  mentalprob  lern  nnd  der 
Ikosaedergleichung  ist  dieser:  bei  dem  ersteren  handelt  es  sich  um  eine 
Frage  aus  der  binären  Formentheorie,  bei  der  letzteren  um  eine  Gleichung 
mit  einer  Unbekannten.  Es  ist  vorteilhaft,  zwischen  diesen  Fragestellungen 
zu  wechseln.  Die  Ikoaaedergleicbung  gewährt  im  allgemeinen  zur  ersten 
Orientierung  die  bessere  Übersicht;  aber  gewisse  tiefer  liegende  Fragen 
lassen  sich  nur  mit  Hilfe  der  binären  ÄuffasBung  erledigen.  Ganz  ähnlich 
ist  es  bei  den  Untersuchungen  über  lineare  Difierentialgleiobungen  zweiter 
Ordnung  mit  algebraischen  Integralen,  die  ich  neuerdings  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  11  und  12  (1876/77)  veröfEentlichte  [vorstehend  als  Abh.  LH 
und  LIII  abgedruckt]. 

§2. 
Die  zur  Iltosaedergleiehimg  gehörigen  linearen  Substitutionen. 

Die  Haupteigensckaft  der  Ikosaedergleichung  (2)  reap.  (2a)  ist  die, 
daß  aUe  60  Wurzeln  i/  =  —  sich  avs  einer  beliebigen  Wurzel  durch  line- 
are Substitidionen  ableiten  lassen,  welche  von  X  unabhängig  sind.  Um 
dieses  System  linearer  Substitutionen  im  Falle  der  kanonischen  Form 
aufzustellen,  beachte  man,  daß  die  Wurzeln  von  f=0: 

0,  <»,  (.  +  .')e-,  {.'  +  .-).'  (,_ooB^''  +  .-mi^)  ") 

durch  die  Substitutionen  in  der  Weise  untereinander  vertauscht  werden 
müssen,  daß  die  zusammengehörigen  Wurzeln 

0  und  CO 
(.-^.^).^und  (e-^  +  e^).- 

")   [Die  fünfte  Einheitswurzel  f  soll  immer  als  adjungiert  gelten.     K.] 
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zusammen 

gehörig   bleibe 

n.      Aut    diese  Weise 

finc 

tutionen 

(a) 

•('-«■•), 

(b) 

./-"^, 

(3) 

C«) 

,._.,„-(•  +  ■*)'  +  ■ 

) 

'     '                         /     ^     'i 

findet    man    die    (30    Substi- 


(/(,i'=-0,l,2,3,4) 


die  ich  kurz  als  die  60  IkosaedersybsHtutionen  bezeichne.  Eme  derselben 
iv'^v)  ^^^^  die  Periode  1;  15  haben  die  Periode  2,  nämlich  die  (b),  und 
diejenigen  (c),  und  fd},  bei  denen  /<  =  »•;  20  haben  die  Periode  3;  die- 
jenigen (e),  für  welche  fi  =  v  ±2,  und  die  (d),  bei  denen  fi^=v±l; 
die  24  übrigen  endlich  haben  die  Periode  5;  ea  sind  die  (a),  bei  denen 
y=l,2,3,  4,  die  (c),  bei  denen  /i^v±l  und  die  (d),  bei  denen 
/i  =  v  +  2.  Man  kontrolliert  diese  Angabe  zweckmäßig  durch  Berechnung 
der  bei  den  einzelneu  Substitutionen  ungeäudert  bleibenden  Werte  von  *)'-''). 
Legt  man  f,  H,  T  in  nicht  kanonischer  Form  zugrunde,  so  treten  an 
Stelle  der  Substitutionen  (3)  in  leicht  verständlicher  Weise  solche,  die 
sich  darstellen  lassen,  wenn  man  in  (3)  statt  »/  und  rj  bez.  schreibt 


yn' -\-6  '    Y1  +  ^' 
■■iß'.y.d  geeignet  zu  wählen  sind. 


Die  Gruppe  der  120  binären  Substitutionen. 

Schreibt  man  in  (3)  —  statt  tj,  ^  statt  tj'  und  sondert  Zähler  und 
Nenner  in  der  Art,  daß  die  entstehenden  binären  Substitutionen  die  De- 
terminante -|-  1  haben,  so  entstehen  folgende  Formeln,  in  denen  das  Vo7- 
zeichen  notwendig  willhürlich  ist,  so  daß  sie  eiwe  Gruppe  von  120  binären 
linearen  Siihstitviionen  vorstellen.     Es  werden  j/J,  'r/'s  ^^^-  gleich: 

»ä)  Vgl.  die  Darstellung  bei  Gordan,  Math.  Aimalen,  Bd.  13  (1877),  S.  45,  46. 
[Es  mag  iateressieren,   zuzufügen,   daß   eine  Wurzel   von  11  =  0  durch  l—ae  —  a^s* 

gegeben  ist,  unter  a  die  dritte  Eiuheitswurzel  e  *  verstanden,  ebenso  eine  Wurzel 
von  T  =  0  durch  —  i(s  — e')4-{E'-|-»^);  die  andern  .Wurzeln  ergeben  sich  natürlich 
durch  die  60  Ikosaedersubatitutionen.    K.] 
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H, 


Aus  der  Gruppe  von  60  Substitutionen  der  einen  Veränderlichen  i]  wird 
also  eine  doppelt  so  zahlreiche  Gruppe  binärer  Substitutionen.  Durch  die- 
selben gehen  übrigens,  wie  man  von  vornherein  einsehen  kann,  f,  H,  T 
auch  dem  Vorzeichen  nach  in  sich  über. 

Verzichtet  man  darauf,  daß  die  Substitutionadeterminante  =  +  1  aein 
soll,  sondern  setzt  sie  nur  (damit  die  Gruppe  überhaupt  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Substitutionen  bestehe)  einer  Einheitswurzel  gleich: 
yl,  so  wird  die  Gesamtzahl  der  Substitutionen  120  n,  indem  i/J  und  j;'^ 

init  einer  beliebigen  Potenz  von  l/l  simultan  behaftet  werden  können. 
Es  ist  dies  eine  sehr  selbstverständliche  Bemerkung,  die  ich  hier  nur  an- 
führe, um  das  Verhalten  der  weiterhin  zu  gebrauchenden  hj^ergeometri- 
schen  Reihen  zu  erklären.  Bei  ihnen  ist  ra=6,  y'^  und  r/^  können  immer 
simultan  um  zwölfte  Einheitswurzeln  geändert  werden.  Dabei  bleibt  f 
«ngeändert,  aber  nicht  H  und  T,  sondern  erst  H^  und  T^. 

Die  Schlußbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  findet  natürlich  auch 
hier  Anwendujig;  man  hat  nur  noch  die  Bedingung  ad  —  ßy  ^^  l  zuzufügen, 

§4. 
Oliaräktensierung  der  Ikosaedergleichung. 

Nach  den  Untersuchungen,  welche  ich  [nach  vorläufiger  Ankündigung 
in    den    Brianger    Sitzungsberichten   vom    13.    Juli    1874]    in  den  Math. 


")  [Nach  der  symmetrisohen Schreibwelee, die  im  IkoBaederbuch 
würden  die  letzten  beiden  Zeilen  so  lauton: 


i(                    'T 

T     ) 

■"  /                   _'■                              r      "1 

.'{{,'-,■).    ',,  +  (,- 

.-)£%,-' 

T 

'{{,-,'■),  %,-(.=-.»).%,; 

..>.%.) 

+ 

+                                  fi 

v^ 

In  dieser  Form  sind  sie  dann 

oline  we 

teres  \ 

erall gerne inerunggfähig.    Vgl.  die  unten 

abgedruckte  Abb.  LVI.    K.] 
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Aiinalen,  Bd.  9  [Abh.  LI]  ausfühite  und  die  Gordan  aeuerdingB  auf  dem 
Wege  der  Kechnung  bestätigte  [Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),  S.  23— 46J, 
gibt  ee  nur  dreierlei  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer  Veränderlichen, 
welche  60  Substitutionen  umfassen^*}.  Die  eine  derselben  ist  die  Ikosaeder- 
gruppe,  wie  sie  durch  (3)  in  kanonischer  Form  dargestellt  ist.  Die  zweite  gehört 
dem  Kreisteilungstypus  an  und  kann  in  kanonischer  Form  geschrieben 
werden : 

)/,  UA-j,  a-1-j,   .  .  .,  cv'^tj, 

wo  K  =  cosi^ -1- isin^-,  die  dritte  dem  Diedertypus ;  sie  kann  ß^coa^s 

-{-i&m^  gesetzt,  in  kanonischer  Form  folgendermaßen  dargestellt  werden : 

■*],  ßv^  ■■■■>       ^'N> 


Unter  diesen  dreierlei  Gruppen  ist  die  Ikosaedergiuppe  durch  mannig- 
fache Kennzeichen  zu  charakterisieren.  Das  emtachfite  und  von  mir  später 
verwandte  ist  dieses:  Die  Ikosaeder gruppe  enthalt  im  Gegensätze  zu  den 
beiden  anderen  keine  Svbstihdion,  deren  Pertode  großer  als  5  ist. 

Infolgedessen  kann  man  den  allgemeinen  '^atz  auaaprechen;  Wenn 
eine  Große  j/  durch  eine  Gleichung  sechzigsten  Grades  von  gegebenen 
Größen  a,  b,  c,  .  .  .  in  der  Weise  abhängt,  daß  sich  jeder  Weii  von  tj 
aus  einem  beliebigen  der  60  Werte  durch  lineare  Substitution  mit  nume- 
rischen Koeffizienten  ergibt,  wenn  ferner  keine  dieser  Substitutionen  eine 
Periode   >  5  besitzt,  so  hängt  rj  von  einer  Ikosaedergleichung  ab: 

-5-144S^(i;) 

wo  die  Koeffizienten  von  f,  H  numerisch  sind. 

Führt  man  dann  statt  »/  durch  geeignete  lineare  Substitution  ein 
neues  rj  ein,  so  erhält  man  in  kanonischer  Form: 

1728-''^''*  =^{a,h,c,..:]. 

f-'in) 

Der  hiermit  ausgesprochene  Satz  wird  weiterbin  die  allerwesentlicbste 
EoUe  spielen.  In  den  Fällen,  in  denen  er  zur  Anwendung  kommt,  ist 
die  Wahl  eines  kanonischen  jj  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  jedes- 
mal von  vornherein  ermöglicht,  so  daß  eine  Reduktion  der  allgemeineren 

1')  Vgl.  auch  Cftiaille  Jordan  in  den  Comptes  Rendus.     1877.    1.    (Ed.  84). 
'^)  Wenn  t/  =  -     ,  so  schreibe  ich  künftig  — ^  statt      ^  . 
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Ikoeaedergleichung  auf  die  kanonische,  wie  sie  nun  gelehrt  werden  soll, 
nicht  noch  notwendig  ist.  Aber  die  folgende  Auseinandersetzung  muß  hier 
ihre  Stelle  finden,  damit  der  Znsammenhang  deutlich  sei,  welcher  zwischen 
der  Darstellung  in  meiner  vorigen  Arbeit  [Math,  Annalen,  Bd.  9  (Abh.  LI)] 
und  der  nun  eingehaltenen  besteht. 


§5. 
Die  aJlgeraeiiie  Ikoaacdcrgleiehung  ist  mit  zwei  kanonisehen  äquivalent. 

Um  die  allgemeinere  Ikosaedergleichung  (die  ich  durch  Indizes  bez. 
Akzente  auszeichnen  will): 

auf  die  kanonische 

zurückzuführen,    muß   man,    wie   bereits  bemerkt,    statt  ^]   eine  geeignete 

lineare  Kombination  -''t  '     '^'\   als  neue  Unbekannte   einführen.     Die  Be- 
711  +  0  t;a' 

Stimmung  von  a,  ß,  y,  b  verlangt,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eben  wieder 

die  Auflösung  einer  kanonischen  Ikosaedergleichung. 

Um  nämlich  die  Substitution  zu  finden,  welche  (5)  in  (6)  überführt, 

hat  man  nur  diejenigen  drei  Werte  a,  b,  c  von  ij  zu  suchen,  welche  drei 

beliebig  angenommenen  Werten  a',  h',  c'  von  fj'  vermöge  der  Substitution 

entsprechen.    Nun  ist  aber  die  linke  Seite  von  (5)  —  wenn  der  Ausdruck 

gestattet  ist  —   eine  absolute  Kovariante,  die  sich  bei  linearer  Substitution 

nicht  ändert.    Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  a,  h,  c  die  Gleichungen: 


1728 


f{^)  IBJ-U.^') 

Diese  drei  Gleichungen  [in  denen  wir  «',  ft',  c'  als  rational  bekannt 
ansehen],  sind  „kanonische"  Ikosaedergleichungen.  Es  genügt,  eine  der- 
selben zu  lösen,  da  man  die  drei  Werte  «',  &',  c'  konsekutiv  nehmen 
kann  und  sich  dann  aus  den  Wurzeln  der  einen  Gleichung  die  zugehörigen 
Wurzeln    der    beiden    anderen    Gleichungen    rational   ergeben. 

Die  allgemeinere  IkosaedergleicJmng  wird  also  dadurch  gelöst,  daß 
man  nacheinander  zwei  kanonische  Ikosaedergleichungen  erledigt  [wobei 
die  fünfte  Einheitswurzel  s  natürlich  nur  das  einema!  zu  adjungieren  ist]. 
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Einen   besonderen    Fall    der    allgemeineren  Gleichungen,    der  wieder 

mit  den   kanonischen  Gleichungen   auf  derselben  Stufe  steht,  hatte  icb  in 

den  Math.  Annalen,  Bd.  9  [Äbh.  LI]  betrachtet.  Ee  ist  der  Fall  Z  =  co, 
wo  also  die  Gleichung 

zur  Lösung  vorgelegt  ist.      Da  die  spezielle  Gleichung 

gelöst  ist,  [weil  eben  e  als  bekannt  vorausgesetzt  wurde]  (siehe  oben§2), 
so  verlangt  das  damals  gestellte  Problem  im  Sinne  der  hier  gebrauchten 
Ausdrucks  weise  nur  die  Lösung  einer  kanonischen  Ikosaedergleichung. 
Hierin  ist  die  Übereinstimmung  begründet,  welche  zwischen  den.  weiter- 
hin abzuleitenden  Eigenschaften  der  (kanonischen)  Ikosaedergleichung 
\ind  den  damals  gewonnenen  Resultaten  besteht. 


Gruppe  der  IkoBa«dei^Ieich\mg.    Konforme  Abbildung. 

Man  kann  (nach  Adjunktion  des  e)  jede  Funktion  der  Wurzeln  der 
Ikosaedergleichung  vermöge  der  Formeln  (;i)  als  Funktion  einer  einzelnen 
Wurzel  darstellen.  Substituiert  man  nur  für  diese  eine  Wurzel  eben  wieder 
vermöge  der  Formeln  (3)  der  Reihe  nach  jede  andere  und  ändert  sich 
dabei  der  Wert  der  Funktion  nicht,  so  ist  sie  offenbar  rational.  Daher: 
Die  Galoissche  Gruppe  der  Ihosaedergleichimg  besteht  aus  60  Permuta- 
tionen. Man  erhäU  dieselbe,  wenn  man  die  60  Wurzeln  als  Funktionen 
von  einer  unter  ihnen  auffaßt  und  auf  diese  eine  die  Substitutionen  (3) 
anwendet.  Die  Struktur  dieser  Gruppe  läßt  sich,  wie  ich  auch  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI,  S.  301]  angab,  am  besten  folgendermaßen 
charakterisieren.  Es  gibt,  wie  weiterhin  noch  ausführlich  zu  erläutern  ist, 
fünfwertige  Funktionen  von  tj,  welche  bei  jeder  der  60  Substitutionen  (3) 
eine  Permutation  erfahren.  Nun  läßt  sich  aus  den  120  Vertauschungen 
von  fünf  Dingen  nm  eine  Gruppe  von  60  zusammensetzen,  das  ist  die 
Gesamtheit  der  geraden  Vertauschungen.  Ihr  also  entspricht  die  hier  vor- 
liegende Gruppe  der  Ikosaedergleichung. 

Äußerst  anschaulich  werden  die  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln 
durch  die  konforme  Abbildung,  welche  Schwarz  a.  a.  0.  angibt.  Durch  die 
Symmetrieebenen  des  Ikosaeders  wird  die  j;-Kugel  in  120  abwechselnd 
kongruente  und  symmetrische  Dreiecke  mit  den  Eckenwinkeln  -s-,  -r,  -ir 
zerlegt.  Die  60  Dreiecke  der  einen  Art  sind  dann  das  Bild  der  posi- 
tiven, die  60  Dreiecke  der  anderen  Art  das  Bild  der  negativen  Halhehene  X. 
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Die  Ecken  -^,  -^,  '-^  entsprechen  X  =^  0,  oo,  1  ^*),  Die  60  Wurzeln  einer 
Ikosaedcrglcichung  sind  immer  durch  60  homologe  Punkte  zusammen- 
gehöriger Dreiecke  vorgestellt.  Die  Permutationen  der  Wurzeln,  welche 
die  Galoissche  Gruppe  bilden,  werden  durch  die  60  Drehungen  erzeugt, 
welche  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen. 


Lösung  der  Itosaedcigleichung  resp.  unseres  Fundamentalproblems 
durch  hypergeometi'iselie  Reihen^'). 

Der  zitierten  Abhandlung  von  Schwarz  kann  man  ferner  unmittelbar 
entnehmen,  daß  sich  die  Ikoaaedergleiehung  resp.  unser  Fundamental- 
problem durch  hypergeometrische  Reihen  lösen  läßt^*).  Dies  läßt  sich  auf 
verschiedenartige  Weise  bewerkstelligen  (vgL  §  9),  am  einfachsten  in  der 
Weise,  daß  man  j^  =  —  gleichsetzt  dem  Quotienten  zweier  geeigneter 
Partikularlösungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung : 

Q_d>        7-{a+ß+\)X    dy «-^ 

dX'  X.I-X        dX       X-l-X   ^' 

wo  X  den  Parameter  der  Ikosaedergleichung  selbst  bedeutet  und  die  Aus- 
drücke (1  —  3')  ,  (et  —  ß)  ,  (y  —  a  —  ß)  in  irgendeiner  Reihenfolge  gieich- 
zusetzen  sind  -^-,  ^,  -j-.  Ich  will  diese  Parti knlarlösungen  selbst  mit 
Vk  Vi  bezeichnen;  sie  sind  zunächst,  wie  selbstverständlich,  nur  bis  auf 
einen  gemeinsamen  konstanten  Faktor  bestimmt.    Ferner  wähle  ich: 

und  also: 

(7)  «  =  g-,,     ß=—'^ö     ^=T- 

Dann  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung: 


**)  Beilauhg  aei  bemerkt  Aus  dieser  Abbildung  gehen  Satze  wie  tolgende  heivor 
Fü>  jedes  X  lana  mnn  die  60  WvTzeln  y  von  wrnher-m  s-paneren  für  rteUes  X  md 
immer  4  ■und  mir  4  ff  wzein  i  leeU 

")  Die  EatwickluQgen  der  g§  7  ö  9  stehen  mit  den  übrigen  Betrachtungen  des 
Testes  nur  in  loaem  ZusammenhEinge  In  t?  10  nehme  nh  die  aluebraistlie  Unter 
suchung  wieder  auf 

lä)  Die  gleiche  Benieitung  macht  Bnu&i,hi,  Annah  di  Matematioa,  feeiie  II, 
Bd.  8,  (1876)  a.a.O. 
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für  t]  =  — '-J  und  durch  Anwendung  des  bekannten  Satzes: 

V1V2  -  Vivi  =  G-X-'i!  -  xy-"-^-^ 
das  einfache  Resultat: 

'**'  ''"■'Vrai'  ''''"''im 

und  also  f{Vi^  V^)^  9'''''' 

wo  ü  einen  konstanten  Faktor  bedeutet^*). 

Handelt  es  sich  jetzt  um  Auflösung  des  in  |  1  aufgestellten  Funda- 
mentalproblema,  so  verfahre  man  folgendermaßen.  Man  berechne  zunächst 
die  Größe  h^i-„i 

Z  =  1728V^' 
f  M 

und  dann  aus  ihr  die  sogleich  noch  näher  zu  bezeichnenden  hypergeome- 
trischen t]j^,  j/g,  wobei  man  g  so  wählen  muß,  daß  es  gleich  ist  der  zwölften 
Wurzel  aus  dem  vorgegebenen  Werte  von  f.  Hierdurch  sind  »j^,  r)^  bis 
auf  eine  zwölf te  Einheitswurzel  bestimmt;  diese  letzteren  gewinnt  man,  soweit 
sie  überhaupt  bestimmbar  sind  (.nämlich  bis  aufs  Vorzeichen)  durch  Ver- 
gleich der  vorgegebenen  Werte  von  H  und  T. 

In  den  Formeln,  die  ich  nun  aufstellen  werde,  ist  g  der  Einfachheit 
wegen  gleich  1  gesetzt;  man  hat  also  die  mitzuteilenden  Werte  von  j;^ ,  »j^ 
im  einzelnen  Falle  mit  V'/'(j)j,  jj^)  zu  multiplizieren.  Aus  den  Formeln  (8) 
geht  hervor,  daß  rji,tj^,  wenn  sich  X  in  der  komplexen  Ebene  bewegt, 
ein  System  von  720  binären  linearen  Substitutionen  erfahren,  wie  in  §  3  zum 
Schluß  angegeben  wurde, 

§8, 
Bestimmimg  der  Partikularlösungeii  liijijä. 
Da  sich  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  rj^ ,  j?,  aus  einem 
Wertepaare  durch  die  120  binären  Ikosaeder Substitutionen  (4)  ergeben,  so 
genügt  es,  ein  Paar  rj^,  rj^  zu  berechnen,  und  ich  benutze  die  soeben 
genannte  konforme  Abbildung  zur  Berechnung  dieses  Paares.  Um  den 
ünendlichkeitspunkt  der  ij  -  Kugel  scharen  sich  fünf  der  oben  bezeichneten 
öO  Dreiecke,  welche  die  Bilder  der  positiven  Halbebene  X  sind;  sie  sind 
in  der  Fig.  1,  welche  die  Umgebung  des  Punktes  »j  ^  co  schematisch  dar- 
stellen soll,  schraffiert^''). 

^'')  Vgl.  meine  Note  über  lineare  Differentialgleicliungei)  in  den  Math.  Ännalen, 
Bd.  12  (1877)  [Abh.  LIII,  S.  318—3201. 

'")  [Das  fj-Argument  von  H'  ist  das  oben  angegebene 

1  -  «f  -  a^  £■■  -  1  -H  2  cos  ^  -=  2,9S63  .... 
das  i;-Argument  von  T    ist 

E^  [(e=-H  .=)-»(.-.*)]  =  2  (coB^-Bin^)e=  =  -3,5201.^.  K., 
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den  Duroh- 


Die  Eichtung  des  geradlinigen  PfeUes  soll  die  Richtung  des  durch 
den  Punkt  »j  =  oo  in  dem  Sinne  —  oo ,  0 ,  -]-cx>  hindurchgehenden  Meridians 
der  reellen  Zahlen  bedeuten.  So  wähle  ich  als  Bild  der  posifcnen  Halb 
ebene  X  dasjenige  schraffierte  Dreieck,  wei- 
ches mit  dem  Buchstaben  ij^  bezeichnet  ist 
(und  später  als  Bild  der  negativen  Halb- 
ebene X  das  mit  dem  gleichen  Buchstaben 
bezeichnete,  anliegende,  nicht  schraffierte  Drei- 
eck). Läßt  man  jetzt  X  in  positivem  Sinne 
den  ünendlicbkeifcspunkfc  (der  Z-Ebene)  um- 
kreisen, so  bewegt  sich  jJq  im  Sinne  des  in 
der  Figur  beigesetzten  (gekrümmten)  Pfeiles 
und  verwandelt  sich  in  s;^  ^' ).  Dies  aber 
kommt  einer  positiven  Drehung  der  jy-Kugel  durch  - 
messei  0  co  gleich,  d.  h. 

Der  Funktionszweig  tjo  hat  die  Eigenschaft,  wenn  X  den  Unendlich- 
keitspunkt in  positivem  Sinne  umkreist,  den  Faktor  e  zu  erhalten. 

Nun  gibt  es  aber  von  konstanten  Faktoren  abgesehen  nur  zwei  Inte- 
grale der  hypergeometrischen  Differentialgleichung,  welche  bei  Umkreisung 
des  Punktes  X  =  oo  in  Multipla  ihrer  selbst  übergehen;  es  sind  im  vor- 
liegenden  Falle  (unter  x,k  die  konstanten  Faktoren  verstanden): 

ü=.(i-z)-r(y  S,|.^). 

oder,  in  anderer  Daratellung: 
Ä^  =  >c^X^-F 
B,=^LX^^'F{^,  ^,  ~-,  ^ 


30'  6Ö'    5  '  x)' 


J    31     _       _ 
60'  60'    5""'    X/ 


Setzen  wir  wieder  iJo^'— .  so  muß  bei  richtiger  Wahl  der  5;,a  bez.  ;i:j,-lj 
das  V,  mit  A  und  A, ,  das  »;„  mit  B  und  B,  übereinstimmen,  weil,  —^ 
für  X  ^<x>  selbst  cc  wird.  Die  Konstanten  h,  X  berechnen  sich  [aas  dem 
Umstände,  daß  für  große  Werte  von  ij  in  erster  Annäherung  1  —  X  =  Tijnä 


")  [um   Verwechslungen   vorzubeugen,   s 
mcht  homogene  Koordioate  ist.] 


i  ausdniokhch  bemerkt,    daß  ij,    hier 
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ist,  und  der  Forderung,  die  ich  gemäß  §7  einffihre,  daßfirjj^..  rj^)  gleich  Eins 
sein  soll.    So  findet  man^')  bis  auf  zwölfte  Einheitswurzeln: 


wobei   *12  =  1, 13229  und   I  :►  12'^  =  0,26495;   oder  man  hat,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt: 


1-1^--^- (S. 


e   ""  Via  =  1,13074  -  0,059  2ü  i 
und  jj 

e"**   :V'l2"  =  0,21382-|-0,13885i''). 
Von  diesen  Darstellungen  konvergiert  die  erste  für  alle  Werte  von  X,  für 
welche  der  absolute  Betrag  1 1  —  X  ]  ^  1 ,  die  aweite  für  diejenigen,  deren 
absoluter  Betrag  |X|^1.    Die  seuhzigsten  Wurzeln   sind  so  zu  nehmen, 
daß  die  Amplitude  zwischen  0  und  3  Grad  liegt. 

Um  für  die  hierdurch  noch  ausgeschlossenen  X  ebenfalls  eine  [zu 
Fig.  1  gehörige]  Formel  2U  haben,  benutze  ich  in  bekannter  Weise  andere 
Integrale  der   hypergeometrischen  DifEerentialgleichung.    Ist: 

(11 


so  kommt 

»7,  =  (0,09072 +1,731 16«)  J'i  +  (      1,02130  -  1,76895*} ^^ 
ff  =(8  32355       5  1178'  i)F^+        ö  Ol '28  +  5  22954«"  J",  *" 
unl   hese  Dar^itellung  konvergiert  für  alle  bisHu^,  au=!ge&chlo8sene  A     he 
jei  Igen   lam!  ch    bei   lenen  glei  hze  tig  |  1 1  ;^  1  ui  d  [1       X  |  :::i  1 

De   Lo  forme    Abbidung    ze  gt      nmpr      nave  ieut  c      ■»olle  \\erte    na  1 
\[  nal  me  der  -\  12  den  Melde  ti^ei   Wuraelzeichen   beaulege        md     H  eri  f    ist 
den  Darstellungen    welche    oh  kenne    n  cht  genügend  R   ckb    ht  ge  omm  i 

"»)    [Bern    \V  ederahdr     k     wurde        de  mersie       Konstanten      gem   er 

charakterisiert 

"')  Be    d  ese     Rechnungen    >iuw  e  l  e    vielen  der  im  tolgei  den  ausgeführten  hat 
m  oft  He  1  Btud   Teste  di   ken  wertPr  We  ter  t  U 
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Die  Formeln  (9),  (10),  (11)  definieren  die  gewimschten  1}^^,  r}^  für 
jedes  X  der  positiven  Halhebene. 

Um  auch  Formeln  für  die  negative  Halhebene  zu  haben,  welche  dem 
oben  bezeichneten  nicht  schraffierten  Dreieclfe  entsprechen,  hat  man  (9) 
unverändert  beizuhaften  und  in  (lÜ)  und  (11)  das  i  der  lionstantcn 
Faktoren  in   —  j  zu  verwandeln. 

Anderweitige  Lösungen  der  Ikosaedergleiclimig. 

Neben  die  hier  entwickelte  Lösung  der  Ikosaedergleichung  stellen 
sich  unbegrenzt  viele  andere  von  ähnlichem  Charakter.  Schreibt  man 
nämlich  in  n«/  i 

1728  :^  =  X 

statt  X  eine  rationale  Funktion  einer  neuen  Veränderlichen  x\ 

f  ii)        ' 

so  kann  jj  wieder  (und  noch  auf  unbegrenzt  viele  Weisen)  dargestellt 
werden  als  Quotient  zweier  Part ikularlösun gen  einer  linearen  Differential- 
gleichung, bei  der  x  die  unabhängige  Variable  ist  und  die  Koeffizienten 
rational  in  x  sind.  Man  kann  dann  R(x)  insbesondere  so  wählen,  daß 
die  Differentialgleichung  selbst  wieder  eine  faypergeo metrische  wird;  der- 
artige Werte  von  Ä(a;)  sind  von  Brioschi  (Math.  Annalen,  Bd.  11  (1877), 
S.  410  [  =  Werke  Bd.  V,  S.  222]}  und  von  mir  (Math.  Annalen,  Bd.  12 
(1877)  [Abb.  mi,  S.  315  ff.])  angegeben.  Ich  will  hier  nur  den  einen 
Wert  von  Ä(a;)  herausgreifen,  der  dem  Falle  XIII  der  von  Schwarz^^) 
gegebenen  Tabelle  entspricht,  insofern  ich  bei  einer  späteren  Gelegenheit 
von  diesen  Formein  Gebrauch  machen  möchte: 

Für   die   entsprechende    hypergeometrische    Differentialgleichung    hat   man 

(1  —  3'}  ,    (a  ~  ß)  ,    (^y  ~  a  —  ß)      in    irgendeiner    Anordnung     gleiclizu- 

=='™°  i-  i-  ¥y  "'"  ='"  '■-T---WI'--  iV 

Setat  man  wieder  »;  =  —  und  nimmt  j;, ,  r/.^  als  Partikularlosungen 
dieser  Differentialgleichung,  so  kommt: 

v-fw  fAi) 

"*)  S,  323  der  zitierten  Arbeit. 


y  Google 


336  Sulistitutionsgruppea  und  Gleiobungstlieorie. 

und  man  hat  ako,    für  g  =  l,    die  Lösungen  der  folgenden  Aufgabe  voc 
sich,  die  ein  besonderer  Fali  des  Fundamentalproblems  des  §  1  ^st: 

(12)  H(rj„7i,)  =  x"-^Ux+l, 

Ich  unterlasse  es  hier,  die  Partikularlösungen  i;^,  ijg  explizite  anzugeben^"). 


Besolventen  niederen  Grades  der  Ikosäedergleiehung. 

M  enn  man  auf  ei  le  ^ai  ze  homogene  Fun!  hon  gerader  Ordnung 
\on  r}^  rj^  (_und  «olche  will  ich  allem  1  etrachfcenl  die  120  binären  Ikoaa 
edei Substitutionen  (4)  anwendet  o  nimmt  sie  im  allgemeinen  60  Werte 
an  sie  kann  elbatveistandlieheiw  eise  mi  besonderen  Falle  weniger  Werte 
erhalten    deiet    Zaiil  ein  Teiler  vc  i  60  i«t 

Dann  stellt  sie  gle  ch  Uull  gesetzt  eine  solche  Pmiktgmppe  auf  der 
i]  Kugel  dar  wel  he  duich  einige  dei  bO  Drehungen,  die  das  Ikosaeder 
mit  sich  zur  Decl  ui  g  bimgei  ingeandeit  bleil  t  Umgekehrt,  indem  man 
die  einfachsten  solchen  Punktgruppen  ai  f'^ucht  gewinnt  man  die  niedrigsten 
Funktionen  der  gemeinten  Art  welche  als  Wuizeln  von  Resolventen  der 
Ikosäedergleiehung  %  erwandt  werden  1  onne 

Aus  den  60  Diehungen  welrhe  das  Ikosaelei  mit  sich  zur  Deckung 
bringen,  lassen  sich  Untergruppen  von  2,  3,  5,  4,  6,  10,  12  Substitutionen 
bilden,  von  denen  die  drei  ersten  dem  Kreisteilungstypus,  die  folgenden 
drei  dem  Diedertypus,  die  letzte  dem  Tetraedertypus  angehört.  Ent- 
sprechend erhält  man  Eesolventen  vom  Grade  30,  20,  12,  15,  10,  6,  5.  Da 
es  meine  vorzügliche  Absicht  ist,  vom  Ikosaeder  aus  zu  den  Untersuchungen 
über  die  Gleichungen  fünften  Grades  und  über  die  Jacobischen  Gleichungen 
sechsten  Grades  zu  gelangen,  so  werde  ich  mich  auf  die  Herleitung  einer 
Besolvente  vom  seciisten  Grade  und  verschiedener  Eesolventen  fünften 
Grades  beschränken. 

^  [Ich.  habe  diesen  Fall  ursprünglich  herausgegriffen,  weil  ich  den  Legendre  sollen 
Modul  eines  elliptisohen  Integrals  so  einführen  wollte,  wie  es  Abel  tut.  Heute  würde  loh 

lieber,  um.  an  dieser  Stelle  den  Anschluß  an  Jacobi  zu  haben,  Rix)  —  ^  ■■   ^-  ■   - — -r^ 

wählen.  Vgl.  meine  oben  ziÜorte  in  Bd.  3  abKudruekende  Abhandlung  über  elliptische 
Funktionen  und  Gleichungen  fünften  Grades,  besonders  Abschnitt  III,  §  7  und  die 
Figuren  daaelbst.     K,] 
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Eine  Resolvcntc  vom  sechsten  Grade. 

Eine  Kesolvente  vom  sechsten  Grade  gpwinnt  man  am  einfach'^ten 
wenn  man  beachtet,  daß  die  Wurzelpunkte  von  /  =  0  m  sechh  Paiie  gegen 
überstehender  zerfallen.  Sei  9'(%,  iJa)  =0  em  solches  Punktepaai  Duioh 
eine  lineare  Substitution  von  der  Determinante  +  1  welche  9^  =  0  un 
geändert  läßt,  geht  bekanntlich  -f-'P  ^'^  +7'  o'^^^  ~  V  iher  jl  nachdem 
bei  der  Substitution  die  Wurzeln  ■  von  9;  =  0  emzeln  ungeandert  bleiben 
oder  untereinander  vertauscht  werden.  Nun  gibt  es  unter  den  Diehungen 
die  das  Ikosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen  alleidin^b  sokhe  welche 
gegenüberstehende  Eckpunkte  des  Ikosaeders  vertauschen  Daket  istip^ii^,»]^  I 
{mit  hestirmnter  Determinante  genommen]  eine  zuoJfwertige,  und  eist  <f 
eine  sechswertige  Funktion. 

loh  will  9'(iJi,%)  mit  der  Determinante  +  <•  annehmen.  Dann  hat 
man,  bei  willkürlich  angenommenem  Vorzeichen  und  auch  sonst  gebräuch- 
licher Indexbezeichnung  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI,  8.298]): 

^      '  l?'v  =  e-'<+'?i'?g-f^""';|'       (i'  =  0,  1,  2,  3,  4) 

und  ^ 

9'«  '?'o  ^'i  9^a  Va  ?>*  =  y  5  ■  f. 
Setzt  man  jetzt   2  =  9?^    also   z^^tf^,   z,-^  (p^,    so   erhält  man  die 
Gleichung,   der  3  genügt,  unmittelbar  aus  der  Bemerkung:  daß  die  sym- 
metrischen Funktionen  der  sechs  9?*  jedenfalls  ganze  Funktionen  von  f,H,T 
sind.    Daher  kommt; 

2'^-o,  i;.'-o,  s^'-'f.  U"'-".  u^'-iH, 

wo  K,  X  Zahlenfaktoren  bedeuten,    die  man  durch  ein  einzelnes  Glied  be- 
stimmt.   Auf  diese  Weise  ßndei  man: 
( 14)  z"  -  lOfz^  -f  144^2  +  5/'"  =  0. 

Die  Diskriminantc  dieser  Gleichung: 

lli<pi—<fky 
hat  eine  sehr  bemerkenswerte  Eigenschaft.    Es  ist 

'p!—'p!^i'pi+<pk){<Pi-  9'J 

und  es  stellt,  wie  ich  früher  bemerkte  (Math.  Annalen,  Bd.  9  [Abh.  LI, 
S.  298])  sowohl  9'j+?'t  =  0  als  <Pi  —  <Pi  =  0  eins  der  15  Punktepaare 
von  T  vor.  Daher  ist  die  Diskriminavie  bis  auf  einen  ZahlenfaHor 
gleich  T  .  Ist  also  die  vorstehende  Gleichung  sechsten  Grades,  d,  h.  ist 
einfach  f  und  H  gegeben,  so  ist  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
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rational  bekannt;  ist  aber,  wie  beim  Fundameatalprob lerne  in  §  1  voraus- 
geaetet  wird,  von  vornherein  auch  T  gegeben,  so  kennt  man  sogar  die 
vierte  Wurzel. 

§12. 
Die  Jaeobischen  Gleichungen  sechsten  Grades. 
Bekanntlich  hat  Jaoobi^^)  als  Eigenschaft  der  Multiplikatorgleichungen 
vom  {n  +  l)-ten  Grade,  die  bei  Transformation  w-ter  Ordnung  der 
elliptischen  Punktionen  auftreten  (w  Primzahl),  angegeben,  daß  sieh  die 
aus  den  {n-\-l)  Wurzeln  gezogenen  Quadratwurzeln  aus  ^-  ■  Größen 
Äf^,  ...,  A„-i  in  folgender  Weise  zusammensetzen  lassen: 

Vs"^    ^Yi-iyn-A^ 

V^O       =  A,+  A+  ^,  +  -  .  .  -h  An-, 


(^g=cos  — +  ism— j 

und  ea  sind  diese  Gleichungen  von  Kronecker  und  Brioschi  für  ra  ^  5 
allgemein  untersucht  worden^^). 

Die  prinzipielle  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ■ —  ganz  unabhängig 
von  ihrem  Zusammenhange  mit  den  elliptischen  Funktionen  —  läßt  sich 
unter  den  allgemeinen  Gesichtspunkt  der  Einleitung  subsummieren.  Die 
Vertauschungen  der  Größen  Vs,  welche  [nach  Adjunktion  des  e]  die 
Galoissche  Gruppe  der  Jacohischen  Gleichung  ausmachen,  sind  durch 
lineare  Substitutionen  der  Größen  A^..    An  i  totgesfellt     Denn  bestimmt 

man  für  eine  vorgelegte  Jacobiache  Gleichung  alle  b\steme  von  Größen 
Aq,  A^,  .. .,  welche  den  zulässigen  Anordnungen  dei  Wurzeln  entsprechen, 
so  geht  das  einzelne  System  dieser  Größen  ins  einem  behebigen  zugrunde 
gelegten  durch  homogene  lineare  Substitution  mit  [rational  bekannten] 
numerischen  Koeffizienten  hervor.  Ich  weide  dies  weitei  unten  {Abechn.  II, 
I  8)  für  die  Jacobischen  Gleichungen  \om  sechsten  Giade  noch  näJier 
ausführen  und  dadurch  zeigen,  weshalb  zwi=!(.hen  ihnen  und  den  Ikosaeder- 

2')  Crelloa  Journal,  Bd.  3  (1828),  8.  30h     [      Werke  Bd   I    S   '>hMJ 
^^  Vgl.  die  Zitate  der  Einleitung,   sowie   die   iuseinandprsetzungin   des  zweiten 
hier  folgenden.  Abschnittes. 
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Problemen  der  engste  Zusammenhang  bestehen  muß-  Hier  begnüge  ich  mich, 
diesen  Zusammenhang  in  dem  zunächst  vorliegenden  Falle  einfach  aufzuweisen. 

Für   die   Jacobischen    Gleichungen    sechsten    Grades    hat    man    die 
Definitionsgleichungen : 
(15)  ^^=1/5-^,     V2.=  ^o  +  «M,  +  £-M, 

{.  =  eo4™  +  .-sin^,     .  =  0,1,2,3,4) 
und  findet  durch  Ausrechnung: 

(113)     (z-  Ä)^  -lÄiz-Af+KiBlz-  Af  -G(z-ä)  +  öB''  ~AC  =  Q, 
wo  Ä,  B,C  die  folgenden  Ausdrücke  bedeuten: 
{A  =  A!  +  AiAi> 

\B^8AUiA2-2AlA!Al+A!A2-A(,(A'-i-Al) 
I  C^$mA^AlAl-imAoA!Al  +  2QA^AtA2  +  QA!Al 
[     ~4.Ao{A!-{-At){^2A^~20AoAiA2  +  bA!Al)  +  Ai''  +  A^'*- 
Setzt   man  nun  insbesondere  A=^0,   wodurch  man  spezielle  Gleichungen 
erhält,  die  Kroneoker  seiner  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  zu- 
grunde legte,  so  kommt  einfach: 
(18)  3"  +  lOBz^  ~Cz  +  5S'  -  0. 

Diese  Gleichung   aber   wird   mit  der  Gleichung  (14)  des  vorigen  Para- 
graphen identisch,  sobald  man  setzt: 

B^~-f,     C^~IUH. 

In  der  Tat  stimmen  auch  die  Definitionsgleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  für  Vz  mit  den  hier  angewandten  überein;  man  hat  nur 
zu  setzen:  Ao  =  rj^7]^,     A^=+rj^,     A,=  —  rj^ 

und  befriedigt  dadurch  zugleich  in  allgemeinster  Weise  die  Bedingung  ^  ^  0 . 

Wird  die  Gleichung  (18)  gegeben  und  zugleich  die  vierte  Wurzel  aus 
ihrer  Diskriminante  adjungiert,  so  hat  man  die  Zahlenwerte  von  f,  H,  T. 
Alle  Entwicklungen  also,  die  hier  an  das  Fundamentalproblem  des  §  1 
angeknüpft  werden,  können  auch  so  dargestellt  werden,  daß  die  spezielle 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Grades  den  Ausgangspunkt  bildet.  Doch 
scheint  das  weniger  naturgemäß. 

§13- 
Die  Besolveuten  fünften  Grades  der  Ikosaedergleiehuj^.  Einleitung. 

Daß  die  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades^")  nach  Adjunktion 
der  vierten  Wurzel  ihrer  Diakriminante  sehr  einfache  Reaolventen  fünften 
Grades  besitzen,  hei  denen  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der 

'*)  Richflger  wohl:  die  Gleichungen  zwölften  Grades,  voa  der  die  V^  abhängen. 
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Wurzelkuien  gleich  Null  ist,  hatBrioschi  zuerst  gefunden.    Seine  haupt- 
sächlichen Formeln,  die  ich  später  benutze,  sind  diese^").    Setzt  man: 

(19)  y,.  =  T^((2„-S.)(S.  +  i-3.„,)(3,H.3-S..-.))* 

(eine  l'ucmel,    die   auf  mannigfache  Weise  umgeschrieben   werden   kann), 
so  drücken  sich  die  y^  folgendermaßen  durch  die  A^,  A^,  Ä^  aus: 

(20)  y.  =  e^P^  +  e^'-p,  +  c'-P^  +  fi*"P^, 
""*  (P,-  -A^{iA^-A^A^), 

P,  =  (+2^o^f-^|), 

\pg  =  {-2AoAl+A!), 

[P,=  +  A^{4A!~A^A,), 
und  genügen  der  Gleichung  fünften  Grades: 
(22)  y''  +  WBy''  +  5(9B^-  AG)y  -\^Ü=0, 

wo  TT  die  Diskriminante  der  Jacobischen  Gleichung  und 
(33)    VT^  =  ~  1T2S  B' ■  \- 720  ACB^- 80  A^C"^B  +  kHA^{bB'-ACf-  +  0'' 
ist. 

Wenn  A  ^0,  so  wird  die  Gleichung  ,(22); 
(24)  ij'^+lOBy^  +  i5B^y  -  -1/11=  0 

und,  für  P  =  -  /■,  0  =^  -  UiH: 

Vn  =  1728/"'- 144"^"=  1447". 
Um    jetzt   vom   Ikosaeder  aus  zu  dieser  Reaolvente  fünften  Grades    und 
anderen  desselben  Grades  zu  gelangen,    die  später  wichtig  werden,    stelle 
ich  folgende  Betrachtungen  an. 

§U. 

Die  Kesolrenten  fünften  Grades  der  IkosaedergIei«liuiig. 

Geometrische  Orientierung. 

Die  Existenz  der  ßesolventen  fünften  Grades  beruht  auf  dem  Umstände, 
daß  sich  aus  den  GO  Drehungen  des  Ikoaaeders  Untergruppen  von  12 
bilden  lassen,  und  diese  Untergruppen  gehören,  wie  oben  bemerkt,  dem 
Tetraedertypus  an.  Es  bleiben  also  bei  solchen  12  Drehungen,  geometrisch 
zureden,  ungeändert:  zwei  reguläre  Tetraeder,  ij^undig,  welche  zusammen 
die  Ecken  eines  Würfels  W  bilden,  dann  ein  Oktaeder  (,  und  übrigens 
Aggregate  von  je  12  zusammengehörigen  Punkten,  In  unserem  Falle  ist 
der  Würfel  W  unter  den  Ecken  von  H,  das  Oktaeder  t  unter  den  Ecken 

'")  Dio  Zahlenkoeffizienten  sind  im  Teste  ao  mitgeteilt,  wie  sie  Joubert  später 
berechnet  hat  (Comptea  Eencliis  1867 
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von  T  zu   suchen.    Die  Eelcen   von  /  bilden  eine  Gruppe  von  i 
gehöligen    12  Punkten,    ebenso    die    jj^,    während    die  —   in   zwei    solche 
Gruppen  zerfallen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  entsprechenden  ganzen  Funktionen  von  }^j ,  »j^ 
und  ersetzen  die  12  Drehungen  durch  die  entsprechenden  24  binären  Ikosa- 
edersubstitutionen  von  der  Determinante  -f-  1-  Man  findet  dann,  daß 
nicht  T^  (j;^,  j/g)  und  r^  ()/j,  »j^)  in  sich  übergeführt  werden,  sondern  erst  ihre 
dritten  Potenzen.  Unmittelbar  ungeändert  bleibt  dagegen  tlij^ttj^)  [die 
Funktional  deter  min  ante  von  t^  und  t^}  sowie  das  Produkt  t^'T^  =  W(t)^,ti^) 
(welches  sich  zugleich  als  Hessesche  von  (  auffassen  iäßt).  Ungeändert 
bleiben  femer  alle  Funktionen  zwölften  Grades,  welche  gleich  Null  gesetzt,  zu- 
sammengehörige Punkte  vorstellen,  insbefiondere  also  /"*').  Alle  derartigen 
Funktionen  kann  man  in  der  Form  xf^  + i/"  anschreiben. 

Die  einfachsten  Funktionen  also,  welche  man  als  Wurzeln  der  Resol- 
venten fünften  Grades  wählen  kann,  sind  t{r!^,ti^)  und  W(rij,  rj^),  und 
mit  ihnen  mögen  wir  uns  zunächst  beschäftigen.  Wünschen  wir  später 
Funktionen  nuilter  Ordnung  von  rj^,  f]^,  d.  h.  Funktionen  von  rj,  so  ist  die 
nächstliegende  -j  und  durch  sie  drücken  sich  alle  anderen  rational  aus. 
(Vgl.  meine  Note  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12  [Abb.  LIII,S.  309iind313].) 

Ich  will  hier  noch  die  12  linearen  Substitutionen  zusammenstellen, 
welche  im  Sinne  der  sogleich  einzuführenden  Bezeichnung  das  Oktaeder  tf, 
resp.  den  Würfel  W^  ungeändert  lassen.    Es  sind  diese 

1.   Die  Identität  ij'^r/ 

Drei  Substitutionen  von  der  Periode  2: 
1     (^+8^)^-1-1    ~,,  +  {,  +  ,') 


bstitutio; 


'.')^ 


(25) 


Diese  Formel  möge  dazu  dienen,  um  einige  Angaben,  die  ich  später  ohne 
Beweis  mache,  zu  kontrollieren. 


")  Diese  Angaben  Btimmen  übereia  mit  den  Formeln,  die  in  den  Math.  Annaler 
Bd.  12  [Abh,  LUX,  S.  319]  unter  (III)  mitgeteilt  sind. 


{,+, 

')'?  +  =^ 

eti~ 

{«  +  .*) 

(*  + 

■')»)  +  «* 
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§15. 
Die  Resolvente  der  %. 

Man  berechnet  für  die  fünf  Oktaeder  t{i]^,  r}^),  die  ich  jetzt  als  (q, 
*i,  *a,  *3i  ti  bezeichnen  will,  die  folgenden  Werte  (vgl,  Math.  Annalen,  Bd.  9 
[Abh.  LI,  8.299]): 

(26)  i,  =  -e*-5j;f)?*+«ä-(>?«-2);j»/,^)  +  e^-(»?«  +  2);»»/,)  +  e*".5v*»?3^ 
Die  symmetrischen  Funktionen  der  ty  sind  ganze  Funktionen  von  f,  H.  T. 
Zuvörderst  kommt  ,.i,,,,,^  _  12r, 

und  dann  hat  man,    unter  x,  l  Zahlenfaktoren   verstanden,    den   Ansatz: 

und  findet  so  die  Gleichung: 

(27)  t'  -  10iV+  i^tf-  -  12T  -  0. 

Dies   ist   eine   Gleichung   fünften   Grades,    welche   durch    die  Rekttionen 
charakterisiert  ist: 

^t  =  0,  J?i^-0,  20^i'=(y**)'. 
Sie  ist  der  spezielle  Fall,  der  sich  aus  der  Erioaohischen  Ee- 
solvente  (22)  ergibt,  wenn  man  A=^0  setzt.  Zugleich  gehen  dann  die 
Formeln  (20),  (21)  in  (26)  über,  nachdem  für  Ä,,,  Ä^,  A^  bez.  gesetzt 
ist  JjjJJa'  +  *?!'  ~  Vi-  Vielleicht  hat  die  Bemerkung  Interesse,  daß  die 
Diskriminante  Von  (27)  eine  sechste  Potenz  ist.  Denn  man  findet  sie 
durch  Ausrechnung  bis  auf  einen  Zahlenfaktoc  gieich: 

Also    stellt  fj— (^=0   ein    Aggregat    von   drei   zu   H    gehörigen    Punkte- 
paaren dar,  was  man  durch  unmittelbare  Überlegung  bestätigt, 

§10. 
Die  Besolvente  der  W,.. 

Berechnet  man  Wy  als  Hessesche  Form  von  ty,  so  findet  man  bis 
auf  einen  Zahlenfaktor,  den  ich  durchgängig  unterdrücke: 

(28)  W.  =  {E^ti^-s^''^i^)(-r^l+7^f^]l)  +  (s--<''>j^-{-s'-'n,)i-7vt*ll-viy 
Man  hat; 

2,'lf  =  0,     ^W^  =  0,     2'W''=-  -  120  f-,     2^W'' ^2S80  fH, 
^W^  =  5  W'o  PT^  pr„  ITs  Tf ,  =  -  5  ■  12*ä'. 
Also  kommt; 

(29)  W^  +  40  f'-W"-  -  720  fH-  W  ^  12  'H'  -  0, 
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eine  Gle%<^ung,  die  durch  die  Bekttion&n 

charakterisiert  ist. 

Ich  notiere  noch  die  Beziehung 

(30)  L^^  =  i,^_3/-. 

§17. 
Eine  allgeroeinerc  Resolvente  fünften  Grades. 

Die  Überlegungen,  welche  ich  im  dritten  Abschnitte  des  Folgenden  aus- 
einandersetze, ließen  es  mir  wünschenswert  erscheinen,  eine  aligemeinere 
Resolvenfce  fünften  Grades  zu  besitzen,  welche  nur  den  Bedingungen 
J]y  =  0,  Zy^  =  0  genügt  (unter  y  die  Wurzeln  verstanden),  loh  bin  dazu 
auf  folgendem  Wege  gelangt.  Eine  Kombination  von  f  und  ty,  welche 
den  genannten  Bedingungen  genügt,  ist  diese,  wie  man  leicht  kontrolliert: 

(31)  ,  a^=Mf-1ftl+tt. 
Nun  ergibt  sich  dieselbe  durch  Ausrechnung  gleich: 

(e^j?^— £ä''»jg)(— 46ijf  )?|4-  1173»?j"j?|+391);;''»?^"+207)?f)jf  —  j;f) 
+  (e^'»?i  +  e*''»?^)  ();f  +  207  ril^Tj^  -  391  ?;J''>jf  +  1173  ri»r,l^  +  46  vtnl°). 
Sie  hat  also  dieselbe  Form 

welche  auch  W^  besitzt.  Da  umgekehrt  aus  dieser  Form  folgt,  daß  die 
Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der  Wurzelquadrate  verschwindet, 
so  erhält  man  eine  allgemeinere  Funktion  der  gesuchten  Eigenschaft, 
indem  man  Wy  und  Or  "mit  einem  Parameter  zusammenfügt.  Ich  setze 
also  homogen  machend: 

(S^___  ..^^  +  ^»), 

^  Ich  bemerkte  im  Gespräche  mit  Gordan, .der  seinerseits  auf  ganz  anderem 
Wege  zu  eben  diesen  ÄuBdrBeken  geführt  worden  war  (vgl.  seine  in  der  Einleitung 
zitierte,  in  den  Erlanger  Berichten  (Juh  1877)  erschienene  Note  [sowie  die  Erläute- 
rungen in  dem  dieser  Abhandlung  folgenden  Zusatz  auf  S.  380 f.],  dafl  sich  unter  ihnen 
insbesondere  noch  folgende  einfaebe  befinden; 

In  der  Tat  isfe 


fH 

f' 

t^W^T 

1i^  T'" ' 

fH 

'.(''- 7^-7 

-x'l^-J-^. 

;•' 

H            f 

H^ 

x  = 

1728  ^  . 

r 
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wo  ^,/i  beliebige  Konstante  sind.    Dann  ergibt  sich  eine  Gleichung  fünften 

Grades,  die  folgendermaßen  lautet; 

(33)  j/'^  +  5A»/^+5Bj/  +  r^0, 

wo  A,  B,  r  die  Ausdrüclie  bezeichnend^): 

12"  (^  ~  12äV  +  6-1,«=  -  (2  -  X)fi^) 

9 .  12' (^uliA^+MiV^  24^^^^+ 8(2X  -  1)^,<*^-(5X  -  4)//*), 


(34) 


.12-('^^^-y^^^^lO-12-(l+|-VV--lQ-l2--r/ 


-45 -12^X;/.*- 72(12 -27X  +  24Z>'J 
Ich  habe  in  denselben  statt  1728     —  wieder  X  geschrieben.    Macht  man 

r 

durch  Wahl  von   —    A^O,  so  hat  man  die  Jerrardsche  Form'^^). 

§18- 
Batiouale  Transformationen  einer  Ikosaedergleicbung  in   eine  zweite. 

Bin  Problem,  welches  um  so  interessanter  ist,  weil  es  eine  sehr  ein- 
fache Lösung  gestattet,  ist  die  Frage  nach  der  rationalen  Umformung 
einer  Ikosaedergleicbung  in  eine  zweite.  Ich  suche  solche  rationale  Funk- 
tionen C  von  tj,  welche  selbst  wieder  einer  Ikosaedergleichung  genügen. 
Wendet  man  auf  jj  die  60  Substitutionen  (3)  an,  so  muß  also  auch  C 
diese  Substitutionen  erfahren.  Aber  es  ist  nicht  nötig,  daß  C  im  einzelnen 
dieselbe  Substitution  wie  tj  erleidet;  nur  die  Periode  der  Substitution 
muß  beiderseits  die  gleiche  sein.  Die  Reihe  der  hier  vorliegenden  Möglich- 
keiten reduziert  sich  inzwischen  bedeutend.    Lassen   wir  nämlich   etwa  )/ 


s  den  Gleiohuncen  — =-  =  0  einerseits  und :  =  0    oder 

df  dl.' 

n  (32)  eio,  so  erhält  mao  bis  auf  Faktoren 

eben  die  beiden  in  der  voranstellenden  Fußnote  genannten  Funktionen  (^  ((^—  7  f) 
bez.  t^W„. 

'*)  [  Entsprecliond  der  Angabe  der  Fußnote  '^)  auf  S.  343  wird  die  ResoLvento  des 
Testes  im  Ikosaederbuoli  (S.  105 — 106)  in  etwas  einfacher  Form  mitgeteilt.  Sie  wird 
dann  als  Hauptresolvenfe  bezeichnet,  weil  sie  mit  der  allgemeinen  Gleieliung  fünften 
Grades,  speziell  der  sogenannten  Hawptglmckang  vergliclien  werden  soll.  —  loh  habe 
ebenda  S.  H3  angeführt,  daß  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades 
in  die  sogenannte  Jerrardsohe  Form  bereits  1786  von  dem  schwedischen  Mathematiker 
Bring  gefunden  wurde,  H.  Weber  spricht  bei  dieser  Sachlage  in  seinem  Lehrbuch  der 
Algebra  von  der  ßring-Jerrardschen  Form,  was  in  der  Folge  ebenfalls  geschehen 
soll.     K.] 
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in  eri  übergehen,  so  wird  unter  den  60  Ausdrücken,  welche  aus  C  durch 
die  Ikosaedersubstitutionen  (3)  entstehen,  jedenfalls  einer  sein,  der  auch 
in  ein  Multiplum  seiner  selbst  übergeht,  und  zwar  muß  der  zutretende 
Faktor,  da  die  Periode  der  Substitution  5  ist,  eine  fünfte  Einlieitswurzel 
sein.  Diesen  einen  Ausdruck  nennen  wir  dann  C  und  operieren  mit  ihm. 
Die  zutretende  fünfte  Einheitswurzel  kann  noch  e  oder  e^,  e^,  e*  sein. 
Aber  den  dritten  und  vierten  Fall  führt  man  sofort  auf  den  aweiten  und 
ersten  zurück,  indem  man  C  durch  —r-rr  ersetzt  (welches  auch  einer  der 
60  Ausdrücke  ist).    Es  bleiben  also  nur  noch  zwei  Fälle: 

1.  C  ändert  sieh  durdi  dieselben  Substitutionen  wie  ty, 

2.  man   erhält  die  Svbstitwtionen,   welche  C  erleidet,   wenn  man  in 
derjenigen,  die  fj  erfährt,  e  in  e"  verwandelt. 

Im  ersten  Falte  setze  ich 

^  ^  £l  =  _  9'c('Ji.'/a) 

wo  die  7>  ganze  homogene  Funktionen  vom  Grade  n  sein  mögen.  Ich 
schreibe  dann:  C,<p,^  C.-P.^  0 

und  entwickele  die  linke  Seite  in  bekannter  Weise  (Clehsch,  Theorie  der 
binären  Formen  (Leipzig  1872)  S.  15,  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  3  (1871) 
S.  360)  nach  Polaj-en: 

wo  P,  Q  zwei  Funktionen  von  tj^,  i^^  vom  Grade  n-\-l,  n  —  1  sind. 
Indem  man  jetzt  t  =  ij  setzt,  erschließt  man,  daß  P,  Q  solche  Funktionen 
von  j?j ,  )jg  sind,  welche  sich  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  reproduzieren, 
d.  h.  es  sind  ganze  Funktionen  von  f,H,T.  Umgekehrt,  wenn  man  für 
P,  Q  ganze  Funktionen  von  f,H,T  setzt,  welcbe  um  zwei  Einheiten  im 
Grade  diflerieren,  so  hat  —■  die  gewünschte  Eigenschaft.  Dies  also  ist  die 
allgemeine  Lösung  des  Problems  im  ersten  Fälle^''). 

'^J  Die  einfachsten  in  Bctraclit  kommenden  Funktionen  sind  diese; 
df  BH  dT 

/■__^        __£^ ^3 

^  df^'  SH_'  ST' 

Man  Keigt  leicht:  Wenn  sich  —  auf  der  ij  Kugel  über  eins  der  120  Dreiecke  (§  (i) 
mit  den  Winkeln  -x-,  ---,  --  bewegt,  so  bewegen  sich  die  drei  hin  gesehrieben  eo  Werte 
von  t  über  die  drei  anliegenden  von  denselbenKreisbögen  begrenzten  Dreiecke,  welche  die 
Winkel  -^,    -   ,   — ,  bez.  -^,   -- ,   -^  ,  bez.   -5-,   ~,   -■-  besitzen. 
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Man  kann  ihr  noch  eine  viel  einfachere  Form  geben,  wenn  man 
bemerlib,  daß  es  genügt,  nur  einen  Parameter  in  die  Transformationsformel 
aufzunehmen,  da  doch  die  Ikoeaedergleichung  selbst  nur  einen  Parameter 
besitzt.    Man  setze  also  etwa: 

So  wird  ,       ,„         ,,, 

(a/sl  •■      ^      '•!<        '1'' 


m-'B^'--- 


und  diese  Formel  begreift  für  geeignete  Werte  von  X  in  der  Tat  alle 
anderen  unter  sich. 

Was  den  zweiten  Fall  unseres  Problems  betrifft,  so  wird  er  durch 
Betrachtung  der  fünf  wertigen  Funktionen  der  vorigen  Paragraphen  erledigt.  Sei 

die  allgemeinste  dort  definierte  Funktion,  so  ist  einfach 

^      s 

die  allgemeinste  hier  aufzustellende  Transformati onsforinel.  Der  Beweis 
ergibt  sich  am  einfachsten  aus  den  Entwicklungen  des  dritten  Abschnittes, 
auf  die  ich  hier  verweisen  muß  (g  4  Schluß)^"). 

Abschnitt  II. 

Das  Ikosaeder  und  eine  quadratische  Form. 

Dieser  zweite  Abschnitt  bringt  eine  Theorie  der  allgemeinen  Jaoobi- 
schen  Gleichungen  vom  sechsten  Grade  (vgl,  §  12  des  vorhergehenden). 
Aber  ich  gehe  dabei  zunächst  wieder  aus  von  einem  Probleme,  welches 
man  beim  Ikosaeder  stellen  kann  und  zeige  erst  hinterher  die  Beziehung 
zu  den  Jacobisohen  Gleichungen.    Man  kann  das  Fundamentalproblem  des 

^')  [  Gemäß  der  Angaben  auf  8.  343  hat  man  vier  heaiighehe  Hauptformeln,  welcli<> 
den  hervorgehobenen  fuufwertigen  Formen: 

W,,  W  t     t   (t^-lf)    t'-"ft^  +  2if- 
entsprechen.    (Vgl.  auch   die   am  Soll  ß   d  eser   Äbla    Uung  folge  de      Bemerk  nge 
übet    die   Arbeit   von   Gordan  in  den   Math    An  ale       Bd    1.  L&  ft        ubei   das 

Blementardreieck  des  Ikosaeders  o  benegt  ?  cl  w  e  J  F  s  1  er  Beno  D  sser 
tation  (Konforme  Abbildung  "(pbar  s  her  Dre  ecke  autemande  m  tteLt  alg  bra  scher 
Funktionen,  Leipzig  1885)  S  67  bemerk  das  zugehoige  ul  er  en  on  lenselhe 
Symmetriekreisen  der  Ikoaaederte  lu  g     n  gre  zte    Dre  eek   l  zn     m  t    le     V\  i  kein 

3  '    ~5~'      9""'  3  '  ~  ~  ~  2 

Vgl.  die  Figuren  bei  Fischer.  K 
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vorigen  Abschnittes  (§1)  so  hinstellen:  Es  ist  ein  Ikosaeder  f{Xi,x^)  in 
kanonischer  Form  gegeben  und  es  sind  die  Zahlwerte  gegeben,  welche  die 
simultanen  Invarianten  des  Ikosaeders  und  einer  unbekannten  linearen  Form 

besitzen,  man  soll  die  Koeffizienten  'yn'Ja  der  letzteren  bestimmen. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Aufgabe  ergibt  sich  sofort,  wenn  man 
an  Stelle  der  linearen  Form  eine  von  höherem  Grade  treten  läßt.  Ich 
beschränke  mich  hier  auf  die  Betrachtung  des  Falles  einer  quadratischen 
Form,  deren  Untecsuchung,  wie  man  sofort  sieht,  dadurch  besonders  er- 
leichtert wird,  daß  die  Kovarianten  f,  H,  T  des  Ikosaeders  alle  eine  gerade 
Ordnung  besitzen. 

§  ]. 
Das  simultane  System  eines  Ikosaeders  und  einei  quadratischen  Form. 

Es  sollen  f,  H.,T  in  der  immer  festgehaltenen  kanonischen  Form 
vorausgesetzt  sein,  aber,  um  Verwechslungen  zu  vermeiden,  mit  den 
Variabein  x^ ,  x^  geschrieben  werden.  Der  quadratischen  Form  erteile  ich, 
damit  später  in  der  Bezeichnung  Übereinstimmung  herrscht  mit  der  bei 
den  Jacobischen  Gleichungen  üblichen,  die  Gestalt: 

q  =  Ä^x^-\-  2A^x^x^—  A^x^. 
Man  hat  dann  als  Invarianten  zunächst  die  Determinante: 

(1)  Ä  =  Äl—Ä^A,, 
dann  weiter  die  Überschiebungen 

(f,?")„.  (ff.?'°),.,  (J",?"),., 

die  ich  mit  B\  0 ,  D  bezeichnen  will  luid  die  ausgerechnet  folgende 
Werte  darbieten: 

■]  21  Ao(At+ASi~iAtAi, 
n.\llUC'—-hl2Ai°+llh'iOAiAiA,—lliSWASÄlAi 
4  33600^0^ i'-^l-  6SmAiAiAt+ 1264?^? 
+  Aa(Al+Atj{22\16Ai-ieimÄlÄiA,+\'imAlAl) 

(2)  -miAl'+AS"), 
l2D:=(Al-At){-V12iAi°+SU0AlAiAt 

-  SSiOASAtAi+12WAtAlAl 

-  lOO^o'^M'+^i'A') 
+  A,(Ar-Al°){^i2Ai-\mAlAiA._  +  WÄlÄD 
+  {Al'-A?). 
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Mit  diesen  Formen  ist  das  System  der  Invarianten  bereits  ab- 
geschlossen, wie  man  nach  Analogie  ähnlicher  Beweise  folgendermaßen  zeigt. 
Wenn  -4  =  0,  also  die  quadratische  Form,  das  Quadrat  einer  linearen  ist: 

so  gehen  B,C  ,D  einfach  über  in  f(rjj^,r]^},  H{r}^,rj^,  ^(Vi^V^)  ^'■^^ 
andere  simultane  Invarianten  gibt  es  dann  nicht  (Math  Annalen,  Ed.  9, 
[Abh.  LI,  8.  290ff.]).  Im  allgemeinen  Falle  bestehen  daher  die  gesuchten 
Invarianten  aus  B  ,C  ,  D  resp.  aus  Gliedern  welche  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzt sind,  plus  Gliedern,  welche  den  Faktor  4  enthalten  Diese  Glieder 
müssen,  nach  Abtrennung  des  Faktors  Ä  für  sich  Invaiiantencharakter 
besitzen,  für  sie  gut  also  dasselbe  Gesetz  n«w 

Zwischen  diesen  vier  Formen  Ä,  B ,  C,  D  besteht  dann  noch  eine 
Relation  entsprechend  der  früheren  Bedingung: 

ich  werde  erst  weiter  unten  diese  Relation  angeben  (§4,  Gl.  (10)), 

Das  neue  Problem  aber,  welches  ich  aufstelle,  ist  dieses:  Ss  sind, 
in  Übereinstimmung  mit  dieser  Relation,  die  Zahlenwerte  gegeben,  welche 
A ,  B',  G',  D  für  eine  unbekannte  quadratische  Form  A^x^  -i-'iAoXix^  —  A^xl 
anneJmien;  man  soll  die  Koeffizienten  Aj_,  A^,  A^  bestimmten. 

Dies  Problem  bat  GO  Lösungen  resp.  Lösungssysteme.  Denn  zunächst 
ergeben  zwar  die  Gleichungen:  A,  B  ,  G  ==  gegebenen  Konstanten  2-6'10 
=  120  Lösungen,  aber  von  diesen  unterscheiden  sich,  da  A,  B\  G  gerade 
Funktionen  von  A^,  A^,  A^  sind,  je  zwei  immer  nur  durch  die  Vorzeichen 
der  Af^,  A^,  A^,  und  D,  welches  eine  ungerade  Funktion  ist,  entscheidet 
dann,  welche  Vorzeichenkombination  au  nehmen  ist. 


§2. 
Ableitung  aller  Lösungen  aus  einer  derselben. 

Wenn  wir  eine  quadratische  Form  kennen : 

q  =  A^x^  -\-  2  A^x^x^  —  A„x^, 

welche  dem  gestellten  Probleme  genügt,  so  ergeben  sich  die  59  anderen, 
indem  man  auf  x^^,  x^  die  120  binären  Ikosaedersubstitutionen  (4)  des 
vorigen  Abschnittes  anwendet.  Denn  da  es  sich  um  simultane  Invarianten 
von  q  und  f  handelt,  f{x^,  x^)  aber  durch  diese  Substitutionen  in  sich 
übergeht  und  die  Substitutionsdeternünante  -|-  1  ist,  so  werden  die  simul- 
tanen Invarianten  der  transformierten  quadratischen  Form  und  des  ur- 
sprünglichen Ikosaeders  die  vorgeschriebenen  Werte  behalten   haben.     In 
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der  Tat  entstehen  durch  die  120  Substitutionen  aus  der  einen  quadrati- 
schen Form  auch  nur  60,  da  sich  immer  zwei  Substitutionen  nur  durch 
gleichzeitige  Vorzeichenänderung  beider  Variablen  r^,  x^  unterscheiden. 
Ich  will  diese  60  Formen  mit 

bezeiclinen.     So  findet  man  für  die  AI_,  A'^,  As  folgende  Tabelle: 


(3) 


„-((«  +  .')«"^, +2^„-,  {,'  +  ,'), 


A„ 
,{,'A,+A„  +  ,-'A,), 


t''-A,. 
-'*'A,, 


Man  hat  also  Mer  an  Stelle  der  seither  betrachteten  Gruppe  von 
120  binaren  Substitutionen  eine  Gruppe  von  60  ternären.  Die  Deter- 
minante der  einzelnen  Substitution  ist  wiederum  =  +  1. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Gruppe  von  Substitutionen  zugleich 
die  Galoissche  Gruppe  des  neuen  Problems ,  ist.    In  der  Tat,  die  rational' 
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bekannten  Größen  A,  B\  C',  D  werden  durch  diese  60  Substitutionen  in 
sich  verwandelt,  und  umgekehrt  läßt  sich  zeigen,  daß  jede  ganze  Funktion 
von  Af,,  A^,  A^,  welche  durch  diese  Substitutionen  in  sich  verwandelt 
wird,  eine  ganze  Punktion  von  A,  B',  C,  D  ist  (sie  hat  also,  wenn  un- 
gerade, notwendig  D  zum  Faktor).  —  Der  Beweis  ist  derselbe,  der  soeben 
beim  Nachweise  der  Vollständigkeit  des  Systems  der  simultanen  Invarianten 
gebraucht  wurde.  Wenn  4==0,  so  ist  die  Behauptung  richtig,  wie  ich  in 
den  Math.  Annalen,  Bd.  9  [=  Äbh.  LI,  S.  290 ff.]  nachwies.  Also  bestehen  die 
gesuchten  Ausdrücke  aus  ganzen  Funktionen  von  B  ,  C,  D,  plus  Gliedern, 
welche  A  zum  Faktor  haben.  Diese  Glieder  behandelt  man  nach  Abtrennung 
des  Faktors  ebenso  asv.  Also  aiieh  hier  decken  sich  die  rational  bekannten 
Funktionen  T/iit  den  Invarianten. 


Verschiedene  Arten  der  geometrischen  Veranschauhchung. 

Eine  geometrische  Veranschaulichung  des  neuen  Problems  erhält  man 
sofort,  wenn  man  die  Wurzelwerte  der  quadratischen  Form  als  Punkte  auf 
der  (  — ]-KugeI  deutet,  und  diese  Interpretation  leistet  nach  Seite  der 
vollen  Anschaulichkeit  alles,  was  man  wünschen  kann.  Inzwischen  werde 
ich  fortan  des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  zumeist  Gebrauch  machen  von 
der  geläufigeren  Deutung,  welche  die  Verhältnisse  A^-.Aii A^  als  tri- 
metrische  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  beirachiet.  Dieser 
Punkt  wird  durch  die  60  ternären  Substitutionen  der  vorigen  Paragraphen, 
welche  jetzt  die  Bedeutung  von  60  Kotlineationen  gewinnen,  auf  60  Weisen 
versetzt,  und  unser  Problem  verlangt  vor  allen  Dingen,  die  so  entstehenden 
60  Punkte  zu  bestimmen,  hernach,  die  absoluten  Werte  ihrer  Koordinaten 
anzugeben.  Die  Kurven  ^=^0,  B'=0,  C'^0,  I>  =  0  gehen  bei  den 
Kollin eationen  in  sich  über,  ebenso  z.  B.  die  Kurven  B'  ~IA'  —0, 
G'  —  fiA^^O,  als  deren  vollständiger  Schnitt  jedes  System  von  60  zu- 
sammengehörigen Punkten  dargestellt  werden  kann. 

Neben  diese  Interpretation  in  der  Ebene  stellt  sich  noch  eine  andere 
im  Räume,  die  ich  wenigstens  anführen  will,  wenn  ich  sie  auch  nicht 
weiter  benutze^').  Unter  a;,  y,  z  rechtwinklige  Raumkoordinaten  veratanden, 
setze  ich: 

j4ii  ~  z,     A^=  x-\-  iy,     A^=^  X  —  iy. 

So  wird  A  =  AI  -\-  A^A^^x'^  ^y'^  -\-  s^,  und  die  60  gesuchten  quadra- 
tischen Formen  werden   vorgestellt   durch  60  auf  der  Kugel  vom  Radius 

^')  [WegcQ  der  hier  folgeaden  Eiörterungen  vgl.  den  Zusatz  II  za  der  Arbeit 
„Über  Flächen  dritter  Ordnung"  (Abk  XXXV  dieses  Bandes,  S,  59).] 
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V'Ä  befindliche  Kaumpunkte.  Die  temären  Substitutionen  (3)  erhalten 
jetzt,  in  x^  y,  z  geschrieben,  reelle  Koeffizienten,  und  da  sie  x^  +  y^  -\-  z^ 
in  sich  überführen,  übrigens  die  Determinante  1  besitzen,  so  gewinnen  sie 
die  Bedeutung  von  60  reellen  Drehungen  um  den  Anfan^punkt.  Es  siitd 
keine  anderen  als  die  60  Drehungen,  welche  ein  der  Kugel  eingeschriebenes 
Ihosaeder  mit  sich  zur  Deckung  bringen.  Dies  ist  also  ein  ganz  elemen- 
tarer Weg,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Jacobischen  Gleichungen 
und  dem  Ihosaeder  zu  erkennen. 

.Verbindet  man  den  Punkt  Ä^,  Ä^,  A^^  mit  dem  Anfangspunkte  durch 
eine  gerade  Linie  und  betrachtet  sie  als  Vertreterin  der  Verhältnisgrößen 
A^\A^:Ä^,  so  hat  man  eine  letzte  Interpretation,  die  sich  von  der  Inter- 
pretation in  der  Ebene  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  als  Träger  des 
ternären  Gebietes  der  Kugelmittelpunkt  mit  den  durch  ihn  hindurchgehen- 
den Strahlen  gedacht  ist^^).  Ich  werde  weiterhin  zeigen,  daß  die  von  uns 
in  der  Ebene  zu  studierenden  Figuren  auf  das  genaueste  zusammenhängen 
mit  der  ebenen  Abbildung  der  von  Clebsch  so  genannten /»io^onoZ^cAe 
dritter  Ordnung  (Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  8. 331).  Olebseh  spricht  bei 
diesen  Untersuchungen  insbesondere  von  einem  merkwürdigen  durch  die  sechs 
Fundamentalpunkte  der  Abbildung  gebildete  Sechsecke,  welches  die  Eigen- 
schaft besitzt,  zehnfach  Erianehonsch  zu  sein.  Betrachten  wir  statt  der 
Ebene  den  vom  Mittelpimkte  des  Ikosaeders  ausgehenden  Strahlenbündel, 
so  erkennen  wir,  daß  dieses  Sechseck  eine  sehr  bekannte  Konfiguration  ist. 
Die  sechs  durch  die  Ecken  des  Ikosaeders  hindurchlaufenden  Durchmesser 
sind  sein  Gegenbild.  Denn  in  der  Tat  schneiden  sich  die  fünfzehn  durch 
zwei  derselben  hindurchgelegten  Ebenen ^^)  zehnmal  zu  drei  in  einer  geraden 
Linie,  nämlich  längs  der  zehn  Durchmesser,  welche  die  Ecken  des  zu- 
1  Pentagon dodekaeders  enthalten. 


§4. 
Orientierung  in  der  Bildebene  Ao'.AiiA^. 
Wenn  diu  quadratische  Form 

q  =  Ä^xl-{-  2A^x^x^  —  A^x^, 
wie  zunächst  angenommen  sei,  das  Quadrat  einer  linearen  wird: 

so  rückt  der  Punkt  A^:A^:Ä^  der  Ebene  auf  den  Kegelschnitt  A^Ü, 

^)  Leider  sind  bei  dieser  Interpretation  die  Kegel  ^=0,  B  =  Ü,  C^O  durchaus 
imaginär. 

*')  Diese  Ebenen  zuaammen  bilden  den  Kegel  i>  =  0.  [Kb  sind  die  15  Symmetrie- 
ebenen  des  IkosaederR.    K,] 
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und  dessen  Punkte  also  repiäsentieren  die  Größensysteme  »/^ :  t]^.  Insbesondere 
also  befinden  aioh  auf  ^4  —  0  Gruppen  von  bez.  12,  20,  30  aasgezeichneten 
Punkten,  entsprechend  /'('Ji,  »/a)  =  0)  ■Ö(j?i,  i;,)  =  0,  T {fi^,,ti^)  =  0  . 
Wichtig  zumal  ist  die  Beziehung  eines  Punktes  Af,:A^:A^  der  Ebene  zu 
den  beiden  Berührungspunkten  der  von  iiini  an  den  Kegelschnitt  A  ge- 
legten l'angenten.  Diese  Berührungspunlcte  erhalten,  wie  man  sofort 
zeigt,  als  Werte  von  —  die  Wurzeln  der  guadratischen  Gleichung 

g{ri)-^A^  ril  +  2^0 »Ji »Js  -  ^2  ni  =  <>■ 
Fragen  wir  nach  der  Lage  derjenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  der 
Zerlegung  von  f,  H,  T  in  q^uadratische  Faktoren  entsprechen.     So  haben 
wir  zunächst  sechs  Punkte  mit  den  Koordinaten 


entsprechend  der  Zerlegung  von  f.    Sie  bilden  das  soeben  erwähnte  zehn- 
fach  Brianchonsche   Sechseck    und   sollen    als    die    Fundamentalpunkte 
der  Ebene  bezeichnet  werden.  — ■  Wir  haben  ferner,  entsprechend  der  Zer- 
legung von  H,  zehn  zusammengehörige  Punkte: 
A^  A,         A., 


(5)  -^^^-     .-'         .- 

und  fünfzehn  zusammengehörige  Punkte,  welche  den  Faktoren  von  T  ( 


I  0  e-'-        e-i". 

Die  lö  VerbinduTigslinien  der  sechs  Fundamentedpunkte  (4)  schneiden 
sich  zu  je  drei  in  den  Punkten  (5),  zu  je  zwei  in  den  Punkten  (6),-  sie 
sind  überdies  die  Polaren  der  Punkte  (6)  in  bezitg  auf  den  Kegelschnitt 
A  =  0.  Ihre  Schnittpunkte  mit  A  bilden  die  30  Punkte  T{tj^,  ij^)  =  0. 
Man  entnimmt  diese  Angaben  in  bekannter  Weise  der  Figur  des 
Ikosaeders;   übrigens  mag  man  sie  durch  die  Gleichungen  der  15  geraden 

\  e-A,-e-A,-0 
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kontrollieren.  Diese  15  Geraden  zusammengenommen  stellen  eine  Kurve 
fünfzehnter  Ordnung  vor,  welche  bei  den  60  ternären  linearen  Substitu- 
tionen (3)  ungeändert  bleibt.     Daher  folgt  aus  §2: 

Das  Aggregat  der  15  Geraden  ist  dargeateUi  durch  D  =  0. 

Für  die  Kurven  £'  =  0,  G  =0  ergeben  sich  nicht  gleich  einfache 
Interpretationen.  Ich  will  dieselben  mit  Hilfe  von  ^  =^  0  in  der  Weise 
modifizieren,  daß  sie  in  den  sechs  Fundamentalpunkten  möglichst  hohe 
vielfache  Punkte  erhalten.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  niu'  dafür  zu  sorgen, 
daß  einer  dieser  Punkte,  z.  B. 

^,  =  0,  A^  =  0 
vielfacher  Punkt  wird,  dann  werden  es  die  anderen  Fundamentalpunkte 
von  selbst,  wegen  der  Eigenschaft  der  in  Betracht  kommenden  Ausdrücke, 
bei  den  60  temären  Substitutionen  ungeändert  zu  bleiben.  Das  heißt  also: 
wir  müssen  vermöge  A^-^Aq-^A^Ä^  die  Ausdrücke  B',  G'  so  modifi- 
zieren, daß  möglichst  die  höchsten  Potenzen  von  A^  herausfallen.  Auf 
diese  Weise   gewinnt   man   zwei  Ausdrücke,    die  B  und  G   heißen  sollen ; 

B^-B'  +  '^A^ 

^BAoA,A^~  2A!A!Ai  +  ä!  A!  -  Ao{A!  +  AI), 

(8)  {  G=  -1440'-^^^^'  +  ^ 
=  ^2f}A,tA!Al  -160 A^AlA's+ 20  AoAtA^  +  ö  A'iA^ 
-  AA>,{A^^At){22Al-  2.0AlA^A^  +  ^AlAl)+Al''  +  A"'. 

Die  Kurve  ß  =  0  bat  in  den  Fundamentalpunkten  Doppelpunkte,  ist 
übrigens  vom  Gesohlechte  4.  Die  Kiirve  C  =  0  zehnter  Ordnung  hat  in 
den  Fundamentalpunkten  Spitzenpaare,  d.  h.  vierfache  Punkte;  ihr  Ge- 
schlecht ist  Null.  Übrigens  sind  jetzt  B  und  0  eben  die  Ausdrücke 
sechster  bzw.  zehnter  Ordnung  geworden,  welche  wir  oben  {I,  §  12)  bei 
den  oMgemeinen  Jacobischen  Gleichungen  so  bezeichneten.  Dadurch  also 
sind  B,  G  in  neuer  Weise  definiert:  als  gewisse  simultane  Invarianten  des 
in  kanonischer  Form  gegebenen  Ikosaeders  und  einer  zutretenden  quadra- 
tischen Form*'),  Aber  auch  die, Diskriminante  der  Jaeobischen  Gleichung 
findet  ihre  volle  Deutung:  die  vierte  Wurzel  aus  der  Diskriminante  ist 
bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  D: 

(9)  1^11  =  12  Zt. 

'")  Eine  andere  Art  diese  Äusdricke  zu  deflnioren,  erhalt  man,  wenn  man  aie 
als  temäre  Formen  auffaßt  Ich  will  hier  nur  ohne  Beweis  angeben;  Betrachtet  man 
C  als  Grundform  so  lassen  sii'h  4  B  Z)  als  Korarianten  derselben  darstellen,  und 
zwar  büden  sie  dan  v}lh  &j?tem  der  Ko\<iiianten. 

Klein.  L^HmraPltc  in  th    \bha        li„  ii    II  23 


IQ34 
"  U-21  ^ 
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In  der  Tat  findet  man  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (23)  (Absohn.  I): 

(10)      144  D'  -  -  1728  B"  +  720  ACB^  -  SO  A' C' B 

■'\UA''{bB^  -AOf  +  0"", 
was  zugleich   die  Relation   zwischen   den  Invarianten  A,  B,  C,  D,   resp. 
A,  B  ,  C,  D  ist,  welche  noch  aufzustellen  war  (Abaohn.  II,  §  1), 


Die  allgemeinen  Jacob isclien  Gleichungen  vom  sechsten  Grade. 

Aue  den  letzten  Bemerkungen  geht  hervor,  daß  sich  unser  neues 
Problem  mit  den  allgemeinen  Jacobiachen  ßleichungen  sechsten  Grades 
deckt,  sobald  man  bei  der  letzteren  die  vierte  Wurzel  aus  der  Diskrimi- 
nante  adjungiert*^ ).  In  der  Tat  berechnet  sich  die  Jacobische  Gleichung 
als  Resolvente  unseres  Problems  nunmehr  folgendermaßen  einfach.  Die 
sechs  Wurzein  der  Jacobischen  Gleichung: 

z,.={A^-[^e"A,  +  r-'A.,f 
stallen,  gleich  Null  gesetzt,   doppeltzählend  die  sechs  Polaren  dar,  welche 
die  sechs  Fundamentalpunkte  in   bezug   auf  den  Kegelschnitt  Ä  besitzen. 
Es  ist  einfacher,  statt  ihrer  die  Aggregate 

z^-A,  z,~A 
zu  betrachten.  Sie  repräsentieren,  gleich  Null  gesetzt,  diejenigen  sechs 
Kegelschnitte,  welche  durch  fünf  der  sechs  Fundamentalpunkte  hindurch- 
gehen. Infolgedessen  hat  man  nämlich  folgenden  Ansatz.  Die  in  Betracht 
kommenden  sjroimetrischen'  Funktionen  der  (2  —  A)  sind  (als  gerade 
Funktionen  der  A^,  A^,  A^)  ganze  Funktionen  von  A,  B,G,  die,  gleich 
Null  gesetzt,  Kurven  vorstellen,  welche  in  den  Fundamentalpunkten  viel- 
fache Punkte  von  bekannter  Mvlti'ßizität  besitzen.  Es  ist  daher  unter 
X,  X,  .. .  numerische  Faktoren  verstanden: 

Denn   z.  B.  ^{z^~  A){z^ 

Kurve   vierter  Ordnimg,    w     h  ch   j  d       Fun     m      a    u  k 

")  Wenn  man  eine  Jaco  C      hu  g        h  h  K 

ßriosohi   als   Resolvente   einer  G  i  G    d 

junktion  von  vornherein  geleiste  h  fia       d  dm  K 

Aufsätze  (Grelles  Journal,  Bd,  59  6  hp  gb  ^    ^ 

wie  mir  scheint,  verschiedene  A  gn  «dimnsd        dg 

für  Jaoobische  Gleichungen  seoh  n       ad      schl       hm 


■(h- 

--A). 

~xA, 

i) 

~0 
IB 

en 

Fun 
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hindurcligeiit.  Eine  solche  Kurve  läßt  sioli  aber  aua  A,  B,  C  nicht  zu- 
sammensetzen, also  ist  der  Ausdruck  identisch  Null.  —  So  kommt  schließ- 
lich die  Jacobisehe  Gleichung  in  bekannter  Torm: 

(12)  {z-Af-iA{z-Af-\-lQB{z-A)^-G(z-Ä)  +  (5B'-AC)=0, 
wo  nur  die  Zahlenkoeffizienten  durch  Vergleich  einzelner  Glieder  haben 
bestimmt  werden  müssen. 

§6. 
Berechnung  gewisser  Ausdrücke. 
Weiterhin   bedarf  ich  gewisser  Ausdrücke,    die  ich  gleich  hier,    unter 
Benutzung  des  geometrischen  Bildes,  berechnen  will. 

Die  erste  Aufgabe  sei:  ,  das  Aggregat  der  12,  20,  30  geradlinigen 
Tangenten,  welche  ^  =  0  in  den  Punkten  /'(»/i,  Vs)  =  ö,  H  {-rj^,  t}^)  =  Q , 
T(t}^,r]^)^(i  berühren,  als  ganze  Funktionen  von  A,B,C  darzustellen. 

1.  Die  12  Tangenten  in  den  Punkten  f.  Ein  Paar  zusammen- 
gehöriger Tangenten  heißt  A^A^^O,  oder,  wenn  wir  die  Wurzein  z  der 
Jacobischen  Gleichung  benutzen,  z^  — 5^^0.  Daher  erhält  man  den 
gesuchten  Ausdruck  (bis  auf  einen  unbestimmt  bleibenden  Zahleniaktor), 
wenn  man  in  die  linke  Seite  der  Jacobischen  Gleichung  z^5A  einträgt. 
Auf  diese  Weise  kommt: 

(13)  L  =  B^~AG+  128  A^B. 

2.  Die  20  Tangenten  in  den  Punkten  H.  Einen  Punkt,  der  sich  auf 
einer  dieser  Tangenten  bewegt,   kann  man  folgendermaßen   darstellen'^): 

^o  =  (e'-e'}(i  +  (5  +  3V5)), 
A^=-{E^-E■'){Xa~i^fb), 
^  =  (e*-e^)(Afc-4V5), 
((«-h&)-^^     ab^^l). 

Setzt  man  A'  =^2'-5-/i,  so  wird  hiermit: 
A^  -300, 

5^=2"'5'(/<'  +  10^-2), 
C=2"'-3-5"(5/t'-2-3-5/i*-2). 
Nun   eliminiere   man  //  zwischen  --^  und  '-^.     So  gewinnt  man,   ab- 
gesehen von  Zahlentaktoren,  den  Ausdruck: 

(14)  ilf  =  0^  +  2"- 75^ß'  + 2".  35 -4' SC 

+  2".125^*S'-2''-13-4'C-2"-5^'ß  +  2'''^'". 

")  [Hierbei  sind  die  Werfcevon  H'  und  T'  benutzt,  die  in  der  Fußnote  ^^)  auf 
S.  326  angegeben  sind.     K,] 
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e»  in  den  Punkten  T.     Man  setze 
A,  —  i\'\  +  2il, 

A,-    Vl  +  2il--\/^i. 


-  5r+  or  +  1, 

°  +  45/  +  10/  +  50  /  +  25  /  +  1, 


und  hieraus  duroh  Elimination  von  i": 


(15) 


3   'S-T^S  C-2''-3-5-ll^\ßC' 
'■3-5.11^*£'G-2'-3.n-174'c' 


+  2-  ■3.23^'"C— 2'  ■3-5  4"5  +  2"  -^'°*ä).  — 
Die  zweite  Aufgabe  erwächst  aus  folgendem.  Jedesmal  60  Punkte 
lies  Kegelschnittes  A  werden  durch  die  ternären  Substitutionen  (3)  zu- 
sammen geordnet.  Man  konstruiere  in  ihnen  die  Tangenten  und  bringe 
sie  zum  gegenseitigen  Durchschnitte,  Es  handelt  sich  darum,  den  geome- 
trischen Ort  dieser  DwchschniUspunkte ,  bzw.  die  verschiedenen  Teile, 
aus  denen  er  besteht,  durch  A,  B,  G,  D  darzustellen. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  lineare  Transformation  in  sich  ver- 
wandelt wird  und  man  bringt  die  Tangenten  zum  Duichachnitt,  welche 
in  Punkten  berühren,  die  durch  die  Kollineation  einander  zugeordnet  sind, 
so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Durchschnittspunkte  bekanntlich  ein 
Kegelschnitt,  welcher  den  gegebenen  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt, 
die  bei  der  Kollineation  fest  bleiben.  Derselbe  Kegelschnitt  wird  erhalten, 
wenn  man  die  betr.  lineare  Substitution  durch  ihre  inverse  ersetzt. 

Nun  sind  uns  60  lineare  Substitutionen  gegeben,  von  denen  eine,  die 
Identität,  als  mit  der  Problemstellung  nicht  verknüpft,  von  vornherein 
auszuschließen  ist.  Unter  den  59  anderen  finden  sich  zunächst  15  von 
der  Periode  2,  welche  je  ein  Punktepaar  von  T  ungeändert  lassen.  Bei 
ihnen  ist  die  anfängliche  Substitution  mit  der  inversen  identisch.  Infolge- 
dessen artet  der  Ortskegelschnitt  für  jede  derselben  aus  in  die  gerade 
Linie,  welche  das  festbleibende  Paar  von  Punkten  verbindet.  Daher  haben 
wvr  als  ersten  Bestandteil  der  gesuchten  Ortskurve  die  aus  15  geraden 
Idnien  bestehende  Kurve 
ö  =  0. 

^'')  [Die  Formeln  (13),  {14},  (15)  wurden  mit  entepteclionden  Formeln  von 
Herrn  Coble  in  den  Transactions  of  American  Mathematical  Society  Bd.  9  (1908) 
verglichen,  naciigeprüft  uud,  wo  es  notig  war,  verbessert.] 
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Betrachten  wir  ferner  die  20  Substitutionen  von  der  Periode  3.  Sie 
lassen  paarweise  dasselbe  Punktepaar  von  H  ungeändert,  und  von  zwei 
in  dieser  Weise  zusammengehörigen  Substitutionen  ist  die  eine  die  inverse 
der  anderen.  Daher  erhalten  wir  zehn  OrtshegelschniUe,  welche  A^O  in 
dm,  Punktepaaren  von  H  berühren.     Ich  finde  für  einen  derselben: 

Ein  beliebiger  Punkt  desselben  wird  gewonnen,  wenn  man  setzt: 
[3  (ö  +  V5)  JV=  -  (3  +  VJ)  VI (//<  +  V") 


■•)  1 


-2(J'+m')]- 


Trägt  man  diese  Werte  in  Ä,B,C  ein,  so  erhält  man  Formeln  von 
folgender  Gestalt: 

^v  =  ß'  +  ^'p  +  ^''e^  +  l5'(>^ 

wo  ß,  j5,  ...    reelle  ganze  Zahlen   sind   (die  ich  noch  nicht  berechnete) 

und  e=   -3- —  gesetzt   ist.     Die  Elimination  von   o  gibt  den  gesuchten 

;.  /<' 
Ausdruck: 

(16)  H  =  C"-+AB, 

der,  gleich  Null  gesetzt,  das  Aggregat  der  zehn  Kegelschnitte  darstellt. 
[R  bedeutet  dabei  eine  von  mir  noch  nicht  berechnete  ganze  Funktion 
von  A,  B,  C) 

Die  24  Substitutionen  von  der  Periode  5,  welche  noch  übrig  sind, 
liefern  noch  zwei  Bestandteile.  Die  vier  Substitutionen  nämlich,  weiche 
ein  Punktepaar  von  f  ungeändert  lassen,  gehören  paarweise  wieder  zu- 
sammen als  direkte  und  inverse  Operation,  und  durch  sie  werden  also 
zwei  Kegelschnitte  bestimmt.     Ich  finde  für  eins  dieser  Paare: 

^+(5±2y5)^o  =  0 
oder,  unter  Benutzung  der  Jacobischen  z: 

z,  =  (5:f  2y5)^. 
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Substituiert   man   diese  Werte   in  die  Jacobisclie  Gieicliung,   so  Icommen 
die  beiden  noch  felilenden  Ausdrücke : 

[  F,  ~  2"  (US  +  imVi)  ä'  -  S,  -2'  [S  +  iV'i)A'  B 

+  {5  +  3V5)4C  +  Ü-B', 
l;  -  2" (445  -  199v/5)^'-  5.2'(9  -  4  V5)/l'2i 
l  +{S-2Vi)ÄC  +  bB', 

und   die   Ort^ilcurve,    welclie   wir'  suclrten,    liat   also   scliliel31iclr  diese  Glei- 
°''""8-  DH-F,.F,-0. 


§7. 

Zuriickfübruiig  des  neuen  Problems  aut  das  Fundamentalprolblcm  des 

ersten  Abselmitts. 

Mit  Hilfe  dieser  Eeclmungen  kann  man  nun  die  Bestimmung  der 
Ag,  A^,  A^  aas  A,  B,  G,  D  folgendermaßen  explizite  auf  das  Funda- 
mentalproblem  des  vorigen  Abschnittes  zurück  führen**).  Es  seien  --  und 
y-  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

q  =  Äi  x^  —  2  A^Xj  x^  —  A^  xi  =--  0 , 
so  werden  —  und  y,  jedes  für  sich,  durch  die  60  Ikosaedersubstitutionen 
des   vorigen  Abschnittes   transformiert,    wenn   A^,  A^,  A^    durch    die  60 
ternäien  Substitutionen  (3)  umgewandelt  werden.    Daher  hängen  — ^  ■und 

17285l(l>iil_Z„  1728  ^Cli---«  . 


es  von  einer  Ikosaedergleichung  ab: 

(18) 

WO  die  Parameter  X^,  X^  rationale  Funktionen  von   vA,  B,  C,  D  vor- 
stellen. 

Diese  i^,  X^  berechne  ich  nach  einer  Methode,  die  ich  auch  im 
folgenden  Abschnitte  bei  ähnlichen  Aufgaben  noch  anwende  (obgleich  ich 
ihr  keinerlei  prinzipielle  Bedeutung  beilege).     loh  setze  vorab: 

q-^  Aixl-\-'iA„x^x^  —  A^xl  =  [ii^x^  —  'i-jiX.^)  (Cja^i  —  Ci^a) 

und  betrachte  nun  die  drei  Resultanten: 


")  Vgl.   dazu  ßrio8ohi,   AnnaU   di  Matematica,   Ser.  II,  t.  I  (1867/6H),  S.  230. 
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[   12*f(l,,1.)-f({..f.)-'. 

119)  12'ff(,„,,).ff({„C,)-m, 

'  ''(,,,,,)■?'({„«-», 

Diese  drei  Resultanten,  gleich  Null  gesetzt,  stellen  im  Sinne  des 
vorigen  Paragraphen  die  dort  berechneten  Aggregate  der  an  A  in  den 
Punkten  f,  H,  T  konstruierbaren  Tangenten  vor.  Denn  wenn  z.  B.  die 
Eesultante  von  f  und  q  verschwindet,  so  bedeutet  das,  für  jene  Inter- 
pretation, daß  eine  der  beiden  Tangenten,  welche  man  von  A^,  A.^,  A^ 
an  A  legen  kann,  in  einem  Punkte  f  berahrt.  —  Die  Bestdtanten  l,  m,  n, 
sind  daher,  bis  auf  Zahlenfaktoren,  gleich  den  drei  soeben  berechneten 
Ausdrücken   L,  M,  N.     Die   Zahlenfaktoren   aber   ergeben   sich  einfach, 

wewn  man  -5i  =  ^  setzt,  wo  denn  A  =0,  B  =  —  f,  C  =  —  144  H  wird. 

'  Vi        Ca  ' 

Auf  diese  Weise  kommt: 

(     l=12''L, 
(20)  I  m  =  12~^  M, 


Aber  es  sind  X^,  X^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 
riv)-f'iC)-X'-l728[f'(n)-H'iC)  +  f\0-H'ifi)]-X 

^1728^-H*(j;)-H*(O-=0. 

Hier  ist  der  erste  Koeffizient  =  rm ,  der  dritte  =  r-^r ,  und  der  mittlere 
144  144 

berechnet  sich  wegen 


gleich : 


l'  +  m'-^n- 
144 

Daher  erhält  man  als  Werte  der  Parameter: 


(21) 


-^^  +  V(l'  +  m^-n'-f- 


wo  die  l,  m,  n  durch  Formel  (20)  definiert  sind. 

Untersuchen  wir  noch  den  Wert  der  Diskriminante,  Es  werden  X^ 
und  X^  zunächst  einander  gleich,  wenn  —  mit  ■—  identisch  ist.  Dies  gibt 
für  die  Dishriminante  den  Faktor  A.  X^  und  X^  werden  aber  auch 
einander  gleich,  wenn  —  aus  -^,  oder,  was  dasselbe  ist,  ^r-  aus  —  durch 
eine  der  59  nicht  identischen  Ikosaedersubstitutionen  hervorgeht.    Die  Dis- 
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Icrimiticmte  enthält  daher  noch  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten 
Ausdrücke  D,  H,  F^,  F^,  jeden  quadratisch.  Hiermit  ist  sie,  da  sie  vom 
himdertzwanzigsten  Grade  ist: 

120=2  +  2(15  +  20  +  12  +  12), 
erschöpft,  man  hat  also,  unter  c  einen  Zahlenfaktor  verstanden: 

(22)  .    ±V(!^  +  m^-n^)^-4?''m3'=  ±cD-H-F^-F.^-Vä. 
durch  Vergleichung  eines  Gliedes  beiderseits  findet  man: 

(23)  »»§. 


Bestimmung  der  Aa,  Ai,  A^. 

Um  jetzt  Af,,  A^,  A^  zu  bestimmen,  berechne  man  zunächst  ij^  und 
r}^,  sowie  f^  und  'C^  [ihren  Verhältnissen  nach]  gemäß  Anleitung  des  vorigen 
Abschnittes  aus  den  hier  aufgestellten  Ikosaedergleichungen  und  bemesse 
ihre  absoluten  Werte  derart,  daß  die  Resultanten  fi^Ji,  ^^)-f{Ci,  C^)  i^w. 
mit  L,  M,  N  übereinstimmen.  Die  Frage,  welche  Werte  jj  und  C  zu- 
sammengehören, beantwortet  sich  im  allgemeinen  aus  der  Formel: 

(24)  J?,^a-  n^'C,=VA. 

Die  zusammengehörigen  Vorzeichen,   welche  man   i/j,  rj^  und  Ci,  f. 3  zu  er- 
teilen hat,  folgen  aus  dem  Werte  von  D.     Schließlich  ist: 

(25)  A-1,C,.       ^--Iiti.       ^--''-^4^^- 

Man  kann  verfangen,  das  ^j,  Cai  welches  zu  einem  j/j,  rj^  gehört, 
rational  durch  dieses  und  bekannte  Größen  auszudrücken.  Nach  einer 
Mitteilung,  die  ich  Gordan  verdanke,  erreicht  man  dies  z.  B.  folgender- 
maßen.    Man  stelle 

f(,,,,,).f(C,,{,)-=i,      ff(,,,,,)-fl(C.,C,)-12-*j¥, 

wie    soeben  geschehen,    als  Funktionen  von  A,  B,  C  dar  und  polarisiere 
5i  nach  1^     80  wird  A^  id.  h.  —-Ci  +  I^-Cj    gleich    Null    und    also: 

i2'.ff(,),.fl(c)^?|.j;j  +  |f.O;, 
18  .r(,)t.y(c)_|f.£,  +  '|.Of. 
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Dahe^ : 


(26) 


,  f(.i)c 


B  Forme!   ist  in   C,,  C^ 


.»<ik 


linear,   liefert  also  -y   als  rationale  Funktion 


§9. 
Über  die  Notwendigkeit  der  bei  der  Aiiilösuiig  benutzten 
Quadratwurzel  **). 
Die  Quadratwurzel,    welche   die   beiden  Parameter  X^,  X^   scheidet, 
spielt  eine  bemerkenswerte  Rolle.     Sie  dient  nicht  dazu,   die  G-aloissche 
Gruppe  des  Problems  zu  reduzieren.    Denn  die  Galoissche  Gruppe  umfaßt 
vorher  wie  nachher  (bei  der  Ikosaedergleichvmg)  60  Substitutionen.    Trotz- 
dem ist  sie  (oder  eine  äquivalente  Irrationalität)  bei  der  Zurückführung  des 
Problems  auf  eine  Ikosaedergloichung  im  allgemeinen  notwendig.   [Sie  ist  das, 
was  ich  später  eine  akzessorische  Irrationalität  nannte.]    Esseinämlich 

y,iA„A„A,)'- 
wo  tp,  V  ganze  rationale  Funktionen  ohne  gemeinsamen  Teiler,  von  einer 
Ikosaedergleichung  abhängig.  Dann  soll  sich  — ,  sobald  auf  A,,,  A^,  A^ 
die  60  temären  Substitutionen  (3)  angewandt  werden,  durch  die  60  Ikosa- 
edersubstitutionen  transformieren.  Das  ist  bei  durchaus  willkürlichen 
A^,  A^,  A^  nur  möglich,  wenn  sich  ip  und  yt  durch  die  iinären  Substi- 
tutionen (4)  des  vorigen  Abschnittes  umformen.  Aber  die  Zahl  dieser 
Substitutionen  ist  (mindestens)  120,  und  das  ist  mit  der  Zahl  60  der 
ternären  Substitutionen  unverträglich. 

Dagegen  gibt  es  selbstverständlich  spezielle  Wertsysteme  von  Ag,A^,A^, 
bei  denen  die  Quadratwurzel  vermieden  werden  kann.  Ein  Beispiel  ist 
dieses.  Es  gibt  rationale  Kurven,  welche  durch  die  60  ternären  Substi- 
tutionen in  sich  übergeführt  werden.  So  ist  der  Kegelschnitt  .4=0  (bei 
dem  unsere  Behauptung  selbstverständlich  ist),  so  ist  die  Kurve  zehnter 
Ordnung    C  =  0.     Stellt   man   jetzt   die   Koordinaten    A^,  A^,  Ä^    eines 


")  [Im  Ikosaederbuch,  S.  335—! 
einfacher  gelöst.     K.] 

'")  Vgl,  den  letzten  Paragraphei 


)  wird  die  im  Text  behandelte  Aufgabe  r 


des  dritten  Abschnittes. 
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Punktes  einer  solchen  Kurve  in  gewöhnliclier  Weise  rational  dujcb.  einen 
Parameter  X  dar,  so  wird  X,  sobald  man  eine  der  60  temären  Substitu- 
tionen macht,  seinerseits  eine  (gebrochene)  lineare  Substitution  erfahren, 
weil  das  ganze  Gebiet  der  Kurve  eindeutig  in  sich  transformiert  wird. 
Daher  hangt  nach  §  4  des  ersten  Abschnittes  eine  geeignete  lineare  Funk- 
tion von  Ji,  d.  h.  eine  rationale  Funktion  von  A^,  A^,  A^  von  einer  Ikosa- 
edergleichung  ab.  —  Eine  ähnliche  Überlegung  war  es,  wie  ich  beiläufig 
bemerke,  welche  mich  zuerst  au  der  Methode  des  §  7  geführt  hat*').  Um 
das  allgemeine  Problem  auf  eine  Ikosaedergleichung  zurückzuführen,  suchte 
ich  dem  Punkte  A,,,  A^,  A^  in  einer  durch  lineare  Substitution  unzerstör- 
baren Weise  einen  Punkt  des  Kegelschnittes  A  zuzuordnen,  dessen  Be- 
stimmung dann  von  einer  Ikosaedergleichmig  abhängen  mußte.  Die  Zu- 
ordnung, wie  sie  in  §  7  verwandt  wird,  besteht,  geometrisch  zu  reden, 
einfach  darin,  daß  man  von  A^^,  A^,  A^  eine  Tangente  an  A  legt  und 
nun  den  Berührungspunkt  als  zugeordnet  ansieht. 

Ein  anderes  Beispiel  von  mehr  partikulärem  Charakter  gibt  der  Fall 
B^O.  Die  sogleich  aufzustellende  (Brioschische)  Eesolvente  fünften 
Grades  nimmt  dann  die  Bring- Jerrardsche  Form  an,  und  diese  subsumiert 
sich  unter  diejenigen  Gleichungen  fünften  Grades,  welche  ich  im  dritten 
Abschnitte  durch  eine  Ikosaedergleichung  löse.  Dem  geht  folgende  Kon- 
struktion in  der  Ebene  A^^  Aj,  A^  parallel,  wie  ich  hier  ohne  Beweis 
angebe.  Man  kann  um  ^4  =  0  unendlich  viele  Dreiecke  beschreiben,  deren 
Ecken  auf  B  liegen.  Jeder  Punkt  auf  B  ist  Ecke  eines  solchen  Dreiecks, 
wählend  jede  Tangente  von  A  dreimal  als  Dreieeksseite  benutzt  wird. 
Ordnet  man  nun  dem  Punkte  auf  B  den  Berührungspunkt  der  gegenüber- 
stehenden Seite  mit^  au,  so  ist  B  auf  A  eindeutig  (allerdings  nicht  um- 
kehrbar eindeutig)  bezogen.  Der  Punkt  auf  A  ist  durch  eine  Ikosaeder- 
gleichung bestimmt,  und  von  ihm  geht  man  rational  zu  dem  Punkte  auf 
B  zurück,  indem  man  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Jacobischen 
Gleichung  benutzt. 

§10. 

Brioschis  Resolvente  vom  fünften  Grade  und  die  Diagonalfläclie 

dritter  Ordnung. 

Ißh  betrachte  zum  Schlüsse  noch  die  Reaolventc  fünften  Grades,  welche 
Brioschi,  wie  in  §  13  des  ersten  Abschnittes  berichtet,  bei  den  allge- 
meinen Jacobischen  Gleichungen  aufgestellt  hat.  Dieselbe  erwächst  geo- 
metrisch aus  dem  Umstände,  daß  man  die  15  Verb indimgsgera den  der 
sechs  Fundamentalpunkte  der  Ebene  A^,  A^,  A^  derart  auf  fünf  Dreiecke 

'^  [Vgl.  die  Erlanger  Sitzungsberichte  vom  13,  Nov.  1876.] 
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verteilen  kann,  daß  die  Seiten  jedes  Dreiecks  alle  Fundaraentalpnnkte  ent- 
Iialten**).    In  der  Tat  stellt  der  Ausdruck  (Gleichung  (20)  des  Abschn.  I): 

(27)  j/„  =  ,.p^+^ivp^_^,3,.p^+^4.p^, 

gleich  Null  gesetzt,  für  die  verschiedenen  Werte  von  v  die  fünf  Dreiecke 
dar,  wie  leicht  zu  kontrollieren.  P^,  P^,  P^,  P^  repräsentieren,  gleich 
Null  gesetzt,  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  ebenfalls  durch  sämtliche 
Fundamentalpunkte  hindurchgehen.  Die  Gleichung  fünften  Grades  selbst 
(Gleichung  (22)  des  Abschn.  I): 

y^  +  10  By^  ^5{9B'-  -  AC)y  -  12Z)  =  0 
berechnet  man  wieder  mit  Leichtigkeit  aus  dem  Verhalten  der  Kurven  y, 
in   den    Fundamentaipunkten   (vgl.  §  5,    Abschn.  11).     Zumal   sieht    man 
a  priori  ein,  daß 

(28)  y]y  =  0,     2y^  =  0 

sein  muß.  weil  es  keine  ganze  Funktion  von  A,  B,  0,  D  gibt,  welche 
den  dritten  oder  neunten  Grad  besitzt. 

Nun  kann  man  diesen  Formeln  eine  geometrische  Deutung  geben, 
durch  welche  der  Zusammenhang  dieser  Betrachtungen  hergestellt  wird 
mit  denjenigen,  die  Clebsch  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871),  8.  336ff. 
entwickelt  hat.  Die  in  A^,  Ä^,  A„  rationalen  Ausdrücke  y,.  befriedigen 
in  allgemeinster  Weise  die  Bedingungen  ^^^0,  ^y''  =  0.  Betrachtet 
man  also  (wie  im  folgenden  Abschnitte  durchgängig  geschieht)  die  y  als 
Pentaederkoordinaten  im  Saume,  so  vermitteln  sie  die  eindeutige  Ab- 
bildung der  dwrch  dieses  Gleichungspaar  dargestellten  Diagonalfläche  auf 
die  Ebene  A^,  A^,  A^.  Es  ist  nützlich,  sich  zu  orientieren,  was  die 
hauptsächlichen  in  der  Ebene  verlaufenden  Kurven  für  die  Fläche  bedeuten. 
Die  sechs  Fundamentalpunkte  der  Ebene  sind  in  der  Tat  die  Fundamental- 
punkte der  Abbildung;  sie  stellen  sechs  auf  der  Fläche*  verlaufende  ge- 
rade Linien  dar.  Die  sechs  weiteren  geraden  Linien,  welche  mit  ihnen 
die  ausgezeichnete  Doppelsechs  bilden  (Clebseh,  Math.  Annalen,  Bd.  4, 
S.  336),  sind  durch  die  Kegelschnitte  z  —  A  =  0  des  §  5  gegeben.  Die 
Kurve  Z>  =  0  repräsentiert  die  15  übrigen  geraden  Linien  der  Diagonal- 
fläche, ß  =  0  gibt  den  Schnitt  der  Diagonalfläche  mit  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  ^y'^  =  0,  und  endlich  ^  =  0  und  C  =  0  bilden  gemeinsam  den 
in  zwei  rationale  Bestandteile  zerfallenden  Schnitt  der  Diagonalfläche  mit 
der  Fläche  vierter  Ordnung  20^^*  =  (^j/=)^  (vgl.  Abschn.  I,  §15). 

Wenn  man  jetzt  die  y  beliebig  untereinander  vertauscht,  so  erfährt 
die  Diagonalfläche  (räumliche)  Kollineationen,  welche  sie  in  sich  überführen. 
Denselben  entsprechen  eindeutige  Transformationen  der  Bildebene  in  sich. 

*")  Diese   fünf  Dreiecke   sind  zugleich  Polardreiecke  für  den  Kegelschnitt  ^  =  0. 
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Den  geraden  Vertauschungen  der  y  insbesondere  entsprechen  die  60  temären 
Substitutionen  des  §  3  dieses  Abschnittes.  Die  ungeraden  Vertauachungen 
aber  ergeben  Umformungen,  welche  über  den  Kreis  der  bisher  betrachteten 
Gegenstände  hinausführen.  Es  sind  60  CremonatransformaUonen,  ivelche 
die  geraden  Linien  der  Ebene  in  Kurven  fünfter  Ordnung  iiherführen, 
die  in  den  Fundamentalpunkten  Doppelpunkte  haben*^).  Sie  bilden  mit 
den  60  KoUineaticmen  zusammen  eine  Gruppe  von  120  Transformationen. 
Bei  ihnen  bleiben  die  Kurven  5  =  0,  Z)=0  ungeändert,  die  Kurven 
A  =^0  und  (7=0  vertauschen  sich,  desgleichen  die  Pundamentalpuntte 
mit  den  Kegelschnitten,  welche  durch  fünf  Fundamentaipunkte  hindurch- 
gehen. Wendet  man  auf  die  ursprünglichen  .4^ ,  A^,  A^  die  temären  line- 
aren Substitutionen  an,  so  erfahren  auch  die  transformierten  .4q,  A^,  A^ 
derartige  Substitutionen.  Aber  e  ist  dabei  durch  s*  ersetzt.  Wir  finden 
also  eine  Umformung  der  allgemeinen  Jacobischen  Gleichung  in  eine  zweite, 
,  analog  der  zweiten  Klasse  von  Umformungen,  die  wir  beim  Ikosaeder  in 
§  18  des  vorigen  Abschnittes  studierten.  Eben  diese  Umformungen  (und 
die  anderen  hier  nicht  berührten,  welche  e  ungeändert  lassen)  hat  Brioschi 
in  den  Annali  di  Matematica,  ser.  II,  t.  1  untersucht;  ich  gehe  deshalb  nicht 
näher  auf  sie  ein;  aber  ich  wollte  wenigstens  aussprechen,  wie  naturgemäß 
man  zu  ihnen  gelangt,  wenn  man  von  den  KoUineationcn  ausgeht,  welche 
die  Diagonalfläche  in  sich  überführen. 

Abschnitt  III, 
Eine  neue  Lösung  der  (xleieliungen  fünften  (nlrades. 

In  diesem  dritten  Abschnitte  zeige  ich,  daß  man  die  Gleichungen 
fünften  Grades,  bei  denen  die  Summe  der  Wuizeln  und  die  Summe  der 
Wurzelquadrate  verschwindet,  explizite  mit  Hilfe  einer  Ilvosaedeigleichung 
lösen  kann.  Es  ist  das  gewissermaßen  die  Umkehrung  der  Betrachtungen  m 
§  16,  17  des  ersten  Abschnittes  Die  Losung  dei  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  ist  daduich  daiauf  zuiuckgefuhrt    die  Gleichmig  voiab  duioh 

'^)  Z.  B.  unter  q  eineu  Proportionalitätsfaktor  verstanden; 

S  A\  =  'i{BAl  aI  -  4,äI  Ai  -IA^A^aI  +  A*  A^), 
sA[  =  2  {8^0  ^i  -  i^o  A^-%  4n  -4,'  A,  +  A^  A^). 
'[Vgl.  zu  dem.  ganzen  §  10  wieder  den  Zusat?  II  zu  der  Arbeit  „tTber  Fläcben  dritter 
Ordnung"  ( Ab h.  XXXV,  S.  56ff.).  Ich  empfehle  besonders  die  gestaltlichen  Umände- 
rnngen  zu  verfolgen,  welche  die  dem  Ilrosaedei  umgeschriebene  Kugelfläche  bei  den 
im  Test  besprochenen  Creimoraatransformationen  fünfter  Ordnung  erleidet.  Hinsicht- 
lich dieser  O^mofwitransformationen  vgl.  Näheres  bri  Wiman  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  48  (1896/97).    K,' 
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eine  Tschimliauseii-Transformatioii  auf  die  genannte  einfache  Form  zu 
bringen.  Ich  würde  gern  eine  ausgeführte  Vergleichung  dieser  Lösungsmethode 
mit  der  Hermiteschen  und  der  Kroneokerschen  hinzugefügt  haben,  die 
alle  untereinander  enge  verwandt  sind.  Aber  es  verlangt  das  durchaus  ein 
Eingehen  auf  die  Eigentömlichlfeit  der  eliiptiachen  Funktionen  und  deshalb 
verschiebe  ich  noch  diese  Auseinandersetzung'"'*). 

§  1- 
Geometrischer  Ansatz. 

Es  mögen  die  fünf  Wurzeln  y,,,  j/^,  y.-^,  y^,  y^  einer  Gleichung  fünften 
Grades  an  die  Bedingung  geknüpft  sein:  ^j/ =  0  und  übrigens  nur  die 
Verhältnisse  der  Wurzeln  beachtet  werden.  Dann  fasse  ich  die  y  au£  als 
Pentaederkoordinaten  eines  Raumpunktes,  der  120  im  allgemeinen  ver- 
schiedene Lagen  annimmt,  wenn  man  die  y  auf  beliebige  Weise  permutiert. 
Diesen  Pemmtationen  gebe  ich  dann,  und  das  ist  für  meine  Anschauung 
das  WesentUehe,  die  Bedeutung  von  KolUneationen  des  Raumes.  (Vgl. 
meine  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  4  [=  Abh.  L,  S.  262 ff.].) 

Ist  nun  insbesondere  noch  _^y''  =  0  [in  welchem  Falle  ich  die  Glei- 
chung fünften  Grades  später  als  Haupt^leichung  bezeichnete]  so  hegen  die 
120  Punkte  alle  auf  der  durch  diese  Gleichung  daigestellten  Flache  zweiten 
Grades,  die  ich  als  Fläche 'T  [=  Hauptfliche]  bezeichne  Iber  eine  Fläche 
zweiten  Grades  trägt  zwei  Scharen  geiadlinig  Erzeugender  und  iu(h  die.se  wer- 
den bei  den  120  Kollineationen  tranifoimieit  Man  zeigt  leicht  Bet  den 
60  Kollineationen,  welche  durch  gerade  Veüauschnngen  det  y  lotgestellt 
sind,  wird  jede  Schar  der  Erzettgenden  m  sich  fyansfofmieit  bei  den 
übrigen  KolUneationen  werden  äit  Scharen  untet einander  vertauscht. 
Nun  mache  man  denselben  Schluß  dei  ichoii  m  t(  '^  de%  \origen  Ab- 
schnittes angewandt  wurde.  Die  Eizeugenden  emei  Art  dei  Flache  zweiten 
Grades  bilden  eine  rationale  Mannigfaltigkeit  eistei  Dimension  sie  lassen 
sich  rational  durch  einen  Parameter  X  darstellen  so  daß  zu  jeder  Er- 
zeugenden nur  ein  Wert  von  A  gehört     Eine  räumliche  Kollmeation  daher, 

""j  Vgl.  indes  die  bereita  genannte  Note  m  den  Rendieonti  dei  latituto  Lom- 
bardo  vom  April  1877.  [AuEfiihriiclier  ist  dies  inderwiederiolt  genannten  Arbeit  „Über 
die  Transformation  der  Vliptisehen  Funktionen  und  die  4ijfJoi>ung  des  Gleichungen 
fünften  Grades"  ( 1878)  gestehen.  —  Ich  will  auch  gleich  ben  erken  daß  die  ganzen 
umständlichen  R«clmungen\mit  symmetrischen  Funktionen  dw  m  !;  i  5  1  10  des 
Testes  folgen,  von  Gordan  invatiantent!  eoretiscl  abgekürzt  bind  und  s  Hießlich 
durch  den  einfachen  Gedanken  iiberflu  sig  gemacht  smd  den  L  Kiepprt  la  den 
Göttmger  Nachrichten  vom!l7,  Juli  187S  nder  auch  m  trelles  JDUmal  Bd  87  (1879) 
ausgesprochen  hat:  die  ausgerechnete  Hauptresoh ente  der  Iko'jaedBigleichung  direkt 
mit  der  zur  Auflösung  vorgelegten  Hauptgleiciung  fünften  (  ladea  zu  vergleichen. 
So  ist  es  auch  im  Ikosaederbuch  ausgeführt      K 
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welche  die  Erzeugendenschar  in  sich  transformiert,  ist  mit  einer  linearen 
Transformation  von  X  äquivalent.  Also  sind,  nach  §  4  des  ersten  Ab- 
schnittes, die  60  Werte  von  X,  vxlche  60  zvsammengehörigen  Erzeugenden 
entsprechen,  von  einer  Ikosaedergleichung  abhängig  (vgl.  Math.  Annalen, 
Bd.  9  [=Abh.  LI,  S.  300f.]). 

Um  jetzt  die  Gleidiung  fünften  Grades  zu  lösen,  bei  der  ^Jy  ~  ^  i 
^y^  =^  0,  bestimme  man  vor  allem  die  60  Erzeugenden  der  einen  (ersten) 
Art,  welche  durch  die  60  Punkte  hindurchlaufen,  die  aus  dem  Punkte 
y^y^y^y-^yi  durch  die  geraden  Vertausehvmgen  der  y  entstehen.  Die  Para- 
meter dieser  Erzeugenden  sind  gebrochene  lineare  homogene  Funktionen 
der  y;  es  wird  in  ersier  Linie  darauf  ankommen,  die  Parameter  so  zu 
wählen,  daß  die  aufzustellende  Ikosaedergleichung  in  kanonischer  Form 
erscheint.  Dann  handelt  es  sich  zweitens  darum,  die  Ikosaedergleichung 
wirklich  zu  bilden.  Und  drittens  sind  die  Wurzeln  y  als  rationale  Funk- 
tionen der  Wurzeln  dieser  Ikosaedergleichung,  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, als  rationale  Funktionen  einer  Wurzel  der  Ikosaedergleichung 
darzustellen.  Mit  diesen  drei  Problemen  werde  ich  mich  der  Reihe  nach 
beschäftigen. 

§  2. 
Nähere  Betrachtung  der  Fläche  W. 

Durch  die  60  geraden  Vertauschungen  der  y  —  welche  fortan  allein 
in  Betracht  kommen  sollen  — ,  werden  die  Erzeugenden  erster  Art  auf  V 
und  ebenso  die  Erzeugenden  zweiter  Art  in  Gruppen  von  je  60  zusammen- 
gefaßt. Unter  diesen  Gruppen  muß  es  jedesmal  eine  geben  —  sie  soll 
/",  bez.  /j  heißen  —,  die  nur  aus  12  verschiedenen  Linien  besteht,  eine 
zweite  —  H^  oder  H^  —,  die  nur  20,  und  eine  dritte  —  T^^  oder  T^  — , 
die  nur  30  verschiedene  Lmien  umfaßt  Ich  werde  hier  zuvörderst  diese 
ausgezeichneten  Gruppen  analytisch  beistimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man,  daß  man  auf  ¥  von  vornherein 
gewisse  Gruppen  zusammengehöriger  Punkte  kennt,  die  weniger  als  60 
verschiedene  Punkte  umfassen      Es  iind  dies; 

I.  ZweiGruppfn  von  je  12  Punkten  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
sind  die  fünften  Einheitiwmzeln     Man  eihält  die  ersten  zwölf,  wenn  man 

1    t^    «^  e     e 
auf  gerade  Weise  v  rtau^tht    und  die  zweiten  zwölf  entsprechend  aus 

II.  Eine  Gruppe  lon  20  Punkten  Unter  a  eine  dritte  Einheits- 
wurzel verstanden,  smd  die  Koordinaten  dieser  Punkte  in  wechselnder 
Anordnung:  1    «    k^    0    0 
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III.  Mne  Gruppe  von  30  Punkten.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
sind,  abgesehen  von  der  Reihenfolge: 

1,  ß.  ß'.  ß'.  0, 
wo  ß  eine  primitive  vierte  E in heits würze I  [also   +i]  bedeutet. 

In  demselben  Sinne,  wie  die  Punkte,  gruppieren  sieh  die  zugehörigen 
Tangentialebenen  und  die  Erzeugenden  erster  Art  oder  zweiter  Art,  welche 
(dieselben  ausschneiden.     Die  Tangentialebene  eines  Punktes  y'  lautet: 

Es  entsprechen  also  den  Punkten  I ,  II ,  III  folgende  Tangentialebenen 
(in  den  hingeschriebenen  Gleichungen  hat  man  die  y  immer  vermöge  der 
60  geraden  \'ertauschungen  umzusetzen) : 

■   *3/o  +  «*yi  +  «?/a    +«'^»  +  «^^4  =  0, 
II.     y^  +  ay^  +  cc^y^  =  0, 
■III,     y^  +  ßy,  +  ß"y,  +  ß'y,^0. 
Dabei    bemerke   man,    daß  die  Erzeugffnden,    welche  die  2-12  Ebenen  I 
ausschneiden,  paarweise  identisch  sind.    Denn  man  kann  die  2 '12  Ebenen 
in   der  Weise   auf   sechs  Tetraeder  verteilen,   daß  immer  vier  Kanten  des 
Tetraeders   der  Fläche  V   angehören.     Ein    solches  Tetraeder  bilden  z.  B. 
die  vier  Ebenen: 

IPi  ^  2/o  +  ^*  Vi  -\-  «^  V".  +  «" y«  +  «  2/.1 ' 
p^^y^  +  e^yi  +  ^v^  +^'yß  +  e^y,, 
Pi^Vo  +  syi  +e^y^  +  ^^y-6  +  ^*yt^ 

die   in   der  Weise    zusammengehören,    daß    alle    aus    einer    hervorgehen, 
indem  man   statt   e   schreibt   e^,    e^,    s*  ^').     Man   hat  nämlich  vermöge 

^y=°-  w    V  . 

'v--=2jy  =PiPi  +  PiPi^ 

und  die  beiden  Erzeugenden  von  V  =;  0  also,  die  etwa  durch  p,  =  0  aus- 
geschnitten werden,  sind  auch  bez.  enthalten  in  Pa  ^  0     Ps^  0 

Man  erhält  daher  nur  24  Erzeugende  I,  dagegen  40  Erzeugemle  II, 
60  Erzeugende  III,    die   sich   auf   12,   20,    -tO  Erzeugende   der   emen  Art 

^'■)  Dieee  vier  Ausdrücke,  durch  die  sich  du,  y^  m  der  i^cjrm  dirstellen 

spielen  von  je  her  in  der  Theorie  der  GleiehunRen  fünften  Gerades  eine  wichtige  Rolie, 
Ich  möchte  hier  nur  daran  erinnern,  daß  es  eben  diese  Ausdrucke  sind   wekhe  oben 


(2; 


(Abechn.  I,  §  13,  Abschn.  If,  §  lO)  hei  der  BnoschiBehen  Resolvente  fünften  Grades 
mit  P,,  jpg,  P,j\  F,  bezeichnet  sind. 
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und  ebenso  viele  der  anderen  Art  verteilen.  Nun  gibt  es  unter  den  Linien 
erster  oder  zweiter  Art  lieine  anderen  Gfruppen  von  12,  20,  30  zusammen- 
gehörigen, als  /j,  H^,  T^  bez.  f^,  H^,  T^.  Daher  werden  also  auf  ¥  =  0 
die  24  Geraden  f^^f^,  die  40  Geraden  H^H^,  die  60  Geraden  T^T^  aus- 
geschnitten durch  folgende  Aggregate  von  Tangenten^enen: 

1.  die  Geraden  f^f^  durch  die  12  Ebenen: 

( 3 )  TT  (j/o  +  £  * )/,  +  e  ^  2/,  +  e  ^  ;/3  +  £  yj  =  0  , 

oder  auch  durch  die  12  Ebenen: 

(3a)  TT  (y,  +  ^Vi  -h  e;/,  +  e'y^  -\-  f  ■'  y^)  =  (i: 

2.  die  Geraden  H^^  H^  d/urch  die  20  Ebenen : 

3.  die  Geraden  T^  T^  durch  die  30  Ebenen : 

(5)  n(y,  +  ^j/,  +  AV.'f  ^^3)  =  0- 

§  3. 
Berechnang  gewisser  symmetrischer  Funktionen. 

Sei  jetzt  die  Gleichung  füniten  Grades  mit  ^'j/  =  0 ,  ^y'^  ^Q ,  wie 
ich  immer  sehreiben  will,  in  der  Gestalt  gegeben: 

(6)  y'  +  hay"-  +  hßy  +  r  =  ^- 

Ich  stelle  zunächst  die  Aufgabe,  die  unter  (3),  (3a),  (4),  (5)  linker 
Hand  vorkommenden  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln  als  Funk- 
tionen von  a,  ß,  y  zu  berechnen. 

1.  Ein  Punkt,  der  auf  einer  Erzeugenden  von  /',  oder  f^  gelegen  ist, 
ist  dargestellt  durch : 

wo  Q,  X  zwei  Parameter.  Die  Gleichung  (ö),  von  der  diese  j/,.  abhängen, 
erhält  als  Koeffizienten : 

und  also  ist  für  sie: 

Daher  ist  die  symmetrische  Funktion  (3),  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, (3a),  bis  auf  einen  nicht  weiter  in  Betracht  kommenden  Zahlen- 
faktor gleich  dem  Ausdrucke 

(7)  L^,.^  +  aßr-ß'- 
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2.  Änalogecweise  findet  man,  daß  die  zweite  symmetrische  Funktion 
verechwindet,  wenn  man  setzt: 

2/,  =  e(    2  +  /) 

y,  =  Q{      2 +  ;.<.} 

y,  =  Q{      2  +  ;«^^  («  =  cos^  +  isin^/*). 

?3^e(~3  +  y5f5) 

Die  betreffende  Gleicliung  fünften  Grades  lautet: 

y'-  -  0^(80  +  f)y^  +  6  g*  («  ~  a')  ?/  -  24  e*(8  +  /)  =  0 
und  man   erAöii  (iwrcA  Elimination  von  q,  X  den  gesuchten  Äusdmck: 

(8)  JIir=  — 192k''j'  +  640«*^'  +  40kV!''-120k/5V-144;«'  +  3'*. 

3.  Endlich,  um  die  dritte  symmetrische  Funktion  zu  berechnen, 
muitipUzJert  man  am  einfachsten  zunächst  die  sechs  Faktoren,  welche  ^^  in 
ausgezeichneter  Weise  enthalten.   So  kommt,  mit  Unterdrückung  des  Index: 

-5ß;/^-l-15(5j/^-25rj/-8«=. 
Sodann  eliminiere   man   zwischen  diesem  Ausdrucke  und  der  linken  Seite 
der  Gleichung  fünften  Grades: 

das  y.     So  ergibt  sich: 

(9)  N  -  1728  ß'^**  -  7200c';?7  +  2080«^'  -  576«  V'  +  2760  k*^V^ 


%  4- 
Die  kanonischen  Parameter  der  Erzeugenden. 

Ich  will  den  Parameter,  durch  den  die  Eraeugenden  erster  Art  dar- 
gestellt werden,  mit  »?  =  — ,  den  Parameter  für  die  Erzeugenden  aweiter 
Art  mit  f  =  ^r-  bezeichnen.  Dieselben  sind,  damit  die  Ikosaedergleichung 
in  kanonischer  Form  erscheint,  in  der  Weise  auszusuchen,  daß  den  zwölf 
Linien   der  Gruppe  f^  und   ebenso    den   zwölf  Linien   der  Gruppe  f^   die- 

^)  [Um  Verwecheelnngen  vorznbeugen,  sei  auadrüofclioh  herporgehoben,  daß  das  x 
dieser  fünf  Formeln  verschieden  ist  von  dem  a  in  den  übrigen  Formeln  dieses  Para^ 
grapheu.    Jenes  ist  dritte  Binheits Wurzel,  dieses  Koeffizient  der  Gleichuag  (6),] 

Klein,  Gesammelte  math.  Abhandliingen.  11.  34 


y  Google 


370  Subatitutionsgruppen  und  Gleichungstheorie, 

jenigen  zwölf  Pararaetecwerte  zukommen,  welche  Wurzeln  der  kanonischen 
Gleichung  /■=  0  sind,  d.  h.: 

0,  CO,  (£  +  e^)e%     (e=  +  .*).^ 

Man  erreicht  dies,  indem  man  setzt: 

(10)  ''  ^' 

WO  pj,  p.^,  pg,  p^  die  schon  wiederholt  genannten  Ausdrücke  bezeichnen. 
In  der  Tat: 

stellen  die  Gleichungen  zweier  Ebenenbüschel  dar,  deren  Achsen  der 
Fläche  ¥  angehören,  es  ist  also  —  — -  ein  Parameter  für  die  Linien  der 
einen  Art,  welche  die  erste  heißen  soll,  +  — -  ein  Parameter  für  die  Linen  der 
anderen  Art.  Trägt  man  sodann  in  —  —  oder  +  -^  die  Koordinaten 
der  Punkte  I  (§  2)  ein,  so  entstehen  genau  die  eben  angegebenen  Wurzel- 
werte von  f.  Durch  diese  Punkte  verlaufen  aber  die  zwölf  Linien  f^  und 
die  zwölf  Linien  f^ ,  deren  Parameter  diese  Werte  annehmen  sollten. 

Es  ist  auch  nicht  schwer,  durch  Rechnung  zu  verifizieren,  daß  sich  die 
Großen  rj,  C  durch  die  60  Ikosaedersubstitutionen  (Abschn..  I,  Gleichung  (3)) 
transformieren,  sobald  man  die  y  in  gerader  Weise  vertauscht.  Man  braucht 
bei  der  Rechnung  nur  immer  die  Relationen  ^J/=0,  ^y^  =  0  anzu- 
wenden. Dabei  zeigt  sich  das  sehr  bemerkenswerte,  ob  auch  selbstver- 
ständliche Verhalten,  daß  die  linearen  Substitutionen,  denen  i;  und  C 
unterworfen  werden,  zwar  in  ihrer  Gesamtheit  identisch  sind,  im  einzelnen 
aber  in  der  Weise  unterschieden,  daß  immer,  wo  bei  t;  die  Wurzel  s  steht, 
bei  C  zu  setzen  ist  e^.  Denn  schreibt  man  in  n  ^^  --  ■  überall  e"-*  statt 
e,  so  kommt  —  -i^  =  4-  -^  =^  f . 

Pi  J>s 

Ich  füge  hier  zweckmäßig  eine  Ergänzung  zu  den  Betrachtungen  des 
ersten  Abschnittes  ein.  Bildet  man  für  die  Gleichungen  fünften  Grades, 
welche  in  §  17,  18  daselbst  betrachtet  wurden: 

y,,  =  {e'  tj^  -  e^v  ^  j  ji  j^  (g3r  ^^  _^  g4..  ,j^)  s 
die  Größen  p.,  so  kommt: 

Pl    ~    5    l?j   ß   ,  J)jj    =     —    5    IJg   Ä , 

Ps  =  5  »/i  Ä ,     p^  =  +  5  )?j  S . 
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Daher    wird    für    diese  Gtleichunsen    der   eine   Parameter L  =  Ix 

gleich  dem  ursprünglioheii  --,  von  dem  die  Betrachtungen  dea  ersten  Ab- 
schnittes auseehen;  der  zweite  Parameter  iJ- =;  — -£2.  wird  gleich  r,-. 
Deshalb  ist,  wie  in  §  18  daselbst  ohne  Beweis  angegeben  wurde,  -3-  eine 
Funktion  von  — ,  die  sich  selbst  ikosaedrisoh  traRaformiert,  wenij  ^- 
den  Ikosaedersubstitutionen   unterworfen   wird,    doch  so,    daß  e  durch  k^ 


Aufstellung  der  Ikosaedei^Ieicbungeii. 

Um  jetzt  die  Parameter  X^,  Xj  der  Gleichungen: 

(11)  1728  4-- =  X,     1728  ^^^  =  Xj 

zu  berechnen,  schlage  ich  denselben  Weg  ein,  der  in  Abschnitt  II,  §  7 
zum  Ziele  führte,  indem  ich  vor  allen  Dingen  die  Produkte  f{t])f{C), 
H(^)H{C),  T{-ri)T{C)  betrachte. 

Die  Gleichung  ^(^).^(0  =  0 

stellt,  wenn  man  sie  unter  WegschafEung  der  Nenner  so  schreibt : 

»'>."/■(- f)-f(+J)-/'(-!>>,!',)-/'ta.y.)-o, 

ein  Aggregat  von  24  Ebenen  dar,  von  denen  zwölf  durch  die  Achse 
^j  =  0 ,  ;Pa  =  0  hindurchgehen  und  übrigens  durch  die  zwölf  Erzeugenden 
(erster  Art)  der  Gruppe  f^,  während  die  zwölf  anderen  durch  die  Achse 
p^  =  0 ,  P3  —  0  hinduTchgelegt  sind  und  die  zwölf  Erzeugenden  zweiter 
Art  der  Gruppe  f^  ausschneiden.  Aber  dieselben  Erzeugenden  werden  in 
gleicher  Multiplizität  auf  M'  =  0  ausgeschnitten  durch  die  Fläche 

wo  L  den  in  §  3  berechneten  Ausdruck  (7)  bedeutet.  Daher  kann  man 
setzen,  unter  X  einen  numerischen  Faktor  verstanden : 

(12)  /-WAO-^-i. 

Dieselbe  Überlegung  liefert  die  ferneren  Gleichungen: 

(13) 

wo  M,  N  die  Ausdrucke  (8),  (9)  sind. 
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Um  die  Zahlenfaktoren  X,  /n^  v  zu  bestimmen,  betrachte  ich  besondere 
Werte  der  Vc,--  -y^-    Zunächst  setze  ich  die  y  gleich  0,  1,  i,   —  i,   —  1 . 
Die  Gleichung  fünften  Grades  lautet  dann: 
(ä,'-l)!,_0, 


luid  für  sie  ist  also 

«-0, 

ß-^k 

r-0, 

und  mithin 

i  =  i 

:        M^'4. 

N  =  0 

Andererseits  wird: 

tl  =  C=-i,     pl  =  pl  =  il  +  2i)V5, 

Somit  kommt: 

(14)  1  =  5'',     /i  =  ^. 

^       '  144' 

Um  V  zu  finden^  schreibe  ich  die  betr.  Gleichung  (13)  in  der  Form: 

und  setze  Jetzt  die  Wurzeln  y  gleich  1,  s,  e',  e^,  £*.    So  ist  die  Gleichung 
fünften    Grades   y^  —  l  =  0,    also    «  =  0,    ß  =  0,    ]'  =  —  !.    N=-l. 

Andererseits  Pj  =  5,  p„  =  0,  Pä  =  0,  T{±  ö,  Q)  =  -j^ ■     ^l^o  ist : 

(15)  "--W- 

Setzt  man  jetzt  zur  Abkürzung,  unter  Weglassung  sich  weghebender  Zableii- 
faktoren :  ^ 

1^12^ -L,        (Gleichung  |7)) 

m  =  12"^-J/,     (Gleichung  (8)) 
n  =  -j^  ■  N,     (Gleichung  (9)) 

so  kommt,  durch  eine  Rechnung,  die  der  in  Äbschn.  II,  §  7   angewandten 
ganz  ähnlich  ist: 


m         {5}^'^ 


2r 


§6. 
Untersuchung  der  Diskriminante. 

Die  hier  auftretende  Quadratwurzel  läßt  sich  wieder  zerlegen,  nämlich 
in  das  Produkt  aus  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung 
fünften  Grades  und  zweier  rationaler  Paktoren,   Indem  man  etwa  t  =  +  — 
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der  Reihe  nacli  gleichsetzt  den  60  Werten  von  tj^^  ~  — ,  findet  man 
folgende  Zerlegung: 

(17)  ±  V(Z'  -pm*  -  n^)'  -  4r"'m^  =  +  hPQ^~i, 

wo  k  ein  Zahlenfaktor,  P  und  Q  die  symmetrischen  Funktionen  bedeuten 

(18)  P  =  n(yoC08^-;^,cos^), 

(19)  ö  =  n  {^0  +  (^1  -f  y^)  008  -i^  +  (i/g  +  y^)  cos  -f) , 

und  A  die  Diskriminante  der  Gleichung  fünften  Grades  bedeutet,  die  ich 
immer  von  dem  vortretenden  Zahlenfaktor  3125  befreit  denke,  so  daß  ich 
sehreibe : 

(20)  A  =  108  «"  f  -  135  ß*  ß""  -^rmK-ßf-  320  a^''  7  +  266  ;5'  +  >■^ 
Die  Funktionen  P,  Q  findet  man  (bis  auf  Zahlenfakfcoren)  gleich- 

( 21 )  P  =  8  «■>  +  40  kV'  -  10  ßV 7^  -  45  ß^'  ?■  +  81  /5'  +  rS 

(22)  e  =  64ß^''  +  40K"^7-160«V'  +  «V-5ßVV'-h5ßVV 

-25ßV*'-^V^ 
und   den  dann  eintretenden  Wert  von  k  durcli  Vergleich   eines  einzelnen 


(23)  k  =  ~l 


Bcehnung  lür  die  Bring-Jerrardsche  Form. 

Es  hat  Interesse,  die  hier  entwickelten  Formeln  in  der  übersichtlichen 
Gestalt  zu  besitzen,  welche  sie  für  die  Bring-Jerrardsche  Form  annehmen. 
Ich  will  letztere  in  der  Gestalt  schreiben: 

(24)  y^-yJ^^y=.Q, 

wo  also  ß  =  0 ,  ß  =  —  T"  ■     Dann  kommt : 


Ich  schreibe  zur  Abkürzung 

(25)  5V'-r. 

80  ergibt  sich  weiter: 

t  +  m"-n^  —  ~—i  {144'  +  (r+  144)'  -  r(r -  648)*} 
—  ^— {r'-923r+3456). 
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^^^^'            ,7^,      3        3^5      .7-1    s      r(r-8i)'(r-2S6) 
[(   -\-m^  —  n^)    —41  m^  ■=  — '       ■ -. 

In  "Übereinatimmung  hiermit  findet  man; 

5  6'     '     '^  6'  ä'Vs' 

Und  schließlich  kommt 

(26)  {51 


Bereclinung  der  Wuraeln  y"*). 
Um   nunmehr  die  Wurzeln  y  rational  durch  das  tj  (oder  das  ^)  aus- 
zudrücken, gehe  ich  von  der  Formel  aus: 

Es    war   n  '=  ~  =  ~  —  --=  +f^  .      Man    kann    daher   setzen,    unter 
'       Vi  Vi-,   ■■   'v^ 

B ,  S  geeignete  Größen  verstanden : 

Aber  in  §  17  des  ersten  Abschnittes  haben  wir  die  allgemeinsten  fünf- 
wertigen  Funktionen  von  t^j  ,  ^^  konstruiert,  welche  diese  Gestalt  besitzen, 
und  gesehen,  daß  sie  in  der  Form 

fW.  «,. 

H  ^       f- 

entlialten  sind*^). 

Dah&r  kann    man  die  Wurzeln  y,,  unmittelbar   in   der   Gestalt    hin- 
schreiben : 
(27)  ä,,-i-it+,..^?-. 

Es  sind  nur  noch  die  von  i]  freien  Konstanten  Ä,  ,u  als  rationMe 
Funktionen  von  k,  ß,  y,  VÄ  auszurechnen. 

Ich  erreiche  dies  durch  Koeffizientenvergleichung,  indem  ich  um- 
gekehrt   — "und—*-   als   rationale    Funktionen   von    y,.    darstelle.      Setzt 

^)  [Hier  ist  -^  f  =  25  j '  V^  infolge  der  Adjunktion  lon  f  ali  Mfcional  beLannt 
anzusehen.     K,] 

'')  Vgl.  hierzu  die  Darstellung  bei  Gordan  ui  der  wiederholt  zitierten  Note 
(Erlanger  Berichte,  Juü  18771  Es  smd  dort  die  Rechnungen  welche  ith  im  Texte 
aueführe,  durch  Systematischen  Formenbildung'iprozeß  ersetzt  ['fiehe  auch  die  Be 
merkungeii  am  Schluß  diesem  Wiederab druck'-  ] 

^')  GeometriBoh;  Alle  Punhte  deren  Koordinaten  die^e  Foim  beBitaen  gehören 
der  Erzeugenden  erster  Art  an    welche  duich  den  geeucltten  Funkt  y  hindurohläuft 
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man  (siehe  §  16,  17  des  ersten  Abschnittes); 


30  ist 

(29)  X^==_L_       ^  =  ^;^_7f^^2i. 

Ich  werde  daher  zunächst  f„  rational  durch  y,  ausdrücken. 


Die  Funktion  f ^  =  i-  '*''). 

Zu  dem  Zwecke  stelle  ich  noch  einmal  ähnliche  Überlegungen  an, 
wie  in  §  7  des  vorigen  und  in  §  5  des  gegenwärtigen  Abschnittes.  Ich 
betrachte  vor  allen  Dingen  die  Produkte: 

fW)f(.c),  tMW),  (Hfrüff)- 

Für  das  erstere  fanden  wir  bereits 

Für  die  anderen  beiden  berechnet  sich  in  ähnlicher  Weise,  indem  wir 
unter  den  Faktoren  der  Produkte  (5)  und  (4)  die  geeigneten  zusammen- 
fassen : 

-  P^lL  ( 
"  Pi  P% 

+  (40K*-12«^y-9^'}). 
Nun  ist  das  gesuchte  f„  Wurzel  der  folgenden  quadratischen  Gleichung, 
in  der  ich  die  Indizes  p  unterdrückt  und  die  Buchstaben  »;,  C  durch  1,  2 
ersetzt  habe: 

(32)  /,/;-{■'- (i; /,  +  <!/;){  + 1,'tJ-o. 

Benutat  man  hier,  daß 

12'##--(<.'-3f,)(i|-3f,), 


^*)  [Diese  Funktion  ~-  wifd  im  Ikoaaederbueh   mit  r,-  bezeichnet    und    für   sie 

durch    direkte   funktionentheoretisobe     Betrachtung     die    einfache     Resolvente     auf- 
gestellt (b,  S.  loa): 

(die  mau  natürlich  auch  aus  der  obea  S.  342  raitgeteiifcen  Eesolvente  der  (v  durch 
bloße  Umrechnung  ableiten  kann).     K,] 
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so  folgt: 


(33)^- 


_fct|+9AA-12*^)±V(f?i|  +  9f,f,-12'-^^^^ 


Die  Quadratwurzel  zerlegt  sich  wieder.  Die  beiden  Werte  -j-  '^  !].  ,  und 
-4-  =  -Tf'pr  werden  einander  gleich,  wenn  rj  aus  f  hervorgeht  durch  eine 
derjenigen  zwölf  Ikosaeder Substitutionen,  welche  das  Oktaeder  („  ungeändert 
lassen.  Ich  habe  diese  Substitutionen  in  §  14  des  ersten  Abschnittes  für 
das  Oktaeder  t^  angegeben.  Man  findet,  daß  zunächst  als  Faktor  auftritt 
das  Produkt  der  Quadrate  der  Differenzen  der  vier  von  yy  verschiedenen  y. 
Dasselbe  lautet,  nachdem  man  es  durch  125  dividiert  hat: 

(34)  A,  =  {(-6«)'  +  48^')j/*  +  (-27««-8^j')2/?  +  (27kV+^')?/' 
+  (-27ß'*y  +  216ß^')y.  +  (-135«^-72K^r-h256/)}. 
Außerdem  tritt  quadratisch  das  Produkt  der  sechs  Ebenen  auf: 

y'  +  iVi  +  y,.)  cos  -^  +  (j/a  +  vi)  cos  -5- 
(wo  für  i,  k,  A,  l  die  von  v  verschiedenen  Indizes  zu  setzen  sind).    Dieses 
Produkt  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich: 

So  wird  der  Wert  der  Quadratwurzel  einfach; 

Es  ist  zweckmäßig,  statt  A,.  die  (durch  3125  dividierte)  Diskriminante 
der  Gleichung  fünften  Grades,  A  (Gleichung  (20)),  einzuführen,  die  mit 
A„  durch  die  Formel  verknüpft  ist: 

±VÄ=±{y*+2ayy  +  ß)VÄy. 
So   ergibt   sich,    wenn   wir  in  die  Formel  (83)  jetzt  die  Werte  von  t^t^. 


(So)       tr  — 


2{cc*-^aßr-ß   ] 
WO  D^  den  Ausdruck  bedeutet : 

,„„.  „        {yt  +  'i^y^-  ß)U<y:  +  ßyl  +  cc')  f!.. 

[6i)  Uy— 


VA 
Setzt  man  hier  7  =  0,  )/v  —  0 ,  also 


Iv 


'±a^V-135a-'  +  256^-' 
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SO  erhält  man  nach  der  Formel  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  12  [—  Abh.  LIII, 
S.  309]):  1728(1 -X)  =  4'(»'- 10t +  15)' 

für  X  einen  Ausdruck,  dessen  irrationaler  Bestandteil  dieser  ist: 

±V--J35«M^5a£',  u.s_j2jg^„»«_  j3jj(,^,„.  ,„11, 

2.1I28(««-(l')'     ^  "^  '  1^  '      ' 

Derselbe  Ausdruck  ergibt  sich  mit  demselben  Vorzeichen,  weim  man  in 
die  allgemeine  Formel  (16)  resp.  (17)  ^-  =  0  setzt.  Es  folgt  dartms,  daß 
das  obere  uwl  untere  Vorzeichen  der  Quadraiwumel  aus  der  Diakrimii- 
narrte,  sowie  dasselbe  hier  in  (36)  auftritt,  dem  oberen  und  unteren  Vor- 
zeichen derselben  Quadratwurzel  in  (17)  entspricht. 

S  10. 
Fertige  Formeln  für  die  y,. 

Trägt  man  diesen  Wert  von  f„  in  die  Formeln  (29)  des  §  8  ein,  so 
erhält  man  nach  ziemlich  langer  Rechnung,  unter  L,  M  die  früher  so 
bezeidmeten  Größen  verstanden: 

fW         +72  .  2  , 

(38)     i-^_-^^{[j,,'(144«V-V20«',S"  +  125»'/ir'-59ö«';J   !■ 

+  S0Sa'f'  +  Sa'r^~iiitß'r'  +  ii)ß'r') 

+  y'{2iit'ßy  +  24Xla'ß'  +  10<t'r'  +  25tt'ß'y''  —  370a'-ß'r 

+  288«^'  +  3«/5)''-  10/SV») 
+  !<;(-  48  «•  y"  +  208 «VV  -  320  «»/?'-  55  o'/J  J-' 

+  I6iit'ß'r'-  +  22iaß''r-itr'-ssiß'  +  ß'r') 

+  i(,(1296oV  -  43200'/?'+ lOne"/?!'' -  5075«V'? 

+  8102ei',«'+l'«'r'-  130o'^'7'  +  350«/?''7" 

-Süß'r-ßr') 

+  {MSa^ßr-  2160«";«'  +  SOa'r'  +  575oV''  r' 

—  MSt>ic'ß'r  +  21ii'ßy^  +  m96it--ß'-miiß'y' 
+  160/JV')]. 
+  VA[s,'(-16oV-3«*)''  +  '«/'"j'  +  24/«') 
+  !,;'(- 8..',  +  48«'/?* -o/iy'-6/S'rt 
+  !,;(16o'^7- 64«' /!*  +  «).' -/!'?') 
+  y,{~lSa'r'  +  na'ß'r  +  l<i2aß'~ßr') 
+  (- 34<.'y  +  80 «'/S*~15«V7'  +  10«/''7  + 96 /)")]}, 
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(39)   ■p--^^i^{[!,,'(-216«'»~87«',??  +  265«'/i'-9»>» 

+  iuß'r'  +  iß'r') 

+  yl  (108  «V  -I-  M  K'r'  +  122  a'ß'y-  327«"/)'  +  48  «'/*  f 

-  7ia'  ß'  f-  -lläii'  ß'  y  +  a'r'  -  lUttß' 

-2«ß'r'-ß'r') 

+  y',{12!i'r -  lUcc'ß'  -  iäci'ßy'- ~  2l,la'ß'' 7  +  i3ßti^ß' 
+  3«V'-77o'/5V  +  255«"|«'l''-344«/!*" 
+  I<l2ß'  +  ß'r') 

+  S,(~1080n"-1071e"^r  +  2147«'/?'-3lKV' 

-  432«^^V-&5«VV+869k'*/?''-  15«^^* 

-  104  «VV' +  349  «^V- 240/5'?-^'?') 
+  (-540o'"/»+198i(V'  +  18«'/S'7  +  79«'/3'  +  lll"V7' 

-86«'/JV -1503  «■/?')■+ 3«'r'  +  1792ß'^' 
-22«>/('j''+17«/?'r'  +  16/'V')l 
±  yA[</,'(9«'r  -  43«*/«''  + 4i>i"/Sr' -  11«/'')' +  12(5') 

+  »,'(- 12b' -4«Vj'-21<.V'-«'r'  +  2«/i'7'-3/i'j.) 
+  i,,'(16o'/)  -  3«'7' -  9«'^*7  +  28«V' + /)' r") 
+  </.(39«V+185«>;«'  +  ll'''/'7'  +  «''l''7-9«/'°-^''7') 
+  (— 36«^  +  24kS(J7+  109bV'  — 3ß*7^  +  22kVV* 
-53«,?'7-48 ,?')]}, 

-I^liTl  +  ^O"-- 

[Die  Koeffizienten,  mit  denoti'y*,  y^_,  y'',  y"  in  (38)  eingehen,  sind 
nun  in  der  Tat  von  den  entsprechenden  in  (39)  auftretenden  Koeffizienten 
je  um  denselben  Falctor  unterschieden  (worin  eine  große  Zahl  von  Kon- 
trollen für  die  Eichtigkeit  der  Zwisehenreehnung  liegt).]  Man  erhält  daher 
übereinstimmend  für  i  =  i,  3,  2,  0: 

(40)    «„  =  +  l/Ä         -- — ; ^—^ -, ^ , . 

[( A.A;-  A,  Ai)  +  (5, Bi- B, Bi)]  ± \lA  [(A^Bt  -  A^Bi)  +  (Ai B^  -  A^ Bi 


y  Google 


LIV.   Weitere  Untersucliungen  über  das  Ikoeaedor.    (AbBcliniti  III.)  379 

§    11. 

Die  allgemcineQ  Gleieliiingcii^  fünften  Graiies. 

Um  eine  beliebige  Gfleichung  fünften  Grades  zu  lösen,  bietet  sich  jetzt 
naturgemäß  der  Weg,  dieselbe  durch  Tachirnhausen-Transformation  in  eine 
solche,  bei  der  ^»/  =  0,  ^y^  =  0  ist,  zu  verwandeln.  Dies  kann  auf  sehr 
mannigfache  Weise  geschehen,  aber  jedesmal  benötigt  man  eine  Quadrat- 
wurzel, welche  keinen  Einfluß  hat  auf  die  Zahl  der  Substitutionen  der 
Gaioisschen  Gruppe  der  Gleichung  [also  eine  afczesson'scAe  Irrationalität]. 
Das  gleiche  galt  von  der  Quadratwurzel,  die  nötig  war,  um  eine  allgemeine 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Grades  auf  eine  Ikoaaodergleichung  zu 
reduzieren  (Äbschn.  II,  §  9),  und  in  der  Tat  zeigt  man  hier  genau  wie 
damals:  Es  gibt  bei  der  aUgemeinen  Gleichung  keine  roMoncde  Funktion 
der  Wurzeln,  welche  einer  IJcosaedergleichung  genügt. 

Aus  dieser  negativen  Proposition  ergibt  sich  nun  auch  der  Beweis 
eines  Satzes,  den  Kronecker  1861  ohne  Beweis  mitteilte  und  den  man 
etwa  so  formulieren  kann;  Es  ist  unmöglich,  bei  durchaus  willkürlidten 
^cn  •  ■  ■  j  ^4  ß*'**^  rationale  Funktion  cp  iy)  zu  finden,  die  von  einer  Gleichung 
abhängt,  in  der  (wie  in  der  IJcosaedergleichung)  nur  ein  Parameter  auf- 
tritt. Wenn  nämlich  eine  solche  Resolvente  existierte,  so  könnte  man  sie 
auf  rationalem  Wege  in  eine  Ikosaedergleichung  verwandeln,  wie  folgende 
Betrachtung  zeigt. 

Die  verschiedenen  Werte,  die  (p  bei  Permutation  der  y  annimmt, 
seien  in  bestimmter  Anordnung: 

Vertauscht  man  die  y  durch  die  60  (hier  immer  allein  gemeinten)  geraden 
Permutationen,  so  erscheinen  die  9:-^, . . .,  ^j,,  in  anderer  Anordnung  wieder, 
und  man  betrachte  die  60  Änordnwngen  der  <p,  welche  auf  diese  Weise 
entstehen.  Da  die  q>  nur  von  einem  Parameter  abhängen,  so  durchlaufen 
die  Anordnungen  9?^,  . . .,  gj,,,  wenn  sich  die  y  beliebig  ändern,  ein  irre- 
duzibeles  Wertgebiet  von  nm-  einer  Dimension.  Dieses  Wertgebiet  ist 
rational  durch  einen  Parameter  darstellbar'.  Denn  man  kann  die  y  jeden- 
falls solchen  rationalen  Funktionen  einer  Größe  X  gleichsetzen,  daß  die  <p 
nicht  konstant  bleiben;  dann  durchlaufen  die  (p^.,  .. .,  <p^^  als  rationale 
Funktionen  von  X  das  ganze  ihnen  gestattete  Wertgebiet.  iSfun  kann 
man  statt  X  allemal  (wenn  es  nötig  sein  sollte)  einen  anderen  Para- 
meter fx  in  der  Weise  einführen,  daß  die  <p  nicht  nur  rationale  Fimktionen 
des  jx  sind,  sondern  auch  /i  eine  rationale  Funktion  der  tp  und  also  der  y 
(vgl.  einen  Aufsatz  von  Lüroth  im  9.  Bd.  der  Math.  Annalen  (1875), 
S.  163),     Eine  geeignete  lineare  Funhlion  dieses  fi,  --^r  muß  dann 
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von  einer  Ikosaedergleickung  abhängen:  Denn  bei  Permutation  der  y 
verwandelt  sich  das  fi  in  ,w',  welches  eindeutig  dem  /t  zugeordnet  ist, 
und  umgekehrt  entspricht  dem  ft'  nur  das  eine  ft,  wie  man  sieht,  wenn 
man  die  Permutation  der  y  rückgängig  macht.  Es  hängen  also  fi  und  /t' 
voneinander  linear  ab,  und  also  sind,  da  keine  der  60  Permutationen  der 
y  eine  Periode  >  5  besitzt,  die  Vorbedingungen  des  §  4  des  ersten  Ab- 
schnittes gegeben.  Es  ist  das  derselbe  Schluß,  der  in  mehr  partikulären 
Fällen  in  §  9  des  zweiten  Abschnittes  und  in  §  1  dieses  Abschnittes  bereits 
angewandt  wurde. 

Zugleich  sieht  man,  daß  ein  Satz  ähnlich  dem  nun  für  Gleichungen 
fünften  Grades  bewiesenen  bei  Gleichungen  höheren  Grades  aus  einem  viei 
einfacheren  Grunde  gilt.  Denn  es  gibt  keine  endlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  einer  Veränderlichen,  welche  den  geraden  Vertauschungen 
von  sechs  oder  mehr  Dingen  entsprächen,  und  darum  kann  bei  den  allge- 
meinen Gleichungen  sechsten  und  höheren  Grades  von  einer  Resolvente, 
die  nur  von  einem  Parameter  abhängt,  von  vornherein  nicht  die  Eede  sein. 

München,  den  20.  August  1877. 


[Ei^änzende  Bemerkungen  über  Gordans  Arbeit  abei  (jleuhuDgen 
fünften  Grades  in  Bd.  13  der  Math,  innalen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  verfolgen  das  Ziel,  die  Grundgedanken  du  Abhand- 
lung herauszustellen,  welche  Gordan  1878  in  Bd.  13  der  Math  Ännaien  über  das 
Auflösungsproblem  der  Gleichungen  fünften  Grades  veröffentlicht  hat  (Vgl-  oben 
8.  257).  Handelt  es  sich  doch  dort  um  eme  weitere  S>  atcmitisierung  der  von  mir 
gegebenen,  vorstehend  abgedruckten  Überlegungen  Ich  behalte  der  Douthuhkeit  halber, 
meine  Bezeidmungen  bei.  Zugleich  verweine  loh  darauf  daJi  auoh  im  Ikosaederbueh 
S.  194 — 304,  entsprechende,  allerdings  nach  Seiten  der  formalen  Invariantentheorie 
weniger  weitgehende  Erörterungen  ihre  Stelle  fanden 

Einem  Wurzelaystem  y^,  ...,^4  der  „Hauptgleichuj g  y^+  ay''  +  'tßy  +  y  =  0 
werden  auf  S.  370  der  voratehenden  Abhandlung  ab  Paranie^rwerte  der  beiden  durch 
den  Punkt  y^  hindurchgehenden  Erzeugenden  der  Hauptflithe  2  j  —  0,  2y^  =  0  die 
Größen 


^Pl-h 


dl     l   k    int 
fOg      d      P 


;  h 

glt    d 

L.      d 

d  kt 

1    mg 

l  1   t 

Ik 

th    t 

'■-^     und    C  =  ^i  =  -^ 


D  t     mm      t 

1      h  k  mp 
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Betzeji  kann).  Die  Koefhzienten  o,  ß,  3  dei  H'iuptgleioliunji;,  sowie  das  Differenzen- 
Produkt  V  =  \/Ä  der  y^  werden  dann  «loUhe  doppeltbmare  Formen  der  t],  t,  welche 
bei  den  simultanen  homogeaen  Substitutionen  der  *j ,  ■  ubeihaupt  ungeänderfc  bleiben, 
loh  teile  beiapielaweise  mit 


(2') 


=  -v?iU,- 


h  is  -  Vi  ni  f  r + ni  ii  ci  ■ 


Gordana  Entdeckung  ist  nnn  die,  daß  man  die  gesamten  für  die  Auflösung  der 
Haupt^leiohung  erforderlichen,  an  das  Ikosaeder  anknüpfenden  algebraischen  Be- 
ziehungen erhält,  wenn  man  die  doppeltbiTiäre  Form  a  ohne  BeiUcksiehtigung  ihrer 
wdimduellen,  spezieU  gnippenliteoretischen  Eigenschaften  in  der  Weise  invarianten- 
theoretisch  behandelt,  daß  tnan  die  i?,,  Va  ««<*  fi,  fa  a^  zu>e»  Reihen  Veränderlicher 
ansieht,  die  unabhängig  voneinander  linearen  Transformationen  unterworfen  werden. 

Bemerken  wir  zimäohst,  daJl  eine  solche  BehandlungsweiBC  der  Form  a  genau 
den  Grundsätzen  des  Erlanger  Programms  (^^I.  Abh.  XXVII  in  Bd.  1  dieser  Gesamt- 
au^abe)  entspricht,  sofern  man,  wie  dies  doch  selbstverständlich  erscheint,  beim 
Studium  der  auf  der  Hauptfläche 


Uy 


gelesenen  ge  metr  hen  Geh  Ide  d  e  größte  knnt  ti  erl  che  rupfe  \cn  Kolhi  eation  n 
ZUR  nde  legen  will  wel  1  e  d  e  Hauptflaehe  m  s  ch  seibat  herfuhren  Denn  diebe 
Gr  ppe    st    1  rch  d  e  "Vehe  e      nde  ■Stellung  vonemander    nai" hangiger  linearer  Trans 


format  01 


u  d  d 


-  gegebe 


a  Abi    WI  in  Bd   1  dieser  Gesamt 


ausgäbe  S  35t)  ä  )  Für  d  e  algebraiscl  e  Behandlung  der  7U(,ehongen  Formen  greitt 
man  i  aturlicl  zu  den  entsprechenden  hoinoge  en  hnearen  '>ubstitutionen  der  i/^  ij^ 
und  der  f^  Dabe  kommt  noch  folgende  Bemerku  g  n  Betracht  Besagte  lineare 
Substitutionen  haben  an  sich  8  Koeffizienten  aber  für  die  y  wie  für  die  Form  a 
resultiert  daraus  nut  eine  Gruppe  mit  7  Parametern  weil  eine  gleichzeitige  MnltiphLation 
der  j?i  %  mit  ii^endeiner  Kon-jtanten  für  sie  auf  dasselbe  hinaUBkoramt  wie  die 
gleichzeitige  Multiplikation  ron  i.     ^^  mit  derselben  Konstanten 

Wii  greiferi  nun  lus  den  Gordanschtn  Fntwickhi  gen  duienigen  Punkte  heraus 
die  für  U13  die  wesenfclicl  iten  sind 

1    Lbergang  ton  a    u  den  Ikosaederformen  f,  H,  T. 

Wir  betrachten  a  als  e  ne  kubische  Form  in  den  I;,,  te  allein  und  bilden  davon 
die  Diskrimmante  Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  zunächst  die  Hessesche  Form  von  a 
( hmsichtlich  t,  1,  1  und  erhalten  von  einem  Zahlenfaktor  abgesehen  (was  ich  hier  und 
im  f  Igendtn  durch  da*.  Zeichen  '>-  andeute): 


IM 


(-'!?- 3.(,./  )-flOf,C,^?^i'  +  t.(3^, 


->;*)■ 


also  die  Grundform  /  gleuh  in  der  uns  gelauhgen  kancniachen  Form,  von  der 
durch  die  bekannten  im anantentheoretisohen  Prnzesoe  die  sich  auf  t/,,*/ 
zu  I£  und  T  fott schreiten  /  ist  die  Disknmmante  von  «  bezüglich  i^,  fj 
In  entsprechpnder  ^eiae  wird  man  aus  c  natürlich  fl  iiCs)  =  f  iw 
können  (Lmen  Akzent  werden  wir  auch  in  der  Folge  gleich  zusetzen,  w 
t  vertauscht  werden.) 
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2.  Definition  gemischter  Überschiebungen. 

Ah  fernere  invariantentheoretJache  Prozesse  brauchen  wir  solche,  bei  denen 
Überschiebungen  gleichzeitig  nach  den  7  und  den  ?  vorgenommen  werden.  Sei 
symbolisch : 

Wir  werden  dann  einfach  definieren : 

und  haben   dam  fc   e    e  Kovanant       om  C  ■ado  i  |-  n  —    q    n  den  d       m  C   a  1 

Be  sp  elsweiee  beko  u    t      o      1  e  Koof  hc  e  te     />        d      H  u)  tgl      i  u     le 

Übers  hebungen  (        )        nd  [      /*) 

i    lAieare  Eotnr^a  ten 

D  e  4uf  los  !^  der  Hauptgle  ol    ng  t  nfte    f  ra  ies  du  nl  die  Ikosaede  gle    h  ng 
re  luziert  ai  h  nun  f  r  den  ge   ahlte     (    dankengang   n  e    ogle  eh  nocl    nal  er  da  zu 
legen  se  n   v  rd   dara  f  daß  man  Kova    aut  n    on      b  1  let   d  e       e  ne    d      \  a   al"   1 
re  hen      twa  Ina    b  nd     Als  mederste  solcher  Formen  ( w      Ret  e      i  n  (.      3 

;      ;    als  e  n  n  I    lex  daa    )  findet  Cordan 

0   ^(      l>)       ^i     ]     ]    +ri  )      +t,-1   +T}    1i) 

Außerdem  nocii  folgende  zwei  Formen: 

+  (1;."  4- 119  >??  vi'  +  187  >il  ija"  +  17  V?  »Ja")  fa. 
E.3'^(/',  H)j  0  '^^  {ijä"  +  207  j;i's  173^-391 )!,"%"  + 1173  ,1',^,"  + 46  ^3  ^|0)f^ 

+  (46  !;=»  !;a^  -  1 1  TS !;.'"  !)|  -  391 !?,'» iji^  _  207 ■ji' ,;;"  +  ^a^= )  Ca . 

4  Aiiflösiing  der  HoMptgletchvng 
Die  Auflösung  der  Hauptgleichung  ergibt  iich  min  indem  wir  die  y^  (die  doch 
auch  in  den  4i ,  ta  linear  sind)  aus  irgend  Kwei  dieser  linearen  KoTarianten  linear 
zusammensetzen  Die  einfachste  Darstellung  folgt  natürlich  bei  Benutzung  von  0  und 
H.  Wir  moecn  schreiben  01/^,  =.  6,  H +  c^0,  wo  sich  a  b  c  aus  der  Identität  be- 
rechnen 


8i,    8i,    e'c. 

Hier  wird  a  eine  Ikosaederfonn  20  ten  Crades  ako  im  wesentlichen  ff(';  ;  ) 
b  und  c  aber  die  noch  \om  Index  v  ablängen  Tetraedevformen  S  ten  bzw 
14-ten  Grades  Dies  mnssen  gemäß  der  Tetraederfcbeone  Multipli  lon  Tt  (ij,  ij„) 
™i'^  K  (^"  'Ja)  ^)  (''i  I1)  ^^"^  womit  man  den  Ansatz  hat  dfir  zur  Auflösung  der 
Haaptgleiehung  im  Ikosaederbuch  S  110  u  S  196  ff  weiter  verfolgt  und  dort  ins 
besondere  auch  geometnach  interpretiert  wird 

Statt  dessen  liegt  der  hier  wieder  abgedruckten  Abhandlung  LIV  &  ^"4  derminder 
zweckmäßige    Ansatz    O  y,  =  6^E  +  c,  0    zugrunde     wo    nun    a     ein   Multipluoi    lon 
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LI\     W  Pitfrp  Ü!  tei '"uchungen    iIpf  di    Ikosaedei     (Zu  at? 


'^'^' 


2'(>7i,i?5),  b^  von  Tlj  (?;  »;  )  c'  abnr  eine  lineare  Korobmafion  von  t^  (tj,  i/j) 
C  (Vi,  1i)f'  f  i^  V  )  wird  (\gl  &  B4j  inBbesondere  die  Fußnote  =«1  daselbgt  )  — 
Man  sieht  wie  bei  dieser  Darstellung  —  und  da>i  ist  das  Schtne  daran  —  alle«  bm% 
den  Anwendungen  der  gewöhnlichen  invanantentheoretisohen  Piozcsse  auf  die  über 
au9  eonfache  (jiuiidforni  a  folgt  Gordan  hat  darüber  hinaus  a  a  0  geradezu  das 
\oile  Forniaisyefcem  von  a  aufgestellt  er  meinte  als  uh  ihn  dana<3h  fragte  d  eses 
werde  bei  spateren  Untersuchungen  schon  einmal  wichtig  werden  Dashelbe  enthalt 
im  ganzen  35  Formen  Das  Difterenzenprodukt  V  der  fünf  W  urzeln  der  Haupt 
gleiehung  lat  m  detem   ^vatem  nicht  mit  enthalten      Man  findet    diß  eij  zu 

(«,rV,0  -(«,  r',,,«0 
proportional  i«t 

Meikwurdig  ist  daß  Gordan  das  a  nur  in  kanonischer  Form  aufstellt,  also  nicht 
untei  der  TieBamthRit  der  kubokubiseben  Binarformen  ^(»?i,  sja;  Ci,  fg)  invarianten- 
theoretisch  charaktensiert  (wie  dies  hinsichtlich  der  Ibosaederform  f  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  9  [Abb.  LI]   durch   die   Forderung    {f,f)i  =  0    geschehen   ist). 


Die  Gleichung  c  =  0  begründet  natürlich  auch  eine  einfache  konforme  Abbildung 
der  ij-Kugcl  auf  die  f-KugeJ,  die  näher  zu  untersuchen  interessieren  mag.  Sowohl 
die  »(-  als  auch  die  t-Kugel  sind  mit  drei  Blättern  überdeckt  zu  denken  Da  einer 
seits  aus  Jji  =  0  sieh  f ^  f 3  =  0  und  andererseits  aus  Ci  =  0  sich  ij?  ijj  =  0  ergibt  so 
wird  ein  Winkel  der  ij-Kugel  in  i;i  =  0  bei  Abbildung  auf  die  £  Kugel  m  f  =0 
halbiert,  in  ^,  =  0  aber  verdoppelt.  Es  sind  also  von  den  drei  Blattern  der  tj  hngel 
in  JJi  =  0  zwei  miteinander  verzweigt,  während  das  dritte  schlicht  verlauft  die  Um 
gebung  von  >?,  =  0  in  den  beiden  verzweigten  Blättern  bildet  sich  auf  die  schlichte 
Umgebung  von  f 3  =  0  ab,  während  die  im  schlichten  Blatt  sich  auf  du  Umgebung 
eines  einfachen  Windungspunktes  in  ti  =  0  abbildet.  —  Was  für  »)i  =  0  gilt  ist  auch 
für  jeden  anderen  Ikosaedereekpunkt  auf  der  i;-Kugel  richtig,  und  andere  Wind ungs 
punkte  als  diese  12  Eckpunkte  besitzt  die  dreifach  überdeckte  t;- Kugel  nicht  da  die 
Diskrirainante  von  a  gleich  f  ist.  Daher  hat  die  Fläche  das  Geschlecht  4  i.  enau 
analog  sind  die  Verhältnisse  auf  der  C-Kugel, 


Durchläuft  1 


halbe 


sphärisches    Ikosaedordre  e  1     [  n 


fkle 


s  drei  Elementar dreieoken  mit  den  Winkeln 


1  Dreieck    mit   der   Winkelfolge   - 


Spiegelt    man    au    homologen    Seiten,    so    erhält    man    eine    Abbildung    eines    Drei- 
eckes mit  den  Winkeln  -^.-^.-^  auf  ein  Dreieck   mit   den  Winkeln   t-t-i-f-- 

5      5      5  5     5     5 

(Vgl.   Fig.  2.)     Reiht  man    je   fünf    dieser    gleiohsohenkligen   Dreiecke    mit    ihren 
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Schenkeln  aneinander,  so  liefert  das  erste  ein  schiiclites  Fünfeck,  das  zweite  abor  e 
Sternfünfeok    mit    einem    einfachen   Windungspunkt  im  Mittelpunkt.      (Vgl.  Fig.  3.) 
Setzt  man  endlich  je  zwölf  dieser  Fünfecke  zusammen,   30   erhält  11 


Fig.  3. 


dreifache  Überdeekung  der  Kugel,  die  man  bzw.  als  centrale  Projektion  zweier  be- 
kannter, höherer  regulärer  Polyeder  nämlich  (nach  der  Terminologie  von  Chr.  Wiener) 
des  regulären  12-fläoMgenStern-12-Eoksbzw.  des  regulären  12-eokigen  Stern- 12 -Plache 
auffassen  kann.  In  der  Nebeneinanderstellung  dieser  beiden  regulären  Polyeder  hat 
man  die  geometriaohe  Bedeutung  der  Gleichung  x  —  0  sozusagen  vot  Augen.  Und 
wir  können  nooh  hinzufügen;  nimmt  man  statt  der  Hauptgleiohung  fünften  Grades 
speziell  die  Bring-Jertadsolte  Form,  so  verlegt  man  die  Behandlung  von  der  ein- 
fach gedachten  (a!  +  i^)-Kogel  auf  die  in  Rede  stehende  Riemannsehe  Fläohe  vom 
Geschlecht  4.  K.] 
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LV.  Beweis  für  die  Niehtauüösbarkeit  der  Ikosaeder- 
gleiehung  durch  Wurzelzeichen^). 

[Math.  Annalen,  Bd.  61  (190S/06),] 

Vielleicht  interessiert  ein  besonders  ansehanlichet  Beweis  für  die  Nicht- 
auftösbarkeit  der  Ikosaedergleichung  —  und  also  dei  allgemeinen  Glei- 
chungen fünften  Grades  —  durch  Wurzelzeichen.  Dieser  Beweis  benutzt 
den  einfachen  Umstand,  daß  die  Wurzeln  s^,  z^,  . ..,  3^^  der  Ikosaeder- 
gleichung ale  Funktionen  des  Ikosaederparameters  X  in  charakteristischer 
Weise  verzweigt  sind,  nämlich  so,  daß  von  den  Blättern  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche  bei  X  =  0  je  drei,  bei  X  =  1  je  zwei,  bei  X  =  c» 
je  fünf  miteinander  im  Zyklus  zusammenhängen,  andere  Verzweigungen 
aber  nicht  auftreten. 

Wir  müssen  uns  zuerst  den  Ab  eischen  Satz  in  Erinnerung  rufen,  daß 
im  Falle  eine  Gleichung  durch  Wurzelzeichen  lösbar  ist,  man  allen  bei 
der  Auflösung  auftretenden  Wurzelgrößen  eine  solche  Foim  geben  kann, 
daß  sie  rationale  Funktionen  der  Wurzeln  s^,  . . .,  s„  der  vorgelegten  Glei- 
chung vorstellen. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  die  Ikosaedergleichung  durch  Wurzelzeichen 
lösbar  sei,  und  richten  imsere  Aufmerksamkeit  insonderheit  auf  die  innerste 
dabei  auftretende  Wurzelgröße!  Dieselbe  ist,  eben  weil  sie  die  innerste 
Wurzelgröße  ist,  aus  einer  rationalen  Funktion  von  X,  welche  R  (X)  heißen 
mag,  gezogen.  Wir  wollen  den  Grad  der  Wurzel,  was  der  Allgemeinheit 
unseres  Ansatzes  keinen  Eintrag  tut  und  hinterher  eine  einfachere  Aus- 
drucksweise gestattet,   als  Primzahl  p  nehmen.     Bemerken  wir  noch,  daß 

')  [Dieser Aufsatz,  dor  einer  viel  späterenZeit  angehört,  wird  hier  angeschlosBen, 
weil  er  eine  wesentliche  Ergäozimg  der  vorangehenden  Abhandlung  LIV,  wie  auch 
des  Ikoaaederbuehea,  voretelit.  Ich  bin  gelegentlich  gefragt  worden,  warum  er  erst  bo 
lange  hernach  (Samnier  1905,  hei  einer  Vorlesung  über  Elementarmathematik  vom 
höheren  Standpunkte)  entstanden  ist.  In  der  Hauptsache  wob!  deshalb,  weil  ich 
geglaubt  hatte,  Betrachtungen  dieser  Art  (über  Gleichungen,  die  sich  nicht  durch  Wumel- 
zeichen  auflösen  lassen,  übrigens  aber  einen  Parameter  enthalten)  seien  längst  bekannt. 
Das  einzige,  was  loh  mir  für  die  Durchführung  des  Beweises  genau  zu  überlegen 
hatte,  war  die  Heranziehung  des  Abolsohen  Satzes.     K,] 

Klein.  GeBammelf«  msth.  Abhandlungen.  IL  35 
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i?(X)  gewiß  keine  p-te  Potenz  ist;  sonst  würde  man  V}i(X)  nicht  als 
innerste  vorkommende  Wurzel  mitrechnen.  Sun  soll  vB  (X)  nach  dem 
Ab  eischen  Satze  gleich  einer  rationalen  Funktion  der  Wurzeln  s, ,  s.,,  ....  2,,^, 
der  Ikosaedergleichung  sein: 

>'iiIZ)-r(2,,2„..:,jJ. 

Ich  sage,  daß  hierin  bereits  ein  Widerspruch  liegt,  und  zwar  wegen 
der  Verzweigung  der  z^,z^,  . . .,  z^q  in  bezug  auf  X . 

Ans  dieser  Verzweigung  folgt  nämlich  sofort,  daß  r  als  Funktion  von 
X  wieder  nur  bei  X  =  0,  l,oo  verzweigt  sein  kann,  und  zwar  nur  so, 
daß  Blätter,  die  bei  X  =  0  nicht  isoliert  verlaufen,  zu  je  drei  im  Zyklus 
zusammenhängen,  Blätter,  die  bei  X  ^  1  verzweigt  sind,  zu  je  zwei,  und 
Blätter,  die  es  bei  X  =  oo  sind,  zu  je  fünf.  Eine  solche  Verzweigung 
kann  aber  bei  einer  Funktion  V.B(X)  nie  auftreten. 

Um  dies  möglichst  präzis  zu  fassen,  schreiben  wir  für  X  homogen 
machend  Xj/X^,  spalten  dann  iJ{Xj,Xg)  in  Wähler  und  Nenner: 


B^ 


wo  <p,  y  teilerfremde  Polynome  desselben  Grades  sein  werden,  und  zer- 
legen (p,i/i  in  ihre  Linearfaktoren.     Wir  erhalten  so  etwa 

ip  =  li'  l"'  . . .  1°'' ,         y  =  mf '  mj'  . . .  m"" , 

sein  wird,  Die  Blätter  der  zu  yß(X)  gehörigen  Riemannschen  Fläche 
weiden  überall  da,  wo  ein  Linearfakt^Dr  l  oder  m  verschwindet,  dessen  Multi- 
plizitat  a  bez.  ß  nicht  durch  p  teilbar  ist,  alle  p  im  Zyklus  zusammen- 
hängen, andere  Verzweigungen  aber  nicht  aufweisen. 

Nun  ist  die  Sache  die,  daß  von  Verzweigungsstellen  der  in  Eede 
stehenden  Art  notwendig  mindestens  zwei  auftreten.  In  der  Tat:  aus  der 
für  die  a,  ß  geltenden  Gleichung  sehließen  wir  auf  das  Bestehen  der 
Kongruenz 

«,  +  «,  +  . ..+a,,EHft  +  Ä+.--    \   ßr         (mod.'p), 
und  eine  solche  Kongruenz  kann  —  wenn  nicht  alle  a,  ß  einzeln  durch  p 
teilbar  sind,    was  auszuschließen   ist,    weil   dann  -ß(X)  eine  p-te  Potenz 
sein   würde  —  nur    so    statthaben,    daß   mindestens  zwei  der  Zahlen  «,  ß 
nicht  durch  p  teilbar  sind. 

Die  Funktion  V.B(X)  hat  also  in  der  Tat  eine  Verzweigung,  welche 
mit  derjenigen  einer  Funktion  r(z^,z.^,...,  s,,^)  niemals  übereinstimmen 
kann. 
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Offenbar  gewinnun  wir  durch  die  so  formulierte  Überlegung  gleich 
einen  allgemeineren  Satz.  Es  sei  f{z,X)^0  eine  algebraische  Gleichung 
für  3,  die  den  Parameter  X  rational  enthält.  Als  Funktion  von  X  seien 
die  Wurzeln  s  bei  X  =  Ä,  B,G,  ...  verzweigt.  Bei  X  =  J!  möge  eine 
Anzahl  von  Blättern  zu  je  «^  zusammenhängen,  andere  zu  je  «^  usw. 
Ich  bilde  mir  das  kleinste  gemeinsame  Multiplum  der  Zahlen  Wj,  x^  . . . 
und  nenne  es  x.  Eine  entsprechende  Bedeutung  mögen  für  die  Verzwei- 
gungsstelle X  =  ß  die  Zahlen  X^,l^,  . ..  bez.  l,  füi-  die  Verzweigungsstelle 
X  —  C  die  Zahlen  /i^,  ^g, . . .  bea,  /x  haben.    Die  vorgelegte  Gleichung  ist 

gemß   nicht   durch  Wurzelzeichen  lösbar,    wenn  die  Zahlen  x,X,/j., 

alle  relativ  prim  sind. 

Juist,  den  26.  August  IflOÖ. 


[Man  hat  mir  den  tt  un  ch  lUBge'jpri. eben     ich  iiiugf  den   v  r  tehenden  Bev 
damit  er  jedermann  elementai  verstand liuli  ^ei     ^om  Ikosaeder   ablosen   und   an 
Beispiel  einer  geeigneten  Gleichung  fünften   drades  anknüpfen       Hicizu  genügt 
ich  die   einfache    Reaolvente  fünften   Grades    hmachieibe    welchei    na  h    ^    100  — 
meines  Ikosa«derbu<hes  die  dort  mit 


beaeiehnete  Funktion  genügt.  Dio  Resolvente  lautet  (vgl.  die  Fußnote  **)  auf  S.  375 
dieses  Wiederabdrucks): 

(i-3)'''()-"-Ur-r64):i-(»-=~10r  +  45)°:-1728  =  X:X-l:  1=), 

wo  nun  in  der  Tat  ohne  weiteres  ersichtlich  i*)!  diß  von  den  fünf  Blättern  der 
Riemannsfhen  Flache  j  (X)  drei  bei  A  =  0,  zweimal  zwei  bei  X  =  1  und  alle  fünf 
bei  X  =  OO  im  Zvkius  i  erzweigt  sind  w  ahrend  andere  Verz"s  eigungen  nioht  auftreten 
Da  haben  wir  also  eine  Gleithung  fünften  Grades  mit  einem  Parameter  X  welche 
bestimmt  nicht  durch  Wurzelzeichen  lo'.bar  ist  womit  die  allgemeine  Nithtaufloflbai 
.keit  bei  Gleichungen  fünften  Grades  wekhe  beliebig  veiandeihclie  Koethzienten  ent 
haften,  bewiesen  ist      K  ] 

■■)  [Vgl.  auch  meine  Abhandlung  „Über  die  Erniedrigung  der  Modul argleichung" 
aus  den  Math.  Ännalen,  Bd.  14,(1878/79),  die  in  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe  ab- 
gedruckt wird.     Daselbst  insbesondere  g  2  und  §  6.] 
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LVI.  Über  Gleichungen  siebenten  Grades^}. 

[Sitzungsberichte  der  pliysikalisch-medizinischeii  Sozietät  zu  Briangen  1877/1878,] 


Bekanntiicli  hat  die  Modulargleiehung,  die  der  Transformation  a 
Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  entspricht,  eine  Galoissche  Gruppe 
von  168  Substitutionen,  und  es  ist  ein  altes  Problem,  Gleichungen  siebenten 
und  achten  Grades,  welche  eben  diese  Gruppe  besitzen,  durch  algebraische 
Prozesse  auf  die  betr.  Modulargleiehung  zurückzuführen  und  also  durch 
elliptische  Funktionen  zu  lösen  (vgl.  Kronecker  in  den  Berliner  Monats- 
berichten von  1858),  Es  ist  mir  nun  gelungen,  der  Modulargleiehung 
eine  solche  Form  zu  erteilen,  daß  diese  Zurüekfuhrung  sich  in  der  Tat 
ermöglicht;  man  bedarf  dabei  einer  HilEsgleichung  vom  vierten  Grad,  von 
der  man  zeigen  kann,  daß  sie  nicht  zu  vermeiden  ist. 

Es  sei  >/  =  "a"  die  absolute  Invariante  des  gegebenen  elliptischen 
Integrals,  <u  das  Verhältnis  der  zugehörigen  Perioden,  q,  wie  gewöhnlich, 
gleich  e*""*.  Es  sei  entsprechend  J'  die  absolute  Invariante  des  trans- 
formierten Integrals.  Dann  wird  die  Transformation  siebenter  Ordnung 
durch  folgende  Formel  geliefert.     Setzt  man: 


ix-' -  n  X  +  i^)  (x^  -  5  X  +  1 ) 


-nx^ 

-i^){x''-h: 

0,11(1 

77(1 
-\^x 

J_^ 


]  Die  e  \jrliuhgp  Mitteilung  wurde  am  4  März  !87^  vurgelegt,  [und  ist  hier 
dem  aunifc  eingehaltenen  Braufh  entgegen  abgedruckt  weil  sie  das  Problem  noch  erst 
■nel  abstrakter  faßt  als  die  unmittelbar  folgende  Abh    I  V II  ] 

)  [Fgi  meine  in  Bd  ?  dieser  Ausgahe  abzudruckende  Abhandlung;  „Über  die 
Transformatit  n  der  elliptischen  Funktionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades"  in  den  Math  ^nmlen  Bd  14  Üb  «""tl  beatnder'i  Abschnitt  II,  g  15, 
Formel  (20)     K  ] 
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LVI.  Über  Gleichungen  siebenten  Grades.    (Vorläufige  Mitteilung.)  389 

Ich  werde  rmn  die  Gleichung 

1728  X 
in  der  Weise  geometrisch  interpretieren,  wie  ich  dies  bei  früheren  Gelegen- 
heiten schon  öfters  tat,  indem  ich  die  acht  Wurzeln 


als  Koordinaten  eines  Punktes  im  Räume  von  acht  Dimensionen  betrachte, 
der  168  im  allgemeinen  verschiedene  Lagen  annimmt,  wenn  man  die  x 
durch  die  Galoissche  Gruppe  vertauscht.  Läßt  man  jetzt  J  sich  beliebig 
ändern,  so  durchlaufen  die  168  Punkte  ein  und  dieselbe  irreduzible  Kurve 
(Mannigfaltigkeit  erster  Dimension),  und  nun  kommt  alles  darauf  an  (was 
ich  aber  hier  nicht  ausführe),  zu  zeigen,  daß  das  Geschlecht  dieser  Kurve 
gleich  3  ist.  Infolgedessen  kann  man  nämlich  einem  beliebigen  Raum- 
punkte 

duich  rationalen  Prozeß  ein  Quadrupel  {4  =  2p  —  2}  von  Punkten  auf 
dieser  Raumkurve  zuordnen.  In  der  Tat:  auf  einer  Kurve  vom  Ge- 
schleehte  3  gibt  es  zweifach  unendlich  viele  Punktquadrupel,  welche  im 
Sinne  der  bei  den  Abelschen  Funktionen  geltenden  Terminologie  durch 
die  Funktionen  q>  bestimmt  werden.  Diese  zweifach  unendlich  vielen 
Quadrupel  werden  auf  unserer  Raumkurve  durch  Flächen  (Mannigfaltig- 
keiten der  (n— l)-ten  Dimension)  irgendwelcher  Ordnung,  welche  eine 
gewisse  Anzahl  Parameter  linear  enthalten,  ausgeschnitten.  Nun  kennt 
man  aber  außer  dem  Punkte  x^,x,^,  . ..,  Xg  eine  beliebige  Anzahl  Raum- 
punkte rational,  z.  B.  die  Punkte  xl,x^, . .  .,x^.  wo  v  irgendeine  ganze 
Zahl  ist.  Unter  ihnen  wähle  man  so  viele  aus,  daß  durch  sie  gerade  eine 
der  genannten  Mannigfaltigkeiten  hindurchgeht.  Dann  ist  also  in  der  Tat 
dem  beliebigen  Eaumpunkte  ein  Quadrupel  von  Punkten  auf  der  Raum- 
kurve zugeordnet,  imd  dies  gibt,  algebraisch  formuliert,  den  in  der  Ein- 
leitung au^espro ebenen  Satz, 
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LVIT.  tiber  die  Auflösung  gewisser  Oleichuiigeu  vom 
siebenten  und  achten  Grade. 

[Math.  Annalen,  Bd.  15  (1S79).] 

Die  Modulargleiolmng,  welche  der  Transformation  siebenter  Ordnung 
der  elliptiBchen  Funktionen  entspricht,  hat  eine  Galoissche  Gruppe  von. 
168  Substitutionen.  Wird  es  möglich  sein,  solche  Gieichmigen  siebenten 
oder  achten  oder  auch  168-ten  Grades,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzen, 
durch  ausführbare  Prozesse  auf  die  Modulargleichung  zuiückauf ühren  ?  Und 
welches  sind  die  einfachsten  Mittel,  deren  man  sich  zu  diesem  Zwecke  zu 
bedienen  hat?  Dies  sind  diejenigen  Fragen,  welche  sich  naturgemäß  auf- 
drängen mußten,  als  es  gelungen  war,  die  allgemeinen  Gleichungen  fünften 
Grades  mit  der  Modulargleichung  für  Transformation  fünfter  Ordnung  in 
Verbindung  zu  setzen^).  Ich  glaube,  daß  diese  Fragen  unerledigt  ge- 
blieben waren,  als  ich,  vor  nun  einem  Jahre,  mich  denselben  zum  ersten 
Male  zuwandte.  In  einer  ersten  Note,  weiche  am  4.  März  1878  der  Er- 
langer Sozietät  vorgelegt  wurde^),  bemerkte  ich,  daß  sich  die  fragliche  Zu- 
r&ckführung  in  der  Tat  ermöglicht,  daß  maii  dabei  aber  eiTier  Hilfs- 
gleichung  vierten  Grades  bedarf,  welche  man  nicht  vermeiden  kann.  In 
einer  zweiten,  gleichbenannten  Note  vom  20.  Mai  desselben  Jahres  ent- 
wickelte ich  sodann  in  allgemeinen  Umrissen,  wie  man  lechnertsch  diese 
Zurückführung  zu  realisieren  hat.  —  Ein  Hauptteil  dieser  Untersuchungen 
bezog  sich  auf  die  Formulierung  des  Transformationsproblems  siebenter 
Ordnung  der  elliptischen  Funktionen;  ich  habe  denselben  seitdem  für  ''ich 
in  ausgeführter  Form  in  den  Math.  Annalen  veröffentlicht®)  Indem  ich  im 
folgenden  an  diese  Formulierung  anknüpfe,  gelingt  es  mir,  die  allgemeine 
Beantwortung  des  Hauptproblems  auf  einige  wenige  Satze  zurückzuführen, 

')  [Gemeint  ist  meinp  Abhandlung-  „über  die  Transformation  der  elliptisehen 
Funktionen  und  die  Auflusung  dei  Gleichungen  fünften  Gradps"  in  den  Math  Annaleo, 
Bd.  14  (1878/79),  welche  eist  in  Bd  3  dieser  Gesamtausgabe  abgedruckt  werden 
wird.]  Vgl.  Kronecker  Über  Gleichungen  siebenten  Grades,  Monatebenchte  der 
Berliner  Akademie,  1858;  vg!  femer  wegen  der  fTruppierungBierhiltniaae  den  neuen 
Aufsatz  von  Nöther  in  Bd   15  der  Math   Aanalen  (l^'-g),  S   bSff 

^)  Über  Gleichui^en   siebenten  Gradee     f Vorstehend  als  Nr  LVI    abgedruckt] 
')  Über    die   Transformation    Siebentel    Ordnung    der   elliptischen    Punktionen 
Math.  Annalen,  Bd.  14  (lö"«/?**)     [Wird  in  Bd  3  dieeei  Ausgabe  abgedruckt] 
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ein  Eingehen  in  das  lechneiisohe  Detail,  welches  jedenfalls  auch  von  großem 
Interesse  sein  würde,  habe  ich  nm  so  eher  unterlassen  können,  als  sich 
Herr  Gordan  bereits  seit  einiger  Zeit  mit  demselben  beschäftigt  und 
seine  Resultate  demnächst  in  den  Math.  Annalen  v  er  off  entliehen  wird*}. 
Dagegen  habe  ich  in  meiner  Darstellung  den  Prinzipien  eine  solche  Form 
gegeben,  daß  sie  nicht  nur  das  zunächst  in  Betracht  kommende  Problem 
der  Gleichungen  mit  168  Substitutionen  erledigen,  sondern  überhaupt  er- 
kennen lassen,  wie  man  ähnliche  Probleme  bei  beliebigen  höheren  Glei- 
chungen zu  behandeln,  und,  was  mchtiger  ist,  wie  man  sie  aufzustellen 
hat.  Die  so  entstehende  allgemeine  Methode  zur  Behandlung  höherer 
Gleichungen  (welche  natürlich  noch  mannigfacher  Entwicklung  fähig  sein 
wird)  schließt  ebensowohl  die  Auflösung  zyklischer  Gleichungen  durch 
Wurzelzeichen,  als  die  Kroneckersche  Behandlung  der  Gleichungen  fünften 
Grades  in  sich.  Man  kann  meine  Methode  geradezu  als  eine  Verallge- 
meinerung der  letzteren  betrachten,  wie  mir  auch  andere  zerstreute  Be- 
merkungen Kroneckers  von  Nutzen  gewesen  sind'*).  Docb  glaube  ich, 
daß  der  Gesichtspunkt,  unter  dem  ich  Kroneckers  und  Brioschia  hier- 
her gehörige  Untersuchungen  auffitöse,  und  vermöge  dessen  ich  zu  meiner 
Verallgemeinerung  schreite,  neu  ist  und  erat  aus  meinen  Untersuchungen 
über  das  Ikosaeder^),  resp.  aus  meinen  früheren  Bemühungen,  eine  geo- 
metrische Deutung  für  die  Resolventen  algebraischer  Gleichungen  zu  finden"), 
erwachsen  ist.  Bei  Kronecker  oder  Brioschi  wird  nirgends  ein  all- 
gemeiner Grund  angegeben,  weshalb  die  Jaeobischen  Gleichungen  sechsten 
Grades  als  die  einfachsten  rationalen  Resolventen  der  Gleichungen  fünften 
Grades  anzusehen  sind;  indem  ich  diese  Jacobischen  Gleichungen  als  Ver- 
treterinnen eines  Systems  von  60  temären  linearen  Substitutionen  auf- 
fasse, welches  mit  der  Gruppe  der  60  geraden  Verlauschungen  von  fünf 
Dingen  isomorph  ist,  habe  ich  von  Anfang  an  das  Prinzip,  nach  welchem 
man  in  allen  Fällen  die  Normalgleichungen,  in  die  sich  die  gegebenen 
durch  rationale  Resolventen bildung  transformieren  lassen,  a  priori  charak- 
terisieren kann.  Dies  sind  dann  z.  B.  im  Falle  der  Gleichungen  siebenten 
Grades  mit  168  Substitutionen  nicht  die  Jacobischen  Gleichungen  achten 
Grades. 

')  [Vgl,  die  am  Ende  dieeer  Abhandlung  (auf  S.  496)  folgenden  genaueren 
Angaben  über  die  hierher  gehörigen,  von  Gordan  später  veröfientlichten  Unter- 
Buchungen.     K,] 

')  Vgl.  anmal  eine  Notiz  in  den  Berliner  MonatBberiohten  vom  Jahre  3S6J,  8.  615, 
über  die  Zuriiokführung  gewisser  Gleichungen  {2»  +  2)-ten  Grades  auf  die  Jacobi- 
Behen  Glaiohungen  vom  (n.+  l)-ten  Grade. 

«)  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877)  [vorstehend  ab  Abb.  LIV  abgedruckt].  Vgl. 
besonders  daselbst  Abschnitt  II,  §§  1 — 5  und  10. 

')  Math.  Annalen,  Bd.  4  (1871)  [vorstehend  als  Abh.  L  abgedruckt]. 
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Mit  diesem  Probleme  der  rationalen  Transformation  gegebener  Glei- 
chungen auf  gewisse  Normalforrtien  beschäftigt  sich  der  erste  Abschnitt 
des  Folgenden.  Ich  habe  mich  dabei,  was  die  speziellen  Probleme  des 
fünften,  siebenten  oder  achten  Ctiadea  betiiflt  mit  Vorliebe  wieder  geo- 
metrischer Überlegungen  bedient  rbwjhl  das  algebraische  Schlußresultat 
ebenso  durch  den  allgememen  analytischen  Ansatz  erzielt  werden  kann. 
Denn  die  Geometrie  \  eranschau licht  und  erleichtert  nicht  nur,  sie  hat  auch 
in  diesen  Untersuchungen  das  \  orrecht  dei  EtßTidung.  Die  geometrische 
Theorie  der  Jacobi'^ehen  Gleichungen  achten  Grades,  wie  ich  sie  in  §  8 
des  folgenden  ausemai  dersetze  ist  es  gewesen  von  der  ich  bei  allen  diesen 
Untersuchungen  ausging  und  zwar  war  e-i  hier  wieder  der  a,  a.  0.  angegebene 
Paul  Serretsche  Satz  dei  mich  \on  vomherein  die  Existenz  eines  aus- 
gezeichneten Netzes  \on  Flachen  zweiter  Ordnung  erkennen  ließ.  — 
Übrigens  schließt  dieser  erste  Abschnitt  mit  der  Angabe  gewisser  Gruppen 
linearer  Substitutionen,  welche  für  die  allgemeine  Theorie  der  Modular- 
gleichungen  von  Wichtigkeit  sein  müssen. 

Im  zweiten  Abschnitte  handelt  es  sich,  allgemein  zu  reden,  um  alge- 
braische Transformation  gegebener  Gleichungen  auf  Normalformen  mit 
nur  einem  Parameter.  Inzwischen  lasse  ich,  um  der  Klarheit  der  Dar- 
stellung nicht  durch  Unbestimmtheit  derselben  Eintrag  zu  tun,  nunmehr 
den  Ausblick  auf  beliebig  gegebene  Gleichungen  beiseite  und  beschäftige 
mich  nur  mit  den  Problemen  mit  168  Substitutionen.  Ich  möchte  nament- 
lich hervorheben,  daß  ich  nicht  nru:  die  Zurückführung  auf  die  Modular- 
gleichung,  wie  sie  gewünscht  wird,  explizite  bewerkstellige,  sondern  daß 
ich  auch  zeige,  weshalb  man  die  Modularglei chung  in  der  von  mir  ge- 
gebenen Form  zweckmäßigerweise  als  Definition  einer  Fundamental- 
irrati onalität  erachtet*). 

Abschnitt  I. 

Normalformell,  welche  sich  durch  rationale  Ti'äiislormatioii 

herstellen  lassen. 

§1- 
Fundamentalsatz. 

Was  unter  einem  endlichen  Systeme  (einer  endlichen  Gruppe)  von  N 
homogenen  linearen   Substitutionen   der  Variabein  a:^,  a:^,  . . .,  »„   zu  ver- 

*)  [Das  Wort  „Modulargleickung"  ist  im  Texte  überall  in  allgemeinerem  Sinne  ge- 
braucht, als  es  son^  und  vielfach  auch  in  meinen  in  Bd.  3  abzudruckenden  Unter- 
suchungen über  elliptiBche  Funktionen  geschirfit.  Es  steht  kurzweg  für  die  geeignete 
algebraische  Formuherung  die  ich  an  Stelle  der  gewöhnlichen  Modulargloichung  gesetzt 
habe.    K,] 
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stehen  sei,  ist  durch  die  Benennung  selbst  wohl  hinreichend  ecklärt.  Man 
beachte  im  folgenden  vor  allem,  daß  ein  analoges  System  homogener 
linearer  Substitutionen  allemal  auch  für  die  kontragredienten  Variabein 
«j,  u^,...,u^  gegeben  ist;   sofern  man  verlangt,   daß  die  bilineare  Form 

bei  den  simultanen  Substitutionen  der  x  und  u  ungeändert  bleibt.  Dieses 
kontragrediente  System  umfaßt  eventuell  in  seiner  Gesamtheit  dieselben 
Substitutionen,  wie  das  ursprüngliche;  aber  darum  sind  die  Substitutionen 
der  X  und  u,  welche  simultan  auftreten,  noch  nicht  notwendig  identisch. 
Ich  will  nun  annehmen,   daß  ein  anderes  System  von  — 


linearen  Substitutionen  bei  ^Variablen  y^,  y^,  ■  ■  ■ ,  y^  gegeben  sei,  und 
zwar  sei  dieses  System  mit  demjenigen,  dem  die  x  unterworfen  werden, 
isomor'ph^).  Der  Isomorphismus  kann  entweder  ein  holoedrischer  sein, 
also  so  beschaffen,  daß  jeder  Substitution  der  x  nur  eine  Substitution 
der  y  entspricht,  sowie  umgekehrt  jeder  Substitution  der  y  nur  eine  Sub- 
stitution der  X  (dann  ist  v  =^  1),  oder  er  mag  in  der  Weise  meroedrisch 
sein,  daß  freilich  einer  Substitution  der  y  mehrere  (*')  Substitutionen  der 
X  entsprechen,  doch  einer  Substitution  der  x  immer  nur  eine  Substitution 
der  y.  ~  Die  zu  den  y  gehörigen  kontragredienten  Variablen  nenne  ich 
weiterhin  v^,  v^,  . . .  ,v^. 

Dann  sage  ich,  daß  es  immer  solche   ganze   homogene  Funktionen 
der  Xj^,  a;„, , . .,  x    gibt: 

welche  sich  bei  den  linearen  Substitutionen,  denen  die  x  unterworfen 
werden,  ihrerseits  wie  die  y^,  y^,  ■■■■,  y^  homogen  linear  substituieren. 
Der  Beweis  ergibt  sieh,  indem  man  einen  allgemeinen  Prozeß  be- 
trachtet, der  solche  Funktionen  Y^,  7«_,  . .  .,Yf,  liefert.  Man  wähle  irgend- 
eine ganze  homogene  Funktion  der  x: 

<p{x^,  x^,  .. .,  «„), 

welche  nur  der  Bedingung  genügen  muß,  daß  zwischen  den  Werten,  welche 
sie  bei  den  iV  Substitutionen  der  x  annimmt  und  die  ich  der  Reihe  nach 

nennen  will,  gewisse  sogleich  zu  definierende  lineare  homogene  Relationen 
mit  numerischen  Koeffizienten  nicht  bestehen.  Durch  die  entsprechenden 
Substitutionen  wird  eine  der  kontragredienten  Variablen  v,  etwa  v^,  ebenso 
in   jV  Ausdrücke   übergeführt,    welche   aber    alle    lineare   Funktionen    mit 

'■•)  Siehe  C,  Jordan,   Traite  des  substitutions  usw.  (1870),  S.  56. 
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numerischen  Koeffizienten  von  «^,  v^,  . . .,  Vf,  sind.  Man  nenne  diese  Werte 
einen  Augenblick  v"',  v'^\  ...,  v'-"'  und  ordne  sie  den  entsprechenden  (p 
zu,  indem  man  die  bilineare  Funktion  bildet: 

Offenbar  bleibt  diese  bilineare  Form  völlig  ungeändert,  wenn  man  die  x 
und  die  y,  und  also  die  v,  simultan  den  zusammengehörigen  Substitu- 
tionen unterwirft.  Ersetzt  man  also  jetzt  die  ?;'^',  v'^',  . . .,  «"'I  darch 
ihre  Ausdrücke  in  v-^,  w^,...,w^, ,  ordnet  nach  letzteren  und  schreibt 

so  sind  die  F, ,  Y^,  . ..,  Y,c  ohne  weiteres  Funktionen  der  geforderten 
Beschaffenheit.  Sie  müssen  eich  bei  den  Substitutionen  der  x  wie  die  y 
substituieren,  damit  die  bilineare  Form  Y^Vj^-i-  . . .  -{-Y^ v^  bei  den  si- 
multanen Substitutionen  der  x,  v  völlig  ungeändert  bleiben  kann.  —  Wie 
man  sieht,  sind  die  Y  lineare  Aggregate  der  97'^',  ip*^',  ...,93''*',  und 
die  einzige  Bedingung,  der  die  Funktion  cp  geniigen  muß,  ist  daher  die, 
daß  diese  linearen  Aggregate  nicht  identisch  verschwinden^"'). 

Der  so  geschilderte  allgemeine  Prozeß  kann  auf  mannigfache  Weise 
modifiziert  werden,  wenn  man  eingehendere  Kenntnis  der  Substitutions- 
systeme der  X  und  der  y  besitzt.  Ein  Beispiel,  dem  sich  in  der  Folge 
noch  andere  anreihen  (§§  5,  9,  10),  sei  dieses.  Es  mögen  Funktionen  der 
y  und  V  bekannt  sein:  ,,, 

F^^\  F'^\  ,.., 

welche  sich  bei  den  in  Betracht  kommenden  Substitutionen  gar  nicht 
ändern.      Es  aollen  andererseits  gewisse  Funktionen 

/■*",   /■'",  ... 
der  w,  V   und  ,,,        ,„, 

9^(11,   95IS).  ___ 

der  a:  bekannt  sein,  welche  bei  den  simultanen  Substitutionen  gleichzeitig 
folgende  5  Werte  annehmen : 

f['\  fi'\  ....  fl", 

resp.  ,.,       ,..  ... 

9)}",  q)^'>,  ...,  9j''. 

Gelingt  es  dann,  von  den  Formen: 

1"",  ?">...., 2" Ä'Vi". 


'")  [Daß  man  dieser  Eedinguiig  in  der  Tat  immer  genügen  kann  hit  Burk 
hardt  1892  in  Bd  41  der  Ma<h  Annalen  (S  i)09~SI2)  ausdrücklich  gezeigt  —  Übrigens 
ist  auch  noch  notwendig  zu  \  erlange»  wie  ii>li  m  einer  Vorleiung  im  Jahre  lSSt>/8" 
auatiihrte,  da0  7wi''i.hen  den  T  keine  liceiren  Identitäten  bestehen  Diese  Mrmhchkeit 
ist  in  den  im  Folgenden  zu  behandelnden  Beispielen  ausgi^chlosaen  weil  es  im  Gebiet 
der  Vftriabeln  y^  y^  keinen  Imiaren  Teilraum  gibt  der  bei  allen  Substitutionen  der 
in  Betracht  kommenden  Gruppen  invariant  nare     K  ] 
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in  denen  die  y,  v  cäs  Veränderliche  betrachtet  werden  sollen,   irgendeine 
lineare  Kontravariante  zu  bilden: 

100  die  Y  neben  numerischen  Koefßzienten  nur  noch  die  x  enthalten 
werden,  so  sind  die  Y  tuieder  Funktionen  der  geforderten  Beschaffenheit. 
In  der  Tat,  da  die  Grundformen  F^^\  F'^',  ...,  2/**V*"  ^^^  ^^^ 
zusammengehörigen  Substitutionen  der  x,  y,  v  völlig  ungeändert  bleiben,  so 
wird  es  auch  jede  Kovariante  tun,  insbesondere  unsere  lineare  Kontra- 
variante. — 


Anwendung  auf  die  Theorie  der  CJleicliiingen. 

Mit  jedem  endlichen  Systeme  von  ff  Substitutionen  der  Variablen 
x^,  x^,  ...,  x^  hängt  ein  algebraisches  Problem  zusammen,  das  mit  einer 
Gleichung,  deren  Galoissche  Gruppe  JV  Permutationeh  enthält,  äquivalent 


die  Gesamtheit  derjenigen  ganzen  Funktionen  der  x,  welche  bei  den  linearen 
Substitutionen,  denen  die  x  unterworfen  werden,  ungeändert  bleiben.    Die 


Zahlenwerte,  welche  diese  0  ',  <^^  ,  ...  bei  unbekannten  x^,  x^,  .. .,  x^ 
annehmen,  seien  [natürlich  unter  Aufrechterhaltung  der  etwa  zwischen 
ihnen  bestehenden  algebraischen  Identitäten,  im  übrigen  aber  als  frei  ver- 
änderliche Größen]  gegeben.  Dann  besteht  das  gemeinte  Problem  in  der 
Aufgabe:  aus  den  <P  die  x  zu  bestimmen.  Ich  werde  dementsprechend 
von  einem  „Probleme  der  x"  sprei  hen 

Ebenso  gibt  es  ein  ,, Problem  dei  y  '  und  die  Bedeutung  des  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Satzet  ist  oftenbai  die:  daß  es  ganze 
rationale  Funktionen  der  x  gibt,  welche  von  einem  ,,Probleme  der  y" 
abhangen,  oder  auch:  daß  es  mögUch  ist,  das  „Problem  der  x"  auf  ra- 
tionalem Wege  auf  das  „Problem  der  y"  zuruckzufuhen. 

Unter  diesen  allgemeinen  BegrifE  des  „Problems  der  x"  ordnet  sich 
nun,  wenn  man  will,  als  besonderer  Fall  die  Auflösung  jeder  Gleichung 
Ti-ten  Grades  /■(»;)  =  0  ein.  Die  linearen  Substitutionen,  denen  die  x 
unterworfen  werden,  sind  dann  bloße  Yer tauschungen  der  x  untereinander, 
nämlich  diejenigen,  welche  in  ihrer  Gesamtheit  die  Galoissche  Gruppe 
der  Gleichung  f{x)  =  0  ausmachen.  Besteht  diese  Gruppe  aus  der  Ge- 
samtheit aller  Verfcauschungen,  ao  decken  sich  die  ungeändert  bleibenden 
Funktionen  der  x  mit  den  symmetrischen  Funktionen;  die  Funktionen 
0'",  <1>'^',  ...,   welche  gegeben   sein  sollen,   sind   also   nichts   anderes  als 
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die  Koeffizienten  der  Gleichung.  Ist  aber  die  Galois sehe  Gruppe  kleiner, 
so  sind  die  ^'^'i  (t*^',  ...  die  Gesamtheit  derjenigen  ganzen  Funktionen 
der  X,  welche  man  nach  Galois  als  adjungiert  bezeichnete^}. 

Mit  diesem  besonderen  Systeme  linearer  Substitutionen  der  x^,x^,...,  a;„ 
mag  jetzt,  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen,  ein  System  linearer  Sub- 
stitutionen derj/^,  i/g,  ...,  y,^  holoedrisch  oder  auch  meroedcis  eh  isomorph 
sein.  Dann  ist  es  also  nach  dem  Gesagten  möglich,  die  Auflösung  der 
Gleichung  f{x)  =  0  auf  rationalem  Wege  auf  das  „Problem  der  y"  zurück- 
zuführen. 

Die  allgemeine  Methode  nun,  welche  ich  behufs  rationaler  Umformung 
der  algebraischen  G-leiehungen  vorschlage,  besteht  einfach  darin,  daß  ich 
zunächst  die  kleinste  Zahl  /i  suche,  bei  welcher  ein  Isomorphismus  der 
gewollten  Art  zwischen  den  Vertaiischungen  der  x  und  linearen  Svbsti- 
tuiionen  der  y^,  . . . ,  y^  möglich  ist,  und  daß  ich  dann  die  Gleichung 
f(x)^0  durch  das  „Prahlern  der  y"  ersetze. 

Ich  will  annehmen,  daß  man  aus  f{x)  =  0  durch  rationale  Substi- 
tutionen das  Glied  mit  x"~'^  fortgeschafft  habe,  daß  also  ^x  =  0  ist.  So 
sind  die  Vertauschungen  der  x  im  Grunde  ein  System  linearer  Substitu- 
tionen bei  nur  (n  —  1)  Veränderlichen,  und  die  Minimalaahl  fi  daher  jeden- 
falls nicht  größer  als  (n~  1)  *^),  Ist  sie  aber  kleiner  als  {n  —  1 ),  so  ist 
durch  meine  Umformung  ein  Fortschritt  erzielt,  der  sich  einmal  darin 
ausspricht,  daß  ein  Problem,  welches  von  Hause  aus  (m— 1)  Parameter 
enthält,  deren  nur  mehr  fi  umfaßt,  der  aber  andererseits  auch  die  Reihen- 
entwicklungen vereinfacht,  deren  man  sich  bei  Berechnung  der  Wurzeln  x 
zu  bedienen  hat.  Ist  ^x  =  0,  so  lassen  sich  die  x,  wie  selbstverständ- 
lich, immer  als  Integrale  von  linearen  DifEerentialgieiehungen  {n  —  l)-ter 
Ordnung  betrachtend^);  meine  Reduktion  zeigt,  daß  man  bis  zu  linearen 
DifEerentialgieiehungen  der  ^-ten  Ordnung  hinabsteigen  kann. 

An  der  so  formulierten  Methode  möchte  ich  übrigens  nur  dann  un- 
bedingt festhalten,  wenn  die  Galoissche  Gruppe  von  f(x)=0  einfach 
ist.  Ist  sie  zusammengesetzt,  so  kann  man  sie  durch  eine  Reihenfolge 
einfacher  Gleichungen   ersetzen   und  jede  für  sich  nach  der   angegebenen 

'■')  Dieaer  ÄuffasBung  entsprechend  stelle  ich  für  alle  Gleichungen,  welche  einen 
Affekt  besitzen,  das  Problem  auf,  das  volle  System  dieser  rationalen,  ganzen  Funk- 
tionen zu  bilden  {selbst verständlich  mit  den  zwischen  seinen  Formen  bestehenden 
identischen  Relationen),  Eine  solche  Gleichung  sollte  dann  nicht  in  der  Weise  an- 
geechrieben  werden,  daß  man  nur  die  Werte  ihrer  Koeffizienten  mitteilt,  sondern  es 
sollten  die  Werte  aller  dieser  ganzen  Funktionen  ejtplizite  angegeben  werden. 

"')  [VgL  die  an  das  Evanston  Colloquium  anknüpfende  Notiz  der  Vorbemer- 
kungen, 8.  260.     K.  ] 

")  Dies  die  sog.  Methode  der  JJijfei  enttcUresolventi'n ,  tint  der  sich  englische 
Atgebristen:  Boole,  Coekle,  Harlej   u   a,  beschäftigt  haben 
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Methode  befiandein.  Aber  es  kann  sein,  daß  sich  die  so  entstehenden 
„Probleme  der  y"  in  zweckmäßigec  Weise  zu  einem  einzigen  Probleme  von 
etwas  komplizierterem  Charakter  zusammenziehen  lassen.  In  diesem  Sinne 
fasse  ich  die  Methode  auf,  mit  der  Gordan  diejenigen  Gleichungen  fünften 
Grades  behandelt  hat,  in  welcher  die  vierte  und  dritte  Potenz  der  unbe- 
kannten fehlt  (Math.  Annalen,  Bd.  13  [1878])"}.  Den  120  Vertausohungen 
der  fünf  Wurzeln  x  wird  hier  ein  isomorphes  System  linearer  Substitu- 
tionen entapECchend  gesetzt,  welches  zwei  Reihen  von  je  zwei  Variabein 
in  der  Art  betrifft,  daß  einer  geraden  Permutation  der  x  eine  binäre 
lineare  Substitution  jeder  Variablenreihe  entspricht,  einer  ungeraden  Per- 
mutation überdies  eine  Vertauschung  der  beiden  Reihen. 


Einfachste  Beispiele. 

1.  Es  sei  f[x)  =  0  zyklisch.  Die  Aufeinanderfolge  der  x  in  dem 
einen  in  Betracht  kommenden  Zyklus  werde  durch  die  Reihenfolge  der 
Indizes  angegeben,  nnd  da  diese  Indizes  modulo  n  betrachtet  werden,  so 
schreibe  ich  x^,  x^,  ...,  Xn^\.  Dann  ist  die  Minimalzahl /*  =  1,  die  ent- 
sprechende Gruppe  linearer  Substitutionen  ersetzt  die  eine  Variable  i/^  der 
Reihe  nach  durch: 

Vi^  e'^-pi,  Q^^Vi^  ■■■)  e'-Vi^ 
wo  (}  eine  primitive  n-  te  Einheitswurzel  bedeutet.    Das  kontragrediente  v^ 
geht  gleichzeitig  über  iu: 

Als  Funktionen  rp  der  x  wähle  man  x^  selbst.     So  entsteht  die   bilineare 
Form: 

a^O  ■  Vj  -f-  3^1  ■  Ql'i  +  ^3  ■  (»^"i  +  .  .  .  +  Xn~l  •  e""^*"!, 
oder,  wenn  man  den  Koeffizienten  von  v^  mit  Y^  bezeichnet: 

Yi  =  x^-i-  QX^  +  e^^3  +  ■  ■  ■  +  s"~^x„-i. 
Unser  Ansatz  liefert  also  den  Ausdruck  des  Lagrange.     Zugleich  ist 
die  einzige  ungeändert  bleibende  ganze  Funktion  von  i/^  die  m-te  Potenz: 
yj";    das    „Problem   der  y"    besteht    also   im  vorliegenden  Falle   einfach 
darin,  aus  einer  bekannten  Größe  die  n-te  Wurzel  zu  ziehen. 

2.  Es  sei  n  eine  Primzahl  und  die  Gleichung  f{x)  =  0  metazyklisch. 
Die  Vertauschungen  der  x,,,  x,^,  ...,  x„^i,  welche  die  Galoissche  Gruppe 
ausmachen,  sind  durch  folgende  Formel  gegeben: 

,  die  ich.  vorstehend  im  Anschluß  an  die 
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WO  a  die  Werte  1,  2,  . . .,  (n  -  1),  /?  alle  Werte  0,  1,  2,  ...,  (n-  1) 
durchlaufen  soll.  Alle  diese  Vertauschungen  erwachsen,  wenn  man  folgende 
zwei  Subatitutionen  beliebig  wiederholt  und  kombiniert : 

g  bedeutet  dabei  eine  Primitiv  Wurzel  modulo  n.  Man  bilde  nunmehr 
iolgende  (n—  l)  Ausdrücke: 

^j  =  a^o  +  gx^  -\-  q'^  x„  -\-  . . .  -\-  q""' x„^i , 
y^  ■■=  x^i -\-  Q^  x^ -\- Q*  x^ -j-  . . .  ~\-  e^i"-"3;„_i , 


<^)  \   2. 


y„-i  =  x^,-\-  g^-^Xj  +p^<"-iixj-i-  ...  +  ex„_i . 
Offenbar  erhält  man,    den   Vertausehungen   1.,   2.   entsprechend,    folgende 
Substitutionen  der  y: 

ad  ].     yl  =  Q^''yic, 

ad  2.     t/t  ----  ]jgk  ■ 
Ich  werde   nunmehr   unter    der    Gesamtheit   der    metazyklischen    Vertau- 
achungen  x^  =  x^^+ß  die  Hälfte  herausgreifen,  indem  ich  dem  a  auferlege, 
quadratischer  Rest  zu  sein.    An  Stelle  der  beiden  Substitutionen  (1)  muß 
ich  dann  als  erzeugende  Substitutionen  die  folgenden  nehmen: 
[    1.     x.'     --a:,.+,, 

X^y     =     Xy     . 

Dann  sondern  sich  die  y  in  zwei  Aggregate  von  nur  — g—  Vaiiablen,  die 
sich  unter  sich  substituieren:  die  einen  haben  nur  quadratische  Reste  als 
Indizes,  die  anderen  quadratische  Nichtreste.  Indem  ich  die 
herausgreife,  htibe  ich  für  die  halbe  metazyklische  Gruppe  ein  i 
System  linearer  Substitutionen  bei  nur  — -s—  Variablen,  das  aus  Kom- 
bination, resp.   Wiederholung  folgender  Operationen  erwächst: 

ad  1.     yU  =  Q~'^-yi', 
ad  2.     i/is  =  2/i,=ftä. 

Hier  schreibe  man  als  Index  statt  k'  wieder  k,  indem  man  unter  k 
denjenigen  Wert  von  yk"  versteht,  der  mod.  n  zwischen  0  und  -„-  liegt. 
Desgleichen  verstehe  man  unter  +  gk  den  kleinsten  positiven  Rest  (mod.  n) 
von  -\-gk  oder  von  —  gk,  dct  unterhalb  ,,  liegt.  Dann  bat  man  bei 
-  ,,     Variablen 

2/i.  y^'  ■■■'  y„-i 
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folgende  zwei  Substitutionen: 
,    ,  J    ad   1.     yk=Q-'''yk, 

\   ad  2.     yi  =  y+_gi. 
Ich  weidü  später  auf  diese  Formeln  zurückkommen.  —   Offenbar   ist  das 
so  erzielte  Substitutionssystem,   was  die   Zahl  der  Variablen  angeht,    das 
beste,  das  man  zur  Darstellung  der  [halben]  metazyklischen  Gruppe  aufstellen 
kann  sobald  -—;,—  ,  wie  bei  «,^5,  7,  11,   selbst  eine  Primzahl  ist. 

M- 
Die  Formeln  von  Kronecker  und  Briosehi  für  den  lünften  Grad. 

Ich  zeige  nunmehr,  wie  sich  die  von  Kronecker  und  Briosehi  für 
den  fünften  Grad  gegebenen  Formeln  in  den  hier  entwickelten  Gedanken- 
gang einordnen. 

Es  sei  eine  Gleichung  fünften  Grades  f(^x)=0  gegeben,  bei  der  die 
Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  adjungiert  ist,  und  deren  Galoissche 
Gruppe  demnach  nur  die  60  geraden  Vertauachungen  der  fünf  Wui'zeln 
x^,  Xj^,  ...,  x^  umfaßt.  Dann  handelt  es  sich  zunächst  darum,  ein  iso- 
morphes System  linearer  Substitutionen  bei  möglichst  wenig  Variablen  zu 
finden.  Die  Zahl  /x  dieser  Variablen  kann  nicht  2  sein:  denn  es  gibt 
keine  endliche  Gruppe  von  60  binären  linearen  Substitutionen  der  hier 
gewollten  Beschaffenheit  (die  Zahl  der  binären  Ikosaedersubstitutionen  ist 
120).  Dagegen  kann  /i  =  3  genommen  werden.  Denn  wir  kennen  für 
/(  =  3  ein  isomorphes  Substitutionssystem:  das  ist  das  System,  welches 
bei  den  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades  auftrilt.  Nennt  man 
die  Vai'iablen  A^y,  Ä^,  A.^,  so  entsteht  das  fragliche  System  durch  Kom- 
bination folgender  drei  Operationen  (siehe  meine  Arbeit  „Weitere  Unter- 
suchungen  über   das  Ikosaeder",   Abschnitt  II,   §  2   [Abb.  LIV,  S.  349]): 


(4 


1.  Aa  =  Aa,     At^e*Ai,     A,  =  eA.,, 


{V^Ao  =  Ao+  Ai-\-  Ai, 

V5^;  =  2^0  +  [e'  +  s^)A,  +  (£  +  e*)A2 , 
^f&Äi=2A>,■'^ie  +  E^)A^  +  {t"  +  e^')A2. 
(Unter  e  ist  hier  eine  fünfte  Einheitewurze!  verstanden.)    —   Ungeändert 

'^)  [Ich  gebe  hier,  wie  weiterhin  am  den  entsprechenden  Stellen,  drei  erzeugende 
Operationen  der  Gruppe  an,  während  man  leicht  nachweist,  daß  es  genügt,  nur  die 
zmei  Operationen  1.  nnd  3.  zu  kombinieren.  Vgl.  anch  Fußnote  -*)  auf  S,  417.  Der 
Zweck  ist,  durch  Nebeneinanderstellung  von  1.  und  2.  gleich  die  einfachste  in  dei' 
Gesamtgruppe  enthaltene  metazyklisebe  Untergruppe  hervortreten  zu  lassen.     K,  ] 
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bleiben  bei  dieisen  Substitutionen  vier  Funktionen  von  A^^,  A^,  A^,  die  ich 
früher  als  Ä,  B,  C,  D  bezeichnete;  das  „Problem  der  A"  besteht  also  darin, 
aus  den  gegebenen  Werten  von  A,  B,Cy  D  die  A,^,  A^,  A^  zu  berechnen. 

Mit  diesem  Probleme  ist  nun  ungefähr  gleichbedeutend,  daß  man  die 
Jacobische  Gleichung  sechsten  Grades  lost,  deren  Wurzeln  sind: 

s^  =  5^0 ,  3.^  =  (^0  +  e'Ai.+  £*'■  A-if ; 
denn  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  setzen  sich  aus  A,  B,  C,  und 
umgekehrt  diese  aus  jenen  zusammen.  Dagegen  ist  D  nicht  durch  die 
Koeffizienten  der  Jacobischen  Gleichung  gegeben;  D  stellt  sich  vielmehr 
als  vierte  Wurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung  dar  und  diese 
Wurzel  muß  ausdrücklich  adjungiert  werden,  wenn  sich  die  Lösung  der 
Jacobischen  Gleichung  mit  dem ,, Probleme  der  A"  decken  soll  [vgl.  Abh.  LIV, 
Abschnitt  II,  §  5,  Fußnote  *^)].  Es  ist  also  richtiger,  in  dieser  Theorie 
nicht  von  der  Jacobischen  Gleichung  sechsten  Grades,  sondern  von  dem 
„Probleme  der  A"  zu  sprechen,  und  vmplieite  ist  das  in  den  hierher  ge- 
hörigen Untersuchungen  von  Kronecker  und  Brioschi  auch  der  Fall. 
Jedenfalls  müssen  wir  hier,  getreu  unserem  aligemeinen  Ansätze,  die  Auf- 
gabe nunmehr  so  stellen:  aus  fünf  beliebigen  Größen  Xg,  x^,  ,..,  x^  soll 
man  solche,  drei  Funktionen  bilden,  welche  sich  bei  den  60  geraden  Ver- 
tauschungen der  X  wie  die  A^,  ^^,  A^  t&rnär  linear  substituieren. 

Zu  dem  Zwecke  seien  zunächst  die  Substitutionen  angegeben,  welche 
drei  den  A^,  A^,  A^  kontragrediente  Variable,  die  ich  B^,  B^,  B^  nennen 
will,  bei  den  Operationen  (4)  erleiden.     Man  findet: 

ad  1.  Bo=Bo,      S;  =  eßi,      S^  — e*Sä- 

ad  2.  Ba  =  ~Bo,     B[  =  -B.i,     B^^-Bi, 

(5)  I  [  y5'-£o  =  5o+  2ßi+  2S,, 

ad  3.  J    y5.£;=5o  +  (£'-f  e')-Si  +  (e  +  f^)Sa, 
[  y5-S2  =  -Bo  +  (e  +  **).B.-.[-(e=  +  e«)5,. 

Es  handelt  sich  ferner  darum,  zu  wissen,  welche  Vertauschungen  der  x 
man  den  Substitutionen  (4)  entsprechend  zu  setzen  hat.  Zu  dem  Zwecke 
identifiziere  man  die  x^  einen  Augenblick  mit  folgenden  fünfwertigen 
Funktionen  der  A  [vgl.  Abh.  LIV,  Abschnitt  I,  g  13]: 

-^&'"{-^2A,iA\-Al)  +  8'>-{-2AoÄl  +  A\). 
Dann  findet  man  folgende  Permntationen  der  x: 


ad  1.  x^'  =  x^,  Xj''^x„,  x^'  =  x^,  x./-=x^,  x^' -- 
ad  2.  Xf,'  =  X(, ,  x^'  =  x^ ,  x/  =  3^3 ,  x^'  ^^  x^ ,  x/  ■■ 
ad  3.     Xg  =  Xg ,     x^  =  x^ ,     x^  =  x^ ,     Xg  =  x^ ,     x^'  -- 
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Nehmen  wir  jetzt,   um  dem  Resultat  nicht  vorzugreifen,   zuvörderst 
eine  völlig  unsymmetrische  Funlrtion  der  x: 

<p{x^,  iCj,  . .. ,  X|), 
multipUzieren  sie  mit  B^  und  sehen,  was  entsteht,  wenn  wir  alle  Werte 
zusammeiiaddi ereil,  welche  dieses  Produkt  annimmt,  wenn  wir  auf  das- 
selbe gleichzeitig  die  60  Permutationen  der  x  und  die  entsprechenden 
Substitutionen  der  B  anwenden!  Maclien  wir  zunächst  die  fünf  Operationen, 
welche  aus  der  unter  1.  angegebenen  durch  Wiederholung  entstehen.  So 
bleibt  ßy  ungeändert,  während  aus  ip {x^^,  x^^,  . . . ,  x^)  der  Reihe  nach  wird 
^p{'x^,x^,  ..,,x^),  (p{x^^x^,  . .  .,x^  usw.:  fünf  Ausdrücke,  deren  Summe 
eine  zyklische  Funktion  der  x  ist,  weiche  ich  kurz  mit  viXa,x^,  . .  .,x^) 
bezeichnen  will.  Wir  haben  also  als  ersten  Bestandteil  unserer  bilinearen 
Funktion  B^^-v.  Nun  machen  wir  die  Operationen  2.  So  wechselt  B^ 
sein  Zeichen,  v  verwandelt  sich  in  v  {Xfi,x^,x^,x^,.Xi)  =  i}' .  Setzeh  wir 
«  —  y'  =  M^ ,  so  haben  wir  jetzt  als  Bestandteil  unserer  bilinearen  Form 
Bf,-u^.  Wir  kombinieren  ferner  die  Operation  'ä.  mit  den  fünf  Opera- 
tionen, welche  aus  1.  durch  Wiederholung  entstehen.  So  erhält  B^  die 
Werte 


B„ +  2£>\Bj_-j-_2 


'_B^ 


,  4;  «„  aber  geht  in  folgende  Funktionen  über; 

X^,x^), 
x^,X^), 


Unsere  Summe  wird  alsc 
B.-u, 


m  ganzen; 


Ordnen  wir  hier  nach  B^,  B^,  B^,  multiplizieren 
nennen  endlich  die  entstehenden  Koeffizienten  A, 
ßesuUat: 


i  Glieder  mit  yö  und 
., ,  A., ,   so   kommt  als 


(7)  \   h^  =  2Ze'u,, 

A,  =  22;«*''tt.. 
Wie  man  sieht,  sind  dies  genaudie  allgemeinen  Brioscfiischen Formeln'-"). 

,  ^*)  Atti  del  Istituto  Lombardo,  vol.  2  (1853),  sowie  die  zuaftmmenf aasende  Dar- 
steUung  Ton  Brioschj  selbst  in  den  Math.  AnD&len,  Bd.  13  (1877/78),  S.  109—160, 
besonders  8.  156.  (=068.  Werke,  Bd.  IV,  8.  260  [eine  Übersetzung  ins  Italienische].) 
[Die  Betrachtungen  des  %i  und  5  sind  an  verschiedenen  8tellen  meines  Ikosaeder- 
buohe?  (Leipzig  1884)  des  näheren  ausgeführt.     K.] 

Klein,  Gesumnielte  malh.  Abhanil Hingen.  Tl.  26 


y  Google 


402  SubstJ'tiitioiisgruppen  und  Gleich ungstheoi'ie. 

§5. 
Andere  Formeln  für  den  fimiten  Grad. 

Ich  werde  nun  andere  Formeln  mitteilen,  welche  dasselbe  leisbeiij 
welche  aber  eine  andere,  neue  und,  wie  mir  scheint,  wesentliche  Seite  der 
Frage  hervortreten  lassen.  Es  sind  dieselben  Formeln,  auf  welche  in 
meiner  obengenannten  Arbeit  über  elliptische  Funktionen  und  Gleichungen 
fünften  Grades,  Abschnitt  IV,  §  9,  Bezug  genommen  wird.  Ich  habe  die- 
selben zunächst  durch  geometrische  Überlegungen  gefunden  und  werde 
sogleich  auf  eine  solche  zurückkommen.  Fürs  erste  gebe  ich  eine  rein 
algebraische  Ableitung,  welche  geeignet  ist,  die  Schlußbemerkungen  des  §  1 
zu  illustrieren. 

Nach  den  Entwicklungen  meiner  Arbeit  über  das  Ikosaeder  [Abh.  LIV, 
Abschnitt  11,  S.  346fE.]  kann  man  die  Jacobischen  A(,,  A^,  A^  als  Koeffi- 
zienten einer  quadratischen  Form 

'äi  '^i  +  2  Aq  )?i  i/^  —  A^  f/i 
auffassen,  die  den  120  binären  Ikosaedersubstitutionen  unterworfen  wird. 
Bei   diesen    Ikosaedersubstitutionen    sind   u.  a.    folgende  Ausdrücke    fünf- 
wertig : 

W,  =  (e''  Vi  —  e^"  Vi)(—  vi  +  7  Vi  Vl')  "t  i^''"  *?i  +  «'''  V^){—^  Vi  Vi  —  »Ja  )  ■ 
Jetet  seien  x^,...,x^  wieder  die  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung 
fünften  Grades,  X,-  und  Xy  seien  fünfwertige  Funktionen  dieser  Wm'zeln. 
Bildet  man  dann 

so  hat  man  zwei  Formen  vom  aechsten  resp.  achten  Grade  in  den  jj^,  jj^, 
welche  völlig  ungeändert  bleiben,  wenn  man  »/j,  i]^  den  Ikosaedersub- 
stitutionen unterwirft  und  gleichzeitig  die  x  in  zweckmäßiger  Weise  auf 
CO  Arten  permutiert.  Dasselbe  gilt  dann  auch  von  jeder  Kovariante  dieser 
beiden  Formen,  insbesondere  von  der  quadratischen  Kovariante,  welche 
durch  sechsmaliges  Überschieben  entsteht: 

(jjXyt..,  j:xIw.)„. 

Rechnet  man  also  diese  Kovariante  aus  und  setzt  sie  gleich: 

so  sind  die  ^^,,  A,,  A^  Funktionen  der  x  von  der  geforderten  Beschaffen- 
heit. Denn  die  Aj,  A^,  —  A^  erfahren  bei  den  60  Permutationen  der  x 
notwendig  solche  ternäre  Hneare  Substitutionen,  welche  kontragredient 
sind  au  denjenigen,   die  tji!  ^ViVii  ~~  V^   ^^'   ^^'^   Ikosaedersubstitutionen 
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erfahren,   —   und  das    ist   die   Definition    des  zu  den  Jacobischen  Glei- 
chungen seciisten  Grades  gehörigen  Substifcutionssystems. 
Die  Ausrechnung  ergibt  nun  folgendes  Resultat.     Sei 

Pi  --  Xo  +  t'X[  +  eS*X;  +  e'^'X'^  +  e^'  Xl 
So  kommt  nach  Unterdrückung  eines  Zahlenfaktors 
,^.  I    ^o  =  {p2P^-P2P^)  +  {P,Pi•~PlP.), 

'   ^  [  A,  =  2(APi-PsPi),     A>  =  'A(PiP^-PlP2}. 

Hätte  man,  was  ebenso  berechtigt  ist,  statt  2JX,.t^,  ^JX^Wv  die 
beiden  Formen  ^JX^yt^,   ^^X^^Wy  benutzt,  so  hätte  man  erhalten: 

Dabei  ist  identisch; 

Ao + Ai  Aä  -  Ao^ + a;  a;  , 

und  übrigens  stehen  die  A,  A  in  der  bekannten  Beziehung  zueinander, 
daß  sich  die  jedesmalige  lineare  Transformation  der  A'  aus  der  Trans- 
formation der  A  ergibt,  indem  man  e  in  e^  verwandelt^'). 

Was  mir  an  diesen  Formehi  interessant  und  wichtig  scheint,  ist,  daß 
sie  sich  aus  den  zweigliedrigen  ünterdeterminanten  der  P,  P'  aufbauen. 
Deutet  man  die  P,  P  ,  wie  ich  früher  tat,  als  Punktkoordinaten  im  Eaume 
[Äbh,  LIV,  Abschnitt  III,  §  2],  so  sind  die  A  resp,  A'  die  Werte,  welche 
entstehen,  wenn  man  die  Koordinaten  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
P,  P',  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Punkte  X,  X'  in  die  linke  Seite  der 
Gleichungen  gewisser  linearer  Komplexe  einträgt.  Diese  Komplexe  haben 
die  einfachste  geometrische  Deutung  und  vermitteln  dadurch  den  Zu- 
sammenhang der  hier  gegebenen  Betrachtungen  mit  meiner  geometrischen 
Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  ohne  x^  und  a;^  [Abh.  LIV,  Ab- 
schnitt III,  §  1,  2].  Die  Fläche  zweiten  Grades  _>^3;-  =  0,  von  deren 
Studium  ich  damals  ausging,  hat  auf  das  Koordinatensystem  der  P;  be- 
zogen die  Punktkoordinatengleichung: 

■Pi  Pi  +  •f'a  J'a  =  0  ■ 
Von  ihr  ausgehend  konstatiert  man  sofort,  daß  die  Komplexe 
Ä  ■  Ao  +  ,'.(■  A,  +  r  ■  ^,  =  0 

")  So  «ie  Currlin  im  1  j  Bande  dir  Math  -innalen  in  diesem  Sinne  zusammen- 
gehörige binare  IkosaederBubatitntionen  betrachtet  und  dadurch  die  Theorie  derjenigen 
Gleichungen  tunften  Grade'"  in  denen  x'  und  x'  fehlt,  wesentlich  gefördert  hat,  so 
verlangt  oflenbar  e  ne  abschheßende  Behandlung  der  aUgemeinen  Gleichungen  fünften 
Grades  ein  Studium  des  simultanen  Systems  der  A    A', 
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eben  diejenigen  sind,  welche  alle  Linien  zweiter  Erzeugung  der  iraglichüii 
Fläche  enthalten,  und  ebenso  die  Komplexe 

A  ■  AÖ  4-  ,M  ■  Ai  4-  r  ■  As  =  0 
diejenigen,  welche  alle  Linien  erster  Erzeugung  enthalten.  Die  Komplexe 
der  ersten  Art  enthalten  also  von  den  Linien  der  ersten  Erzeugung  noch 
je  ein  Paar,  ebenso  die  Komplexe  der  zweiten  Art  von  den  Linien  zweiter 
Erzeugung.  Und  nun  ist  die  Sache  so,  daß  die  Komplexe,  welche  durch 
Nullsetzen  der  Wurzeln  der  Jacobischen  Gleichung  erster  Art  entstehen; 

-\/5A„  =  0,     Ao  +  e"Aj  -Fe*-A,  =  0 
eben  diejenigen  sechs  Paare  von  Erzeugenden  erster  Art  enthalten,  welche 
die  früher  [Abh.  LIV,  Abschnitt  HI,  |  2J   sogenannten   12  Linien  f,  aus- 
machen.    Die  entsprechenden  Komplexe: 

/5~Ao  =  0,     Ao  +  «*'Ai-!-e'A2  =  ö 
haben   natürlich   dieselbe   Beziehung  zu  den  zwölf  Linien   f„   der  zweiten 


")  Ohne  hier  näher  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen  füniten  Gratjes 
einzugehen,  möchte  ich  bei  dieeer  Gelegenheit  anführen,  wie  ich  die  Kroneokerache 
Angabe  (Berliner  Monatsberichte  1861,  Crellea  Journal,  Bd.  69,  1861)  verstehe,  daß  es 
unter  den  aus  einer  Gleichung  fünften  Grades  hervorgehenden  A^,  A,,  A^  insbesondere 
solche  gebrochene  Funktionen  gibt,  für  welche  die  entstehende  Jaoobische  Gleichung 
nur  von  zwei  Parametern  abhängt.  Die  Sache  ist  äußerst  einfach.  Man  kennt,  bei 
beliebig  angenommenen  Ä^,  A^,  A^,  die  Werte  der  Ausdrücke  A,  B,  C,  D  [siehe 
Abh,  LIV,  Abschnitt  II,  g  4,  Formel  (8)  und  (10).  A,  B,  G,  D  sind  bzw.'  von  den 
Bimensionen  2,  G,  10,  15  in  An,  A^,  A^].  Setzt  man  also  jetzt  etwa: 
_A^D  _A^D  A^D 

^  "BC  '      "'~  BO  '      **^''    BC 

„Pro- 


ingon  diese  neuen  Größen  von   einer 

■  Jaeobisoher 
man  findet: 

L  Gleichung   reap.  einem 

AD^           ^_   BD' 
B^  0^' '             B'  G'  ' 

CD^" 
B"''c"' 

.Kt  man  liier  D"   durch  seinen  Ausdruck  in  A,  B, 

C,  schreibt  dann  etwa 

so  smd  die  a,  b     c,  d   offenbar  Funktionen  nur  von  den  zwi  Parametern  m,  n. 

^*J  [Im  übrigen  möge  noch  tclgendo  Bemerkung  hiei  ihre  Stelle  finden.  Die 
Lehre  von  der  Auflosung  der  Gleichungen  funftfu  Grades,  wie  ich  sie  verstehe  und 
demnach  behandelt  habe,  hat  mit  der  In\ ariantentheone  der  bmaien  Formen  fünften 
Grades  keinerlei  notwendige  Beziehung  wie  ich  schon  in  Abh  LIV  auf  S.  323  her- 
vorhob Niemand  aber  nird  darum  behindert  sem  eine  solche  Beziehung  herzustellen. 
Dies  ist  in  der  Tat  ion  Herrn  Coble  m  der  bereits  genannten  Abhandlung  in  Bd.  9 
der  Amenean  Transaetion>  I1908J  in  Anlehnung  an  die  \on  nur  oben  im  Text  ge- 
gebenen Entwicklungen  in  so  einfacher  Weise  ge'Johehen,  daß  ich  leioen  Grundgedanken 
hier  angeben  will.     Wir  deuten  die  Wurzeln  x„,  . . . .,  x,  einer  Gleichung  fünften  Gra- 
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§  t>- 

Die  Probleme  mit  168  Substitationen. 

Als  „Probleme  mit  168  Substitutdoiien "  will  ich  kurz  alle  die  Glei- 
chungen siebenten,  achten, . . . ,  168-ten  Grades  bezeichnen,  deren  Galoisscfae 
Gruppe  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  isomorph  ist.  Es  handelt 
sich  für  uns  zunächst  darum,  für  diese  Probleme  die  Minimalzahl  /*  und 
das  zugehörige  „Problem  der  y"  auizustellen.  Dies  aber  ist  implizite  bereits 
in  meiner  Arbeit  „Über  Transformation  7.  Ordn.d.  elliptischen  Funktionen", 
Math.  Annalen,  Bd.  14  (1878/79)  [bzw.  in  Nr.  LVl]  geleistet,  und  ich  habe 
nunmehr  nur  die  dort  gewonnenen  Eesultate  in  neuer  Form  auszusprechen. 

Zuvörderst  ist  klar,  daß  /i  mindestens  gleich  3  ist.  Denn  bei  zwei  Va- 
riablen gibt  es  keine  Gruppe  von  168  linearen  Substitutionen  der  hier 
geforderten  BeschafEenheit.  Für  ,« ^  3  habe  ich  aber  in  der  genannten 
Arbeit  in  der  Tat  die  Existenz  eines  brauchbaren  Systems  von  168  Sub- 
stitutionen nachgewiesen.  Dasselbe  entsteht  durch  Wiederholung  und 
Kombination  folgender  drei  Operationen : 


1. 


=  3-  3/2' 


iß) 


Vi  =rt/ 

Vi  —  y-i '     y^'  =  ya^      vä  ^Vi^  '  ' 

v'-7  ■  Vi  =  iy"  ~  y^)yi  +  {y^  -  y*)y^^  +  {7^  -  y)ys' 
V-J ■  y^'  =  iy''  -  y^)yi  +  (y'  -y)y^^  (y^  -  y^) y^ , 
V-7  ■  yg'  =  {)'''  -}■)?/,  +  {y"  -  Y^)y.,  +  iy"  -  7*)ys- 

Ungeändert   bleiben  bei  diesen  Substitutionen   folgende  vier  Funktionen: 

f=yly-i  +  ylye  +  ylyi^ 

V  =  5  ^i'  vi  «/|  -  {yl  y^  +  y 

HL 

'«Vi 


(3) 


vi  Vi  + 

sSy, 

>'f 

SV 

iiy,  »y^ 

ss. 

i'f 

av 

iy.iy. 

8s, 

a-f 

5V 

Vt7 

ä». 

0- 


3  ff.  oder  Abb.  LIV,  S.  365  als  liomoger 


5  Kaumpunktes.     Setzen  wir  dann 

•1,+/) 
i"-,,-7:,TT' 
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wobei  die  einzige  Relation  besteht,  daß  sich  K  als  ganze  Fiinkticin  von 
f,y,ö  darstellt.   - 

Das  „Problem  der  y"  besteht  also  jetzt  im  folgenden:  Es  sind  in 
Üieremsiimmung  mit  dieser  Relation  für  f,  V,  C,  K  Zahlenwerte  ge- 
geben; man  sM  die  unbekannten  y^.,  y^,  y^   berechnen. 

Man  sieht,  daß  ein  besonderer  Fall  dieses  Problems  dasjenige  ist, 
auf  welches  ich  in  meiner  obengenannten  Arbeit  die  Modulargleicbung 
selbst  zurückführte:  es  ist  der  Fall,  in  welchem  f  insbesondere  den  Wert 
Null  hat.  Hieran  anknüpfend  habe  ich  im  zweiten  Abschnitte  des  fol- 
genden nur  zu  zeigen,  wie  man  das  allgemeine  hier  aufgestellte  „Problem 
der  y"  auf  das  besondere  mit  f-— 0  reduziert.   — ■ 

Ich  setze  noch,  ebenfalls  aus  meiner  vorigen  Arbeit,  die  einfachsten 
ganzen  Funktionen  der  y  her,  welche  bei  den  168  Substitutionen  7  oder 
8  Werte  annehmen.     Es  sind  unter  den  sieben  wertigen  Funktionen  diese: 

c,  =  (7">i  +  ry^  -^  r*"yl)  ^-  ^^^^~{r^' y«.y^  +  v'^ViV^  +  r^'yivJ^ 

(10)  (»■  =  0,  1,  2,  ...,  6) 

(wo  das  Vorzeichen  von  ±  V— 7  beliebig,  aber  fest  anzunehmen  ist),  und 

unter  den  achtwectigen  Funktionen: 

fi^«  =  —  7  ^1  J/a  »/a  - 
+  7^"{yly-i  -  vi)  +  r^'iy'i  y^  -  yl)  +  f"{ylyy  -  vi) 

{v  =  0,  1,  2,  ...,  6). 
Diese  zweierlei  Funktionen  genügen,   wie  man  leicht  berechnet,   resp.   fol- 
genden Gleichungen  siebenten  und  achten  Gcades*"*): 

(12)    c'  +  7  ■  ^  +  f^  f  ■  c  ^  +  7  ■  ^^.i3^-'  V  -  c^  -  7  ( 4  ±  V -T  )f-c' 

-M4(2±l/^)/-V.c=  +  (-7.-4— ■V-=-^-(7^3l/-l)./-')c 

+  (-C  +  ^^^^"^rV)  =  ü, 

wo  die  a,  ß,  y,  S  nur  an  die  Bedingung  geknüpft  sein  sollen,  dali  wieder  2*^,.  =  0 
ist,  BO  worden,  wie  Herr  Coble  bemerkt,  die  so  definierten  Punkte  y  gerade  diejenige 
Raumkurve  dritter  Ordnung  durchlaufen,  die  den  Punkt  x  mit  den  fünf  Grundpunkten 
des  benutzten  Pentaederkoordinatenaystems 

(-4,1,1.1,1)    ™w. 
verbindet.    Herr  Coble  benutzt  sodann,  um  allen  diesen  Punkten  denselben  linearen 
Komplex,    und   damit   dieselben  „Probleme   der  A  und  A  "   zuzuordnen,    denienigon 
linearen  Komplex,  dem  die  Tangenten  der  besagten  Raumkurve  dritter  Ordnung  an- 
gehören.     K.] 

*")  Iq  meiner  ebengenannten  Arbeit  (Math,  Ännalen,  Bd.  14)  teilte  ich  diese  nur 
für  ^=0  mit. 
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(13)      Ö^  -  14V.<5'  +  (63V^-42f')^*.-(70V'-7fCH-ö8f'V)^' 

-  Kd  -  7  ifCV +  ^^  +  18  fV^  +  f)  =  0. 
Ich  werde  diese  Gleichungen  siebenten  und  achten  Grades  im  folgenden 
nicht  benutzen;  doch  schien  ea  mir  interessant,  dieselben  herzusetzen,  weil 
man  sie  als  einfachste  Normalformen  betrachten  kann,  auf  die  sich  alle 
anderen  Gleichungen  siebenten  und  achten  Grades  mit  168  Substitutionen 
auf  rationalem  Wege  reduzieren  lassen.  In  der  Tat :  gelingt  es,  die  letzteren, 
wie  ich  nun  zeigen  werde,  auf  das  „Problem  der  ?/"  zurückzuführen,  so  ist 
damit  und  durch  die  Formeln  (10),  (11)  die  Transformation  in  diese 
Normalformen  eo  ipso  geleistet. 

§  V- 
Die  Gleiclumgen  siebenten  Grades  mit  168  Substitutionen. 

Es  seien  jetzt  a^p,  x^,  . .  ,  ^^  die  sieben  Wurzeln  einer  Gleichung 
siebenten  Grades  mit  168  Substitutionen  Die  Indizes  der  x  sollen  dabei 
so  gewählt  sein,  daß  die  Vertauschungen  der  Xy,  die  in  der  Galoisschen 
Gruppe  vorkommen,  eben  dieselben  ^md  welche  die  Ausdrücke  Cv  (10) 
bei  den  168  Substitutionen  der  t/  erfahren      Es  seien  femer 

Xo,  ...,Xe,   A'o.       ,Xs,  X'ö,  ...,Xe 
die  Werte,   welche  irgendwelche  rationale  Funktionen  X,  X\  X"  von  x 
für  x^Xt,,  x^,  . . .,  x,^  annehmen.     So  bilde  man  etwa: 

i;x,.c„    ^xlc,    2'Xo.- 

Mau  beachte  ferner,  daß  für  Variable  v-^,  v^,  v^,  die  den  !/ kontragredient 
«md,  eben  dasselbe  System  ungeändert  bleibender  Funktionen  existiert, 
wie  fui  die  y  Ich  will  diese  Funktionen  zum  Unterschiede  durch  einen 
Akzrnt  beaeirlmen  und  also  schreiben: 

f'  =  ^'i  «'s  +  «'l  "a  "H  *'s  ''s    '^"'■ 
Man  betrachte  nun  in   2^X,c>,   2X',.c^,   j;X"e,,  in  f,  V,  0,  K   und 
in  f  ,  V',  G' ,  K'  die  x  als  fest,   die  y,  v  als  veränderlich.     Gelingt  es 
dann,  eine  lineare  Kontravariante  zu  hilden: 

wo  die  Y  die  x  nur  noch  mit  numerischen  Koeffizienten  enthalten,  so 
sind  die  Y  offenbar  solche  Funktionen  derz,  welche  sich  bei  Permutation 
der  X  ternär  linear  wie  die  y  substituieren.  Und  also  ist  die  Lösung 
der  Gleichung  siebenten  Grades  auf  das  ,,Prohlem  der  y"  zurückgeführt. 
Ich  will  diesen  allgemeinen  Gedanken  hier  nur  in  einer  Weise  aus- 
führen, die  mir  deshalb  besonders  einfach  scheint,  weil  sich  die  entstehenden 
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Y  aus  den  dreigliedrigen  Determinanten  der  X,X',X  zusammensetzen. 
Mein  Prozeß  ist  dieser.  Ich  bilde  die  Funktionaldeterminante  in  bezug 
auf  die  y: 

und  schiebe  sie  dreimal  über  f' —  w*«^ -|- v^  w^ -j- v|  v^.  So  kommt,  bis 
auf  einen  Zahlenf aktor : 

Ausgerechnet  gibt  dies  folgendes  Resultat.    Man  bezeichne  der  Kürze 
wegen    y]y"X^  mit  p^,   ^^^'X.  mit  p^,   2^7^^^^  "^^^  Pa-   ferner 

^l^rl.^'j.«''^  mit  p,,      ^1±^I.2>^"X  mit  p,. 

~-~4^-^l'"'X  mit  p^. 

Unter  p',  p"  mögen  die  analogen  Ausdrücke  in  X',  X"  verstanden  sein. 
Dann  findet  man  nach  leichten  RedukÜonen ; 

\   8ri  =  (2,5,6)  +  {4,3,6)  +  {2,  1,3), 
(14)  ]   87,  =  (1,6,  3) +  {2,  5,  3) +  (1,4,  5), 

j   8r3  =  (4,3,5)  +  (l,6,5)  +  (4,2,6).. 
Unter  [i,  k,  l)   ist  dabei  die  Determinante  verstanden: 


Pt     P,      Pt 
Pi"    P"    P" 


Die  Jacobisehen  GleieUungen  achten  Orades"). 

Die  Jacobischen  Gleichungen  achten  Grades  sind  bekanntlich  da- 
durch definiert,  daß  sich  die  Quadratwurzeln  aus  ihren  Wurzeln  folgender- 
maßen aus  vier  Größen  A^,  A^,  A.,,  A^  zusammensetzen  lassen: 

1  ys7-=  A^  +  3'M,  +  7'M^  +  y^M^  .      (j'  =  0,  1 ,  .  .  .,  6). 

Ich  erlaube  mir,  mit  Eücksicht  auf  die  Einführung  kontragredienter  Va- 
riabler, zunächst  die  kleine  Abweichung  (die  ebenso  bereits  bei  den 
Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades  am  Platze  gewesen  wäre),  daß 
ich  Aq,  A^,  A^,  A^  durch  x^,   V2  ■  a;^,   V^-x^,   V2-Xg  ersetze.     Ich  ge- 

'^)  Vgl.  den.  Aufsatz  von  BrioBchi:  Über  die  Jacobischen  Modulargleichungen 
vom   achttrt  Grade,   in   den  Math.  Annalen,   Bd.  15  (1879)   [=  Werke,    Bd.V,   8.225], 
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stalte  ferner  die  Fragestellung  m  der  Weise  um,  daß  ich  nicht  sowohl 
die  Lösung  der  Jaoobisehen  Gleichung  als  die  Behandlung  des  mit  ihr 
zusammenhängenden  „Pioblemes  der  ^"  als  Hauptaufgabe  betrachte. 
Dementsprechend  lasse  iih  die  Bezeichnung  z  beiseite,  und  indem  ich 
Vz^P  setze,  schreibe  ich 

\P.  =  Xo  +  V2{y^x^  +  y^-x^-\-y^'x^).    (<■  =  0,  1,  ■  ■ -.  *J). 

Die  Substitutionen,  welche  dem  fraglichen  „Probleme  der  x'^  zugrunde 
liegen,  erwachsen  durch  Wiederholung  und  Kombination  aus  folgenden  drei: 

xö  =^=  Xo,     x'i  =  yXi,     Xs  ^  y'xi,     xi  =  y^X-i, 
xö^^  Xq,     iKi  =  a^ ,        x'i  =  X3 ,  X3  =  Xi , 

'  V^'V=  x^+  v'2-3;,+  V^-x,+  V2-Xs, 
V~-7_-x,'  =  V2^'Xa  +  iy^  +  r^)^x-\-if  +  y*)^^  +  i7''  +  r)  «s. 
V_-7-x^'  =  V2-x„  +  {y''-\-y*)x^  +  (y''^-^y)x„^  +  {y'  +  y^)x^, 
T/-i.x^'^V2-x^,  +  {y^  +  y)  x,-\-{r'-\-y"-')x.^+{y^  +  y^)x^. 

Die  kontragredieiiten  Variablen  werde  ich  «„,  Mj,  «g,  u^  nennen;  man 
sieht  sofort,  daß  sie  jedesmal  diejenige  Substitution  erfahren,  welche  sich 
aus  der  Substitution  der  x  durch  Verwandlung  von  j-  in  7"  und  also  von 
+  V^  in  -  V^  ergibt. 

Bei  diesen  Substitutionen  (16)  werden  nun,  wie  man  findet,  die  Aus- 
drücke ±  P  in  folgender  Weise  untereinander  vertauscht : 

ad  1.       p;  =P..+i, 
ad  2.       PL  =P.., 
(   ^1  -  Po ' 
ad  3.   M'ö   =  -  P„  , 

P',.     -(y'jPi  {fÜIV-1,2,    ...,i)). 

Die  Permutation  der  J.ndizes  der  P  ist  also  dieselbe,  wie  man  sie  von 
den  Modulargleiehungen  her  kennt.  Aber  die  Gruppe  der  Permutationen 
der  P  selbst  ist  doppelt  so  groß  wie  die  Gruppe  der  Modularglei chung. 
Iteriert  man  nämlich  die  Substitution  3.,  so  rückt  jeder  Index  an  seine 
alte  Stelle,  aber  +  Py  gelit  in  —  P.  über.  Daher  bilden  die  Permiita- 
tionen  der  +P  und  also  die  Substitutionen  der  x,  welche  aus  1.,  2., 
3.  durch  Wiederholung  und  Kambination  entstehen,  eine  Gruppe  von 
2-168  Operationen,  die  der  Oruppe  der  Modulargleichung  hemiedrisch 
isomorph  ist. 
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Dies  impliziert  einen  wesentlichen  Unterschied  von  der  analogen 
Theorie  der  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  Grades,  bei  denen  dieser 
Isomorphisniue  ein  holoedrischer  war.     Wie  können  sofort  sagen: 

Es  ist  unmöglich,  die  Probleme  mit  168  Substitutionen  rational 
auf  das  hier  vorliegende  „Problem  der  x"  zu  reduzieren;  wir  können  weiter 
folgern : 

Es  ist  unmöglich,  die  betreffenden  Probleme  rational  in  Jacobische 
Gleichungen  achten  Grades  überzuführen. 

Die  Jacobische  Gleichung  nämlich  bestimmt  an  sich  die  ar^,  x^,  x^,  x.^ 
zwar  nur  bis  auf  das  Vorzeichen.  Sollen  aber  die  Verhältnisse  Wg:x^:x^:x._,, 
unter  x  Funktionen  vollkommen  willküriieher  Größen  verstanden,  bei  Per- 
mutation dieser  Größen  diejenigen  Substitutionen  erfahren,  welche  den 
Formeln  (16)  entsprechen,  so  müssen  die  Xf,,  x^,  z^,  Xg  es  selbst  tun, 
und  das  ist  unmöglich,  so  lange  die  Zahl  der  fraglichen  Permutationen 
nur  1-168  beträgt,  (Denselben  Schluß  machte  ich  in  einem  analogen 
Falle  in  Abh.  LIY,  Abschnitt  II,  §  9,  und  Abschnitt  III,  §  11,  [Siehe  auch 
die  bzw.  Erörterungen  in  Abb.  LXI,  8.  485.]) 

Dagegen  zeigt  der  allgemeine  Ansatz  des  §  1,  daß  sich  das  umge- 
kehrte Problem  sehr  wohl  erledigen  läßt;  man  soll  das  hier  definierte 
„Problem  der  x"  rational  auf  das  „Problem  der  y"  des  §  6  zurückführen. 
Wie  dies  am  einfachsten  geschehen  kann,  werde  ich  nun  entwickeln.  Ich 
bediene  mich  dabei  aus  den  in  der  Einleitung  angegebenen  Gründen  der 
geometiischen  Redeweise. 

§9- 
Geometrische  Theorie  der  Jacobisehen  Gleichungen  achten  Grades. 

Die  a;^,  x^,  x^,  Xg  des  vorigen  Paragraphen  mögen  als  homogene 
Koordinaten  eines  Raumpunktes  gedeutet  werden.  Dann  stellen  die  Aus- 
drücke P,  gleich  Null  gesetzt,  acht  Ebenen  dar,  welche  die  Hauptebenen 
heißen  sollen.  Desgleichen  spreche  ich  von  acht  Haw^punMen.  Man 
erhält  ihre  Gleichungen,  indem  man  diejenigen  Ausdrücke  gleich  Null 
setzt,  welche  den  P  dualistisch  entsprechen : 

i  n,,  =  '«(,+V2(7"Mii  +  ]'^''M3  +  )'^'-%). 

Offenbar  sind  die  acht  Hauptpunkte  den  acht  Hauptebenen  in  einer  durch 
die  linearen  Substitutionen  (16)  unzerstörbaren  Weise  einzeln  zugeordnet. 
Diese  linearen  Substitutionen  (16)  gewinnen  jetzt  die  Bedeutung  von 
KolUneationen  des  Raumes.  Da  aber  ein  Zeicbenwechae!  aller  x  geome- 
trisch ohne  Bedeutung  ist,  so  haben  wir  den  homogenen  2-168  Subatitu- 
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tionen  entspieehend  doch  nur  1-168  KoOineationen,  deren  Gruppe  somit 
mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  holoedrisch  isomorph  ist. 

Meine  ganze  Betrachtung  geht  nun  davon  aus,  daß  vermöge  der  Dfi- 
finition  der  P,  TT  die  Quadratsummen  ^P",  ^TT  identisch  Null  sind. 
Dies  gibt  auf  Grund  einer  Schiußweise,  die  wohl  zuerst  von  Paul  Serret 
methodisch  ausgebildet  wurde ^^),  sofort  folgende  beide  Sätze: 

Die  acht  Hauptpunkte  sind  die  Orundpunkte  eines  Netzes  von 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

Die  acht  Haupteienen  sind  die  gemeinsamen  Tangentenebenen  eines 
Gewebes  von  Flächen  zweiter  Klasse. 

Die  Gleichungen  dieses  Netzes  resp.  Gewebes  werden  äußerst  ein- 
fach. In  der  Tat  sieht  man  aofoit,  daß  die  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  Nullsetzen  folgender  Ausdrücke  definiert  sind: 

(18)  r,  =  V2  ■  J^o 3-^  —  A-a%     Y^^^^^■x^x.;,-xl,     Tg  =  Vä"- a;^ 3^3  -  3;^^ 
durch   die    acht   Hauptpunkte   hindurchgehen,    ebenso,    daß    die    Flächen 
zweiter  Klasse,  welche   durch  Nullsetzen  folgender  Ausdrücke  dargestellt 
werden : 

(19)  V,  =  V2-MoMi-<,  "P;  =  V2-MnWa-Yi|,  V^  =  V2-u^u^-'al 
die  acht  Haupt  ebenen  berühren.  Daher  hat  man  für  das  Netz  die 
Gleichung: 

(20)  Vi  Yt  +  «.,  ^2  -^v^Y^^O, 
und  fwf  das  Gewebe: 

(21)  !/.^,  +  S.T,  +  s,F,-0. 

Die  Wj,  Ug,  Vg  resp.   j/j,  y^,  y.^   sollen  dabei  Parameter  bezeichnen. 

Ich  habe  die  Benennungen  bereits  so  gewählt,  daß  die  Zusammen- 
gehörigkeit dieser  Betrachtungen  mit  dem  Probleme  des  §  6  hervortritt. 
In  der  Tat  ist  a  priori  deutlich,  daß  sich  die  Ausdriicke  (18)  bei  den 
2-168  linearen  Substitutionen  der  x  selbst  auf  1  ■  168  Weisen  ternär  linear 
substituieren  müssen.  Denn  die  acht  Grundpimkte  des  Netzes  (20)  werden 
bei  den  betr.  168  Kollineati onen  unter  sich  permutiert;  das  Netz  als 
solches  bleibt  also  bei  den  Kollineationen  ungeändert;  überdies  ändern 
sich  die  Ausdrücke  (18)  bei  einem  simultanen  Zeichenwechsel  aller«  nicht. 
Das  Analoge  gilt  von  den  F,,  V^,  Fg  (19).  ~  Die  Rechnung  vervoll- 
ständigt diese  Überlegung  folgendermaßen.  Man  imterwerfe  die  x  den  drei 
Substitutionen  (16);  dann  findet  man  für  die  F^,  Y^,  Y^  genau  die  drei 
Substitutionen  (8)  des  §  6.  Eine  analoge  Beziehung  besteht  natürlich 
awiaeheii  den  u  nnd  den   Fj,    Vg,    Vg.     Handelt  es  sich   also    darum, 

*^)  G6om^trie  de  direcfcion,  Paris  1869. 
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wie  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  verlangten,  das  „Problem 
der  x"  auf  das  „Problem  der  y'%  oder  auch,  das  „Problem  der  u"  auf 
das  „Problem  der  «"  zurückzuführen,  so  wird  dem  in  einfachster  Weise 
durch  die  Ausdrücke  7"^,  Y«,  Y^  (18)  oder  auch  die  Ausdrücke  V^,  V^, 
Fj  (19)  entsprochen. 

Ich  will  dem  hier  nur  noch  zwei  Bemerkungen  zufügen. 

Einmal  möchte  ich  aussprechen,  daß  mir  mit  der  Aufstellung  des 
Flächennetzes  der  Y  und  des  Gewebes  der  V  der  eigentliche  Ausgangs- 
punkt zu  einer  prinzipiellen  Behandlung  der  Jacobischen  Gleichungen 
achten  Grades  gegeben  scheint.  Die  Funktionen  der  x  resp.  «,  welche 
■bei  den  2-168  linearen  Substitutionen  ungeändert  bleiben,  werden  sich 
vermutlich  decken  mit  den  Kombinanten  der  drei  quadratischen  Formen 
Y  resp.    V. 

Es  sei  ferner  angegeben,  welche  Bedeutung  unter  den  aligemeinen 
Jacob ischen  Gleichungen  achten  Grades  die  spezielle  hat,  auf  welche  ich 
in  meiner  Arbeit  über  Transformation  siebenter  Ordnung,  §  9,  die  Mo- 
dularglei chung  reduzierte.  Ersetzt  man  die  dort  gebrauchten  ^,  /t,  y  durch 
*/ii  y^:  Vs  1^11*^  wendet  auf  letztere  die  erste  der  Substitutionen  (8)  an, 
so  verwandeln  sich  die  dort  (a.a.O.  §9,  Formel  (38))  definierten  A^, 
A^,  A^,  Ag  in  A^jy^A^jy^A^tY^Ag.  Die  fragliche  Jacobische  Gleichung 
gehört  also  zu  den  konPragredienten,  und  ich  habe,  um  Übereinstimmung 
mit  der  hiei  gebrauchten  Eezeiehnungsweiee  herbeizuführen, 

^n  =  M„,     A^  =  V2-U^,     4a  =  V2-'Ü3,     A^  =  V2-Ug 

zu  setzen.  Zwischen  diesen  u  hat  man  dann  (nach  der  damaligen  An- 
gabe, a.  a,  0,  §  9,  Fußnote)  alle  die  Eelationen,  welche  durch  Nullsetaen 
aller  dreireihigen  Determinanten  folgender  Matrix  entstehen: 

W.J  0  UC  —     V2     -     !ig  I       . 

Mg  -V2-U^  0  My  j 

Diese  Relationen  gewinnen  jetzt  eine  einfache  Bedeutung.  Unter  den 
Flächen  des  Gewebes: 

y,  V,  + ;/.  F,  +  y,  V,  =  0 

gibt  es  co^,  welche  in  ebene  Kurven  ausgeartet  sind;  die  Ebenen  dieser 
Kurven  sind-  es,  welche  durch  die  vorstehenden  Relationen  definiert  sind. 
Diese  Ebenen  umhüllen  bekanntlich  eine  Developpabie  der  sechsten  Klasse 
(welche  der  schon  von  Hesse^*)  untersuchten  Kegelspitzenkurve  sechster 


=')  [Grelles  Journal,  Bd.  49  (1853)  =  Werke,  8.  345-404.] 
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Ordnung  dualistisch  gegenübersteht).  Und  die  Beziehung  dieser  Deve- 
loppablen  auf  die  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  f=0,  wie  sie  sich  aus 
meiner  vorigen  Arbeit  ergibt,  ist  nichts  anderes  als  die  bekannte  Hease- 
sche  Abbildung.  In  der  Tat,  setzt  man  die  nach  u^,  u^,  M^,  %  gebildete 
Diskriminante  von  y,V^-i- y^Y^-',- y^V^   gleich  NuU,  so  kommt: 


§10. 

Fortsetzung:  Sicbenwei'tigc  Funktionen  der  x. 

Man  kann  'fragen,  welches  die  einfachsten  Gebilde  im  Räume  der 
Xf,,  «j,  a;.-j,  x^  sind,  welche  bei  den  168  KoUineationen  nur  stehen  Lagen 
annehmen.  Durch  geometrische  Betrachtungen,  deren  Auseinandersetzung 
hier  zu  weit  führen  würde,  habe  ich  gefunden,  daß  es  zweimal  stehen 
lineare  Komplexe  der  geforderten  Eigenschaft  gibt.  Ich  will  dies  hier 
nur  analytisch  nachweisen.  Es  seien  x,  x'  zwei  Eaumpunkte.  8o  be- 
trachte man  als  Koordinaten  ihrer  Verbindungslinie  die  folgenden: 

(  a^  =  Xf, x[  —  XgX^,       V2 ■  a„  =  x^  x^  ~  x^  x,. , 

{ 22 )  {  <^4  —  ^0  ^a  ~  ^0  ^3  j       V2  ■  «3  —  x^  x^  —  x[x^, 

[  «ä  =  ^0 ^s  ~  ^0  *3 '        V2-a.^  =  x^  x[  ~~  x^Xj. 

Nun  wende  man  auf  die  x,x'  die  Substitutionen  (16)  an.  Da  ein 
simultaner  Zeichen  Wechsel  aller  x,  x'  die  Größen  a  nicht  beeinflußt,  so 
erhält  man  drei  lineare  Substitutionen  der  a,  welche  wiederholt  und  zu- 
sammengesetzt nur  1-168  Operationen  erzeugen.  Aber  genau  zu  den- 
selben Substitutionen  wird  man  geführt,  wenn  man  die  y^,  y^,  y^  des  §  6 
den  Substitutionen  (8)  unterwirft  und  zusieht,  wie  sich  dabei  die  sechs 
Ausdrücke  aweiten  Grades  j/|,  y^,  y^,  y^y^,  y^Vn  J/iJ/a  substituieren^^).  Nun 
■setzen  sich  aus  letzteren  die  siebenwertigen  c„  linear  zusammen  (Formel  (10)): 

cv  =  (r'"  y?  +  r^  yl  +  7"  vi) 

+  ~^^^~-  (?■■"■  y^  y^  +  y^ ' y^  y^  +  v^^y^y  ) 


'")  [Mit  den  Brg,ebni=sen  von  ^  1  \ergleiohe  man  die  Entwicklungen  weiche 
Brioschi  bezugnehmend  auf  Mitteilungen  meinprseits  in  seiner  Arbeit  Über  die 
Jacobisehe  Modulargleichung  lom  achten  Grad  in  den  Math  Annalen  Bd.  15 
(1879),  8  241—250  abgeeitet  hat     K  ] 

")  [Der  Form  y*^a  +  yl^s  +  ^3  ^i  entspncht  dabei  genau  der  für  die  Linien- 
geometrie  fundamentale  Ausdruck  a^  «a  4-  Hj  «ä  "r  »s  Oj  ■     K.] 


y  Google 


414  Substitutionsgruppeo  und.  Gleichungstheorie. 

Daher  sind  folgende  zweimal  sieben  lineare  Funhtionen  der  a  ebenfalls 

siebenwertig: 

(23)  G.  =  (r  a,  +  r*^  a,  +  y'"  a.;) 

Sie  stellen,  gleich  NuU  gesetzt,  die  fraglichen  linearen  Komplexe  dar. 

Es  scheint  mir  nun  sehr  nützlich,  den  Betrachtungen,  die  sich  in  der 
Ebene  auf  die  Cy  beziehen,  im  Räume  solche  entgegenstellen,  welche  mit 
den  C,  operieren.  Ich  will  dies  hier  nur  bezüglich  des  §  7  ausführen.  Es 
seien  x^,  x^,  . . .,  Xg,  wie  dort,  die  sieben  Wurzeln  einer  Gleichung  siebenten 
Grades.  Man  bilde  femer,  wie  damals,  drei  Reihen  von  sieben  Größen 
Xu  Xvj  Xv,  welche  den  Xy  einzeln  entsprechen.  Sodann  schreibe  man  die 
Gleichungen  folgender  linearer  Komplexe  hin; 

und  suche  in  Ebenenkoordinaten  Mq,  Uj,«^,«^  die  Gleichung  des  ihnen 
gemeinsamen  Hyperboloids: 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  schiebe  man  sodann  zweimal  über  die 
linke  Seite  der  Gleichung  des  Flächennetzes  (20): 

«1  {V2-XfiXi  —  x^)  -\-  v^{V2-XgX^  —  xl)  -|-  v^  (^^■x^Xg  —  ^t)- 

So  entsteht  eine  lineare  Form 

wo 

Y,  -  V'2-K(,j  -  K,„         y,  =  V2-cc^,  -  ß,3,         Y.,  =  y2-ßo3  -  «11, 

und  diese  Y^,  r„,  Y^  müssen  nun  solche  Funktionen  der  Wurzeln  der 
ursprünglichen  Gleichung  siebenten  Grades  sein,  welche  sich  bei  den 
168  Permutationen  dieser  Wurzeln  wie  die  s/^,  y^,  y^  des  §  6  substituieren. 
—  Führt  man  die  Rechnung  durch,  so  kommt  man  in  der  Tat  zu  den 
Schlußformehi  des  §  7. 

§11. 
Die  allgemeinen  Gleicliimgeii  achten  Grades  mit  168  Substitutionen. 

Die  einfachsten  achtwertigen  Ausdrücke  der  x  sind  die  Quadrate  der 
Größen  P  (15),  zugleich  die  Wurzeln  der  Jacobischen  Gleichung  achten 

^  [Diese  Gleichung  hat  Uayley  in  den  Cambridge  Transactione  (1869)  (=  Werke, 
Bd.  VII,  S.  86—88)  aufgestellt.] 
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Grades.  Hiervon  ausgehend  will  ich  das  Problem  behandeln,  eine  beliebige 
Gleichung  achten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen  auf  das 
„Problem  der  y"  des  §  6  rational  zurückzuführen.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
mögen  z^,  z^,z^^  ...,  z^  genannt  werden  und  den  P„  ,  P^,  P,,...,Pg  ent- 
sprechend gesetzt  sein.     So   bilde   man  zunächst  die  quadratische  Form: 

3=.Pl  +  3(,Po  +  2i-Pi+  ■■■  +3,P^', 
ordne  nach  Eintragung  der  Werte  der  P  nach  x^,  x^,  x^,  x^^,    und  stelle 
endlich   die  zugeordnete  quadratische  Form  der  u^,Uj^,u^,ii^   auf.      Ich 
will    der   Einfachheit  wegen  annehmen,   daß    2^  =  0   sei,   ich  will  ferner 
abkürzend  schreiben: 


P.-'^U 


7"Zi- 


Dann  lautet  die  zn 

geordnete  Form 

-8z, 

V2p, 

V2.J,, 

l'2-R 

U,    ' 

(24) 

V2-P, 
V2y, 

2ft 
2r, 

2  a 

2Pr 

2  a 

«,  -S", 

V2^P, 

Sf, 

sp. 

2R 

^x  1 

"n 

11, 

M. 

«. 

0 

Diese  Form  schieb 

n  der  Keilie  naeii  zweimal  über 

V2'X„3:, 

—  xi, 

ya-a: 

^■2—  ^S' 

\2.x,x,~ 

So  Jiom 

nt  (wie  im 

vorigen 

Paragraphen): 

y,  =  y2.ßo,  ~  «.3-      r,  -  V2-S3  -  «ss^      n  =  V^'K^^  -  «u. 

wmt?  Äcse    r,,  r^,  Y^   sind  Funktionen   der  z^ ,  z^,  . .  .,z^,   wie   wir  sie 
suchen.     Ausgerechnet  ergibt  sich  (nach  Wegwerfung  eines  Zahlenfaktors): 


(25) 


Pi 

Pr. 

P, 

-8z. 

Pi 

P2    i 

F, 

----2 

Pi 

Pi 

P, 

+ 

Pi 

P, 

p.  l 

P, 

P, 

Pi 

Pa 

Ps 

p.  i 

V, 

P, 

P: 

-8z. 

Pr 

p.  i 

y. 

-2 

P-i 

Pi 

P. 

_r. 

Pi 

P. 

p.  1 

Pi 

ft 

P, 

Pi 

P. 

p..  i 

P, 

R 

K, 

-8«. 

Ps 

p. 

r. 

=  2 

R 

P, 

P. 

+ 

P. 

P) 

p« ! 

Ti 

P. 

Pi 

P, 

P. 

Pr 
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§  la. 

Die  Gleteiiuiigen  168 -teil  Grades  mit  168  Substitutionen. 

Hinsichtlich  der  hierher  gehörigen  Gleichungen  168-teE  Grades  will 
ich  nur  eine  Bemerkung  machen.  Man  mag  bei  ihnen,  um  Funktionen 
Y^,  Tg,  Tg  zu  finden,  den  allgemeinen  Prozeß  des  §1  anwenden.  Als 
Funktion  (p  der  Wurzeln  kann  man  dann  eine  beliebige  Wurzel  selbst 
wählen:  denn  zwischen  den  168  Wurzeln  der  allgemeinen  hier  in  Betracht 
kommenden  Gleichung  bestehen  keine  a  priori  angebbaren  linearen  Rela- 
tionen. Dann  liefert  uns  der  allgemeine  Prozeß  des  §  1  solche  Funktionen 
Fl,  Fg,  Tg,  welche  lineare  Funktionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  sind.  Etwaa  Ähnliches  tritt  offenbar  immer  ein,  wenn  eine 
Gleichung  gegeben  ist,  die  ihre  eigene  Galoissche  Eesolvente  ist,  und  man 
verlangt,  diese  auf  ein  niederes  ,, Problem"  [d.  h.  mit  geringerer  Variabeln- 
zahl]  zurückzuführen.  Das  einfachste  Beispiel  geben  die  zyklischen  Glei- 
chungen; man  vgl.  §  3. 

§13. 

Subsütutionssysteme  bei  ^-    und  bei  ~  ,^      Variablen. 

Ich,  schließe  diesen  Abschnitt,  indem  ich  zeige,  daß  ähnliche  8ub- 
stitutionssysterae,  wie  wir  sie  im  Vorstehenden  für  n  =  5  und  jt  =  7  be- 
nutzten, bei  beliebigem  primzahligem  n  bestehen.  Wir  hatten  einmal  das 
Substitufcionssystem  der  Jacobischen  Gleichungen  sechsten  bzw.  achten 
Grades;  dasselbe  zeigte  bei  n  =  5  einen  holoedrischen,  bei  n  =  7  einen 
hemiedrischen  Isomorphismus  zur  Gruppe  der  Modulargleichung.  Wir 
hatten  andererseits  bei  n  =  5  die  binären  Ikosaedersubstitutionen,  bei 
n^7  die  ternären  Substitutionen  des  §6,  und  diese  Substitutionen  er- 
wiesen sich  bei  n  ^  5  bemiedrisch,  bei  m  =  7  holoedrisch  mit  der  Gruppe 
der  Modulargleichung  isomorph.  Ich  sage  nun,  daß,  unter  n  eine  Prim- 
zahl verstanden,  aUemal  Svbstitutionssysteme  bei  —ir-  und  bei  — „— 
Variablen  bestehen,  welche  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  {n  +i)-ten 
Grades  isomorph  sind.  Und  zwar  ist  der  Isomorphismus  des  einen 
Systems  immer  hemiedrisch,  wenn  der  des  anderen  holoedrisch  ist.  Ob 
das  eine  oder  andere  eintritt,  hängt  davon,  ab,  ob  n^^l  (mod.  i)  oder 
^  3  [mod.  4)  ist^'). 


^')  Daß  diese  SubstitutioassjBteme  existieren,  habe  ich  zuerst  in  einem  an  Herrn 
Briosohi  geriehtefcen  Briefe  auBgesprocfien,  der  in  den  Rendiconti  del'  Istltuto  Lom- 
bardo  vom  2.  Januar  1879  abgedruckt  ist.  [Später  bin  ich  durch  Benutzung  der 
eUiptischen  0-Punktioaen  für  beliebige  ungersuie  k  au  enteprechenden  Substitutionen 
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1.    Das  System  bei  ^—   Variablen   ico,  ^i, . . .,  a:„-i    erwächst   durch 
Wiederholung  und  Kombination  folgender  drei  Operationen: 

V(-l)  '    n-x:,-^Xü^y2-Z^i' 


{— 1)^    n^a;*^  V2'Xo  +  ^(y^'*  + e 


[ic-^l 


Hier  bedeutet  g  eine  primitive  ?i-te  Einheitswiirüel,  g  ist  eine  Primitiv- 
wurzel modulo  n,  imd  das  doppelte  Vorzeichen  ±  ^fÄi  ist  so  zn  verstehen, 
wie  am  Schlüsse  des  §  3  auseinandergesetzt  ist. 

Zum  Beweise  der  hinsichtlich  dieses  Systems  aufgestellten  Behaup- 
tungen genügt  es,  die  Ändeiun^eti  zu  beachten,  welche  die  Jacobischen 
Ausdrücke 


f. 


(27) 


-l/(-l)  '   n-i 


x„  ■  h  y^  •  _>_7 


bei  den  Operationen  1.,  2.,  3.  erfahren. 


gekommen;  vgl.  meine  Abhandlungen  „über  gewisse  Teilweise  der  6-l''imktioiien" 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  17  (1880),  §3,  und  „Über  die  elliptischen  Normalfeiirven 
der  Ä-ten  Ordnung  imd  zngehörige  Modulftinktioneo  der  S-tea  Stufe"  ia  den  Ab- 
handlungen der  math.-phys.  Klaase  der  Kgl.Säflhsiechen  Gesellsohaffc  der  Wiasenachaften, 
Bd.  13,  Nr.4  (1885),  §  IR  «owio  vorher  ia  den  sächsischen  Berichten  vom  November 
1884,  AbBchoitt  II,  §  4  u  5  D  eae  Abhandlungen  werden  erst  in  Bd.  3  dieser  Gesamt- 
ausgabe abgedruckt.  Außerdem  &  ehe  me  ne  vo  Frioke  bearbeiteten  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  elliptischei  Modulfunktone  Bd  II  (Leipzig  1892),  S.  291—296.  — 
Für  gerade  »  hat  Hnrwätz  entspreche  de  Subst  tutionsgruppen  in  den  Mafi.  Annalen, 
Bd,  27  (1885/86),  8.18^  —  333  aufgestellt  vgl  auch  die  genannten  Vorlesungen, 
Bd.  II,  S.  297—300.    K  ] 

*"j  [Im  Grunde  brauclt  i 
Bezeiohnet   man  die  Operat  o 
die  Operation  2  (eventuell    ach 
Variabein  x)  mit  x'  =  17  {a  )     bi 


na  n  r  awe  Operationen  (vgl.  Fußnote  "*)  auf  S.  399). 
1  mt  i  =ä(t)  die  Operation  3  mit  x'=T{x)  und 
e    en  gerne    samen  Zeiehenweohsel  der  ursprünglichen 

>  glt  1  er       d   n  den  folgenden  Fällen; 


TS'TS" 


-T{x).] 


yGoosle 
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Man  findet  nämlich: 

ad  1.      P',     -P,.+  „ 

ad  2.      P,'.,-(-l)  '   P„ 
\P'.   --Pt 

«da.  p;  -(-i)^p. 

\PI    "(i)-P_i  {'-l,2....,(n-l)). 

2.    Das  System  bei  — ^  Variablen  J/i,  )/s,  . . .,  J/n-i   ergibt   sich  fol- 
gendermaßen.   Ist  n  ^  S  (mod  4),  so  kombiniere  man  folgende  Operationen: 
(1-  yli  =  s'^yi, 

3.  y-i;-!/i--2'(")(?"'-s-"')w- 


(28) 


Hier  bedeutet  f— J    dae    Legendresclie   Zeichen,    —    1 
(mod.  4),  so  schreibe  man  einfach: 

II.  Vk^^Q^'y^, 

'2.  yi=  ±y±sk, 

[Dabei  ist  das  Vorzeiclien  der  rechten  Seite  von  2.  so  zu  neiimen,  daß 
es  mit  dem  für  den  Index  gemäß  der  Verabredung  von  §  3  zu  wählenden 
Vorzeichen  übereinstimmt.] 

Beidemal  ergibt  sich  der  Beweis  unserer  Behauptungen  wieder  durch 
■Beachtung  der  Umäjiderungen,  weiche  gewisse  {n-\-\.)  Funktionen  bei 
Eintritt  der  Substitutionen  erfahren.     Dies  sind  im  Falle  (28): 

f  ^,  =  (-n)  *   ■?/,!/,  ..  ,  y^-^, 
und  ähnlich  im  Falle  (29): 
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Man  findet  nämlich  bei  (30),  den  Operationen  1,,  2.,  3.   (Formel  (28)) 
entsprechend,  folgende  Perraiitationen : 

ad  1.       dt    =^,.+  1, 

ad  2.       d, 


-©*- 


>'=l,2...(n-  D) 

und  bei  (31)  sind  die  Formeln  ganz  ähnlich,  nur  daß  an  einigen  Stellen 
rechter  Hand  ein  Minuszeichen  zutritt^"). 

Fügen  wir  noch  hinzu,  daß  die  so  bei  Variablen  definierte  Sub- 

stitutionsgruppe jedeniails  dann  die  kleinste  Zahl  Variabler  benutzt,  bei 
denen  ein  Isomorphismus  mit  der  Gruppe  der  Modulargleichung  möglich 
ist,  loenn  — g—  eine  Primzahl  ist.  Denn  aus  Verbindung  der  beiden 
unter  1.  und  2.  angegebenen  Operationen  erwächst  bereits  die  „halbe" 
metazyklische  Gruppe,  mit  der  wir  uns  in  §  3  beschäftigten  und  von  der 
wir  sahen,  daß  sie  sich  im  angegebenen  Falle  nicht  dm'ch  weniger  als 
■  ^  ■   Vanable  darstellen  laßt 


"    [Der  im  Text   gegple  e  Be       s  n  ofei  z   re    1  e    i     h      a   h    hn      ur 

folgt   daß  durch  Zuaa,  n  ne  Setzung  der  S  I  «i  t  t    nen  1    und  i    n  den  Forme  n  ( 
bzw    ("Ij  jewe  la  eine  Subat  tut  on&gnippe  erzengt  w  rd    d  e  zur  trappe  der  Verta 
t    ngen   der    ,      o  norpl      8t     ohne   daß  aber  die  Stufe  des  Iso  norpl  em  a  her  ek 
el  tijrt  T^  rd      Nu      s    d   al  e   diejen  gen  !  nea  e     Subst  t  •  onen   der         wel  1  e    a  ! 
n  ea  dert  la  se      de  fol^e  de 


wo  f  eine  primitive  ---  -te  Ein heits Wurzel  bedeutet.  Da  aber  bekanntlich  für  prim- 
zabliges  n  sich   die  Potenzen  der  primitiven  — -x — ten  Einheitswurzel  e   außer  t'' ~  I 

und  im  Falle  w  ^  1  {raod  4  i  f  '    =  —  1  nicht  ah  rationale,  rationalRablig'e  Punktionen. 
der  Tt-ten  Einheitswurzel  e  daietellen  lassen,  können  sioh  außer 
(**)  yi'  =  l/i    und  im  Falle  hhiI  (mod4)    yi'  =  -yi 

Iteine  Substitutionen  (*)  durch  Zusanunen Setzung  der  Substitutionen  1.  und  Ü.  des 
Testes  ergeben.  Von  den  Substitutionen  (►*)  sind  in  der  Tat  in  der  aus  dem 
SyBtem  (28)  entstehenden  Gruppe  die  erste  und  in  der  aus  dem  System  (29)  ent- 
stehenden Gruppe  beide  enthalten  ] 

37* 
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Ziu'ückführuiig  der  Gleichungen  mit  168  Snlistitiitionen  auf  die 
Modulargleicli  ung. 

§!■ 
Bedeutung  der  Modulargleiehung  für  diese  Probleme, 

Man  muß  es  als  eine  offene  Frage  betrachten,  ob  für  jede  Galois- 
sche  Gruppe  Gleichungen  mit  einem  rational  vorkommenden  Parameter 
existieren,  bei  denen  dit  Permutationen  der  Wurzeln  durch  ihre  Ver- 
zweigung in  bezug  aui  diesen  Parameter  zustande  kommen.  Wenn  das 
aber  der  Fall  ist  10  gilt  es,  unter  allen  möglichen  Gleiehimgen  dieser  Art 
die  einfeehste  herauszugieifen.  In  meiner  Arbeit  über  elliptische  Funktionen 
und  Gleichungen  fünften  Grades,  Abschnitt  IV,  §  9  stellte  ich  in  dieser 
Hinsicht  das  Prinzip  auf  daß  immer  diejenige  Gleichung  als  die  einfachste 
erachtet  weiden  boll  deren  Galoissche  Besolvente  das  Heinstmögliche 
Geschlecht  hat^°).  Von  diesem  Prinzip  ausgehend  gelangt  man  bei  den 
Problemen  mit  168  Substitutionen,  wie  ich  nun  zeigen  werde,  genau  zu 
derjenigen  Form  der  Modiüargleichung,  welche  ich  in  meiner  Arbeit  über 
Transformation  siebenter  Ordnung  entwickelt  habe.  Der  Beweis  ruht  in 
der  Betrachtung  der  linearen  Transformationen,  welche  gewisse,  auf  einer 
Kurve  vom  Geschlechte  p  existierende  Funktionen  bei  eindeutiger  Trans- 
formation der  Kurve  m  sich  erfahren  mijssen.  Hiermit  ist  zugleich  der 
Zusammenhang  mit  den  Betrachtungen  des  vorigen  Abschnitts  und  der 
Gegensatz  gegen  dieselben  bezeichnet.  Denn  allerdings  haben  wir  es  auch 
jetzt  mit  linearen  Substitutionen  zu  tun,  aber  nicht  mehr  mit  homogenen. 

Ich  Rage  zunächst,  daß  bei  einer  Gleichung  mit  168  Substitutionen 
der  hier  betrachteten  Art  keine  Galoissche  Resolvente  vom  Gesohlechte 
Null  existieren  kann.  Denn  auf  den  Kurven  vom  Geschlechte  Null  gibt 
es  eine  Funktion  1,  welche  jeden  Wert  nur  in  einem  Punkte  annimmt, 
und  die  sich  also  bei  eindeutiger  Transformation  der  Kurve  in  sich  linear 
substituiert.  Dagegen  gibt  es  bekanntlich  keine  Gruppe  von  168  (ge- 
brochenen) linearen  Substitutionen  einer  Variablen  von  der  hier  geforderten 
Beschaffenheit. 

Ebensowenig  kann  das  Gesohlecht  gleich  Zwei  sein.  Denn  bei  p^2 
setzt  sich  aus  den  zwei  überhaupt  vorhandenen  Riemannschen  rp  eine 
Funktion  --  zusammen,  welche  in  ihrer  Art  einzig  ist,  welche  also  bei 
jeder  eindeutigen  Transformation  der  Kurve  in  sich  wieder  linear  trans- 
formiert werden  muß. 

'")  In  höheren  l'ällen  wird  man  neben  der  Gcachlechtazahl  p  die  Existenz  be- 
sonderer „Spezi alpunktgruppen"  betückBiflhtigen  müsaen. 
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Die  Unmöglioiikeit  einer  Reaolvente  vom  Geschlecht  Ein^  ergibt  sich 
folgendermaßen.  Aui  einer  Kiirve  p  =  }  gibt  es  ein  überall  endüohes 
Integral;  dasselbe  soll  u  genannt  werden,  seine  beiden  Perioden  mögen 
(0^,  coj  heißen.  Die  eineigen  im  allgemeinen  Falle  möglichen  eindeutigen 
Transformationen  der  Kurve  in  sich  sind,  wie  bekannt,  durefi  folgende 
Traneformation  des  Integrals  gegeben: 

nur  wenn  —  bei  richtiger  Wahl  der  Perioden  gleich  der  dritten  Einlieits- 
wurzel  u,  oder  gleich  der  vierten  Einheitswurzei  i  ist,  können  noch  Trans- 
formationen folgender  Form: 

w'  =  KM,  u'  =  in 
hinzutreten.  —  Will  man  nun  aus  den  eindeutigen  Transformationen  der 
Kurve  in  sich  eine  endliche  Gruppe  zusammensetzen,  so  hat  man  einfach 
solche  Transformationen  des  Integrals  unter  den  vorgenannten  heraus- 
zusuchen, welche  modulo  (u^,  w^  etwas  Endliches  erzeugen.  Man  kann 
hiemach  ohne  weiteres  alle  möglichen  endlichen  Gruppen  aufstellen  und 
diskutieren,  man  sieht  sofort,  daß  unter  ihnen  keine  enthalten  ist,  die  mit 
der  hier  vorliegenden  Gruppe  von  168  Substitutionen  isomorph  wäre. 

Es  bleibt  also,  als  klein stmöglicher  Wert,  p  ==  3 .  Daß  eine  Resol- 
vente vom  Geschlechte  Drei  existiert,  zeigt  meine  Arbeit  über  Tranefor- 
mationen siebenter  Ordnung;  sie  zeigt  zugleich,  daß  nur  eine  solche  Resol- 
vente existiert,  das  ist  die  Modulargleichung,  wie  ich  sie  damals  formulierte. 
Diese  Modulargleichung  erweist  sich  also  als  wahre  Normalgleichung  für 
die  Probleme  mit  168  Substitutionen. 

Handelt  es  sich  jetzt  darum,  die  allgemeinen  Gleichungen  mit  168 
Substitutionen  auf  die  Modulargleichung  zurückzuführen,  so  ist  dem  durch 
die  Entwicklungen  der  §§  6  bis  12  des  vorigen  Abschnittes  vorgearbeitet. 
Ich  zeigte,  daß  man  alle  in  Betracht  kommenden  Gleächtmgen  auf  das  in 
§  6  definierte  „Problem  der  y"  rational  reduzieren  kann.  Die  Modular- 
gleichung ist  nur  ein  spezieller  Fall  dieses  Problems,  derjenige,  in  welchem 
/■=  0  ist.  Daher  haben  wir  jetzt  nur  noch  folgende  Aufgabe  vor  uns: 
Man  soll  das  allgemeine  Problem  des  §  6  auf  das  spezielle  mit  f==0 
zurückfuhren.     Hiermit  werde  ich  mich  jetzt  beschäftigen, 

§2. 
Zurüchtühniug  des  allgcmeinon  Problems  der  y  auI  das  spezielle. 

Ich  beschränke  mich  darauf,  die  sehr  einfachen  Prinzipien  anzu- 
geben, nach  denen  die  gewünschte  Zurückfuhrung  zweckmäßigerweise  zu 
erfolgen  hat.     Dabei  finde-  zunächst  folgende  Bemerkung  ihre  Stelle.    Für 
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die  Modularglei chung  gab  ich  in  meiner  auletet  genannten  Arbeit  (§  6  am 
Schluß)  im  Grunde  zwei  Formulierungen  an,  indem  ich  das  eine  Mal: 

/■=0,      V-  -V'A.      C=12  3,,      K  =  2i&g., 

setzte,    das    andere   Mal    nur    die  Verhältnisse   der  y  ins  Äuge  faßte  und 

schrieb ; 

(32)  /=0,      --^-.  =  J-. 

'  1728  V 

Nur  von  dieser  zweiten  Formulierung  ist  im  vorigen  Paragraphen  die  Rede, 

und  an  sie  werde  ich  mich  auch  im  folgenden  anschließen. 

Dann  hat  man  noch  eine  doppelte  Möglichkeit.  Entweder  sind  die  y 
der  Modulargleichung  den  y  des  ursprünglichen  Problems  kogredtent  -- 
dann  sollen  sie  y'  heißen  — ,  oder  sie  aind  ihnen  koniragredient  —  dann 
werde  ich  sie  in  der  Folge  v  nennen.  Dementsprechend  haben  wir  geo- 
metrisch folgendes  doppelte  Problem  vor  uns: 

Man  soB  einem  beliebigen  Punkte  j/,,  y.^,  y^  der  Ebene  in  einer 
durch  die  168  linearen  Substitutionen  unzerstörbaren  Weise  entweder  einen 
Punkt  y'  der  Kurve  vierter  Ordnung  f^  0  oder  eine  Tangente  v  der 
Kurve  vierter  Klasse  /"'  =  0  ztiordnen. 

Beides  erledigt  sieb  offenbar,  und  das  ist  der  Kern  der  hier  aus- 
einanderzusetzenden Methode  —  folgendermaßen  mit  Hilfe  einer  [akzesso- 
rischen] Gleichung  vierten  Grades.  Entweder  man  schneidet  die  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  der  linearen  Polare  des  Punktes  y  und  berechnet  also 
Vi-Vi-  Vk   ^^^  folgenden  beiden  Gleichungen: 

oder  man  zwingt  die  Tangente  v  der  Kurve  vierter  Klaase,  durch  den 
Punkt  y  selbst  hin  durchzulaufen,  und  hat  dementsprechend  die  Bestim- 
mungsgleichungen : 

,  «  ,  ' 

^1  ^a  +  "a  "3  +  "a  *'i  ~  "  ■ 
Offenbar   ist   die    kontragrediente  Zuordnimg  einfacher,   und  es  kann  also 
keine  Frage  sein,  daß  wir  die  Gleichungen  (34)  benutzen  werden. 

Die  Lösung  des  vorgelegten  „Problems  der  y"  wird  jetzt  folgendermaßen 
erfolgen  können.  Man  eliminiere  zuvörderst  zwischen  den  Gleichungen  (34) 
und  der  Gleichung: 

1728  V"(i),,  v^.v^) 
die  v-i,  v^,  Vg.     So  erhält  man  eine  Gleichung  vierten  Gradea  für  das  J, 
deren  Koeffizienten  solche  ganze  Funktionen  der  y  sind,   welche  sich  bei 
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den  168  linearen  Substitutionen  nicht  ändern,  also  ganze  Funktionen  der 
gegebejten  f,  ^,  0,  K  sind.  Von  dieser  Gleioliung  bestimme  man  eine 
Wurzel;  sie  heiJäe  J^.     Sodann  betrachte  man  das  Gleiclmngssystoni 

1728V"(ui,  v^,Vi)  '■ 

als  Modul argleicliiing  und  bestimme  die  Verliältnisse  der  v,:v^:  v.^  etwa 
durch  die  elliptisclien  Formeln  (44)  der  zuletzt  genannten  Arbeit^^).  Dann 
hat  man  ziir  Berechnung  der  y^,  y^,  y^  außer  den  gegebenen  Werten  von 
f,  "7,  C,  K  die  Gleichung 

Vi  ^i  +  2/2  ^2  +  2/s  ^3  =  0 
und   kann    somit   ebensowohl  ihre   Verhältnisse  als  ihre  abKoluten  Werte 
rational  beiechnen^^) 


ä')  [Hieihei  sind  die  Perioden  <Uj,  o>^  durch  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  als  Funktionen  von  J  definiert  zu  denken.     K.] 

"'')  [Für  das  spezielle  Problem  mit  ^  =  0  haben  Halphen  in  einem  an  mich 
gerichteten  Brief  vom  11.  Juni  1884  (abgedruckt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  24,  S.  461 
bis  464)  und  später  Hurwitz  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  25  (1885/86),  S.1I7-126 
die  zugehörige  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  wirklich  aufgeBtellt.  Ver- 
steht man  unter  J  dieselbe  Größe  wie  im  Text  und  setzt  vi  —  ^is — (*'  =  !'  2,  3), 
so  sind  nach  Hurwitz  die  t/,  geeignete  Partikularlösungen   der  Differentialgleichung 

Im  Gegensatz  dazu  hat  tur  das  allgemeine  Problem  des  g  6  des  Abschnittes  I 
Herr  A.  Boulanger  la  znei  Abhandlungen  im  Journal  de  l'Eoole  l'olyteohniqne, 
sÄr.  II,  oah.  4  (l&9b)  und  cah  6  (1901)  ei»  System  von  drei  partiellen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen Zureiter  Ordnung  aufgestellt.    Führt  man  als  unabhängige  Variable 

ein,  und  .setzt  weiter 

...^  (i.l,2„3), 

90  genügen  die  j;  zunächst  folgendem  von  Herrn  R.  Llouville  angegebenem  Systeme 

r.     Mp-I,+  [2(MV/^)-^+|i-]., 

äN  ,    BLl 


-Lp-  Nq-i-  \2{N-^-LM)- 


dy  ^ 
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§3. 
Über  die  Notwendigkeit  der  benutzten  Gleichung  vierten  Grades. 

Es  fragt  sich  nun,  nb  der  so  geschilderte  Gang  [falls  anders  man  auf 
eine  Gleichung  mit  nur  einem  Parameter  zurückkommen  will]  noch  in  einem 
wesentlichen  Punkte  verbessert  werden  kann.  Ich  möchte  dabei  betonen,  daß 
ich  die  Auflösung  durch  elliptische  Funktionen  für  nebensächlich  und  sogar 
für  einen  Umweg  lialte;  an  ihre  Stelle  wird  man  direktere  Annäherungs 
prozease  setzen  können"^).  Dies  tut  der  Wichtigkeit  derjenigen  Gleichung, 
welche  ich  immer  als  Moäulargleichimg  bezeichne,  keinerlei  Abbruch:  sie 
gibt  die  Definition  der  hier  in  Betracht  kommenden  algebraischen  Funda- 
mentalirrationalität, und  wie  man  nun  letztere  numerisch  berechnen  will, 
ist  eine  Frage  für  sich. 

Dagegen  scheint  mir,  daß  sich  der  algebraische  Prozeß,  welchen  ich 
schildere,   nicht  noch  vereinfachen  läßt,  und  ich  bringe  in  dieser  Hinsicht 


wo  die  /,  X,  M,  N  gewisse  Ton  Goursat  und  Painlev^  herrührende  Differential- 
inTarituiten  für  ternäre  homogene  lineare  Substitutionen  Bind.  Boulanger  hat  nun 
deren  Ausdrücke  in  «  und  p  für  ciie  ternäre  0^^^  betechnet  und  findet  für  sie  mit 
der  Abkürzung 

-  128-469  s;=  i- 43- Ö12  3^-2048 
folgende  Werte 


[24 

!,y'  +  eymB 

^^=-543  3;- 

10)  +  y(in* 

3-12759  a; 

-826 

-(532943 

3,^4-384882 

^  +  51047)] 

i^y 

'  +  y^{2i^^~ 

-357a;  +  10)- 

\-y\m&91x' 

^  +  9299  ar - 

544) 

+  ;/(bU-'5    -c 

»-|-I'il0251a;*+298689a; 

-10^41) 

+  (''410h6j: 

+  5  096  486 1 

«  +  2312558* 

+  726f4]] 

\\  ihien  1  il  ei  tui  die  Losungen  gewohiilioher  linearer  Differentialgleichungen 
Reihenent Wicklungen  fui  die  PartikuIarloBungen  und  deren  Konvergenzbereiche  langst 
HO  genau  bekannt  sind  daß  man  wie  beim  Ikosaeder  ein  bestmimteB  der  16'^  Lo 
sungSByateme  für  die  r;,  angeben  kann  fehlen  nie  es  «ihemt  entsprechende  Uuter 
Buchungen  für  paitielle  lineare  Differentialgleichungen  die  durchweg  algebiaische 
Integrale  besitzen  bisher  gänzlich  B^  wäre  zu  wunBi,lien  diese  Lücke  auszufüllen. 
Jedenfalls  besteht  kerne  prinzipielle  'ichwiengkeit  dies  durchzuführen  Man  kann 
alw  dementRprecheDd  das  allgemeine  Problem  des  §  6  des  Abschnittes  I  als  durch 
unendliche  Prozesse  direkt  losbar  ansehen  womit  sieh  die  Entwicklungen  des  Ab 
Schnittes  II  bis  zu  einem  gewissen  Crade  ei  übrigen      K] 

"')  Ganz  ebenso  war  es  bei  dei  IkoBaedeigleichung  (vgl  meine  Arbeit  über 
elliptische  Funktnnen  und  Gleichungen  fünften  Ciidef  Absibrntt  III  ^  I4t  [Vgl 
iiicl     len  ersten  Teil  der  F  lünote         a  it  S   42    J 
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hier  nocli  den  Beweis,  daß  man  die  Hilfsgleichung  vierten  Grades  zur 
Bestimmung  von  J  nicht  vermeiden  kann. 

Die  FTage  kann  so  gestellt  werden:  Ist  es  möglich,  einem  beliebigen 
Punkte  y  der  Ebene  in  einer  durch  die  168  Kollineationen  unzerstörbaren 
Weise  auf  unserer  Kwve  /'=0  eine  Gruppe  von  weniger  als  vier  be- 
weglichen Punkten  y'  auf  rationalem  Wege  zuzuordnen?  Denn  ob  win 
hier  von  den  Punkten  j/'  der  Kurve  ^=0,  oder  ob  wir  von  den  Tan- 
genten V  der  Kurve  /"  =^  0  sprechen,  ist  ofEenbar  für  den  vorliegenden 
Zweck  gleichgültig. 

Die  80  gestellte  Frage  ist  nun  auf  Grund  folgender  Überlegungen  zu 
verneinen : 

1.  Dem  Punkte  y  kann  auf  f-^  0  nicht  ein  beweglicher  Punkt  y' 
rational  zugeord/net  werden.  Man  denke  sieh  y^'-y^'- y^  irgendwie  von 
einer  Große  X  rational  abhängig.  Dann  würde  der  auf  /"=  0  bewegliche 
Punkt  y'  von  X  ebenfalls  rational  abhängen,  also  /"=  0  eine  rationale 
Kurve  sein,  was  absurd  ist. 

2.  Dem  Punkte  y  kann  auf  f  =  0  nicht  ein  bewegliches  Paar  von 
Punkten  y'  rational  zugeordnet  werden.  Wieder  denke  man  sich  p,:  y^-  y^ 
von  einer  Größe  rational  abhängig.  Dann  bekommt  man  auf  /'=  0  eine 
rationale,  einfach  unendliche  Schar  von  Punktepaaren,  Es  müßte  aiso  auf 
f ^0  eine  rationale  Funktion  geben,  welche  jeden  Wert  nur  in  zwei 
Punkten  annimmt,  was  unmöglich  ist. 

3.  Dem  Punkte  y  kann  auf  f^O  nicht  ein  bewegliches  Tripel  von 
Punkten  zugeordnet  sein.  Um  dies  einzusehen,  lasse  man  y^  '.y^'.y^  über 
eine  gerade  Linie  v  laufen.  Dann  bekommen  wir  auf  f^O  eine  einfach 
unendliche,  rationale  Schar  von  Punkte  tripein.  Dementsprechend  muß  es 
eine  rationale  Funktion  auf  /=0  geben,  welche  jeden  Wert  nur  in  den 
drei  Punkten  eines  Tripels  der  Schar  annimmt.  Daher  werden,  nach  einem 
Eiemannschen  Satze,  die  fraglichen  Tripel  auf  f=0  von  geraden  Linien 
ausgeschnitten,  und  zwar  von  solchen  geraden  Linien,  die  durch  einen 
festen  Punkt  auf  f=  0  hindurchlaufen.  Dieser  Punkt  müßte  fest  bleiben, 
auch  wenn  sich  die  gerade  Linie  v  ändert.  Denn  die  gerade  Linie  hat 
mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  immer  einen  Punkt  gemein,  und  diesem 
Punkte  entspricht  auf  f=0  ein  Tripel,  durch  welches  der  fragliche  feste 
Punkt  bereits  definiert  ist.  Es  müßte  also  auf  f=0  einen  Punkt  geben, 
der   bei   den   168  Kollineationen  fest   bliebe,   und  das  ist  nicht  der  Fall. 

Die  Gleichung  vierten  Grades  ist  also  [für  den  angestrebten  Zweck] 
in  der  Tat  nicht  zu  vermeiden. 

Düsseldorf,  Ende  März  1879. 
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426  '^ul   t  tution  giuj  [  ei    und  '  leiohung  thcone 

Über  Gordjiih  Arbeiten  betreflend  die  Piobleme  mit  eiiii"!  (riiipin   loii 
168  Substitutionen''* 

Gordan  hat  an  meine  vorstehecd  abgediui-kte  Arbeit  aoki  uptend  di-n  Pr 
blemeii  mit  168  Sub  titutionen  eine  Reihe  untei  sjch  iU^an  inf  nhangender  ■irbeiton 
gewidmefc^^)  die  meine  Überlegungen  wesenthoh  weiter  fuhren  deren  Ergebnia^e  aber 
infolge  der  Menge  der  zwischengestreuten  Emzelrechnungen  bi9  jetzt  nicht  die  Be 
aohtung  gefunden  zu  haben  scheinen  welche  eie  i  erdienen  loh  schalte  hier  deshalb 
einen  Berieht  über  seine  Ee^ult&te  ein  soweit  sie  mit  meinen  eigenen  Entwicklungen 
in  unmittelbarer  Beziehung  stehen  wobei  ich  indes  gaiz  frei  verfahre  indem  ith 
nicht  nur  an  meinen  Bezeichnunoer  festhalte  sondern  dem  Stoff  eine  trruppierunf; 
und  den  Zwischenuberlegungen  eine  Prazi<iierung  zu  teil  weiden  lasse  wie  ae  an 
gegenwärtiger  Stelle  zweckmäßig  scheinen  schließhch  indem  ich  in  einer  Hmsiuht 
die  Gordanachen  Ergebnisse  vereinfache 

1.  Invanantentheirei  irheChatalterisia  ung  der  kanomscJten  Formyly^+v^y^  +  y^y^ 
Die  binare  ILosaederform  f  j    welche  m  kanoniaL.her  Form  die  t  eitalt 

^nnimnt  «urde  m  Kd  '  der  Math  Annalen  [Abh,  LI  dos  vorliegenden  Bandes] 
allgemein  dahin  charakterj5iert,  daß  ihre  Fierte  Überschiebung  über  sich  selbst  iden- 
tisch i eracliwindet  (/  f)i  =  fi  Entsprechendes  hat  Gordan  für  die  vorstehend  ge- 
nannte ternare  biquadratische  Form. 

in   Jer  tt  eise  geleistet     i'ili  er  zunächst  die  zagehörige  Form  vierter  Klasse 

und  die  Invariante 

bildet  (ich  wähle  den  Buchstaben  A,  um  die  Analogie  mit  dem  Ikosaeder  festzu- 
halten) und  nun  zur  invariantentheoretischen  Charakterisierung  seiner  l'orm  die  Be- 
dingung aufstellt: 

(I)  f'-^'-=° 

■'*)  [Bei  der  Abfassung  dieser  Erläuterungen  insbesondere  bei  dei  Durchführung 
der  notigen  Rechnungen  wie  auch  schon  bei  der  Durcharbeitung  dei  vorangehenden 
Abh  LVII  fir  den  Wie  deral  druck  1  at  mich  Herr  Bessel-Hagen  we«cnthch  unter 
stützt      K  ] 

^"J  Ls  sind  die 
I    Mati    Annalen    Bd   17  (1*^<-Ü]    S   21"— 23J    (Über  das  volle  Formensystem 

der  ternaien  biquadratiachen  Form  f     v^  x   +  xi  x^  +  x^  x^). 
II    Math    4nna)en    Bd   r  (ISSfl)    S   359—878    (Ober.die  typische  Darstellung 

der  ternaren  biquadratischen  Form  f  ~  3.1  v^  +  x^  x^-}- ix^x^}. 
III    Math  Annalen   Bd  19  (1881/S2)    8  529—552:    (Über  Büschel  von   Kegel- 

schmtten ) 
l\     Math   Annalen    Bd   20  (188')    8  487—514    (Weitere  Untersuchungen  über 

die  temate  biquadratische  Form  f—x^x^  +  x^x^  +  x^Xi). 
\     Math   Annalen    Bd   20(18b2)     S   515-530     (Über    Gleichungen    siebenten 

C  rades  mit  einer  Cruppe  von.  168  Substitutiuneö). 
VI     Math   Annalen    Bd   25  (1SS51     &   459-521      (Über  Gleichungen    siebenten 
Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen.  II,). 
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die   für   das  kanonisthe   f   erfüllt  ist      (Die  Zahlonfaktoren  bei  der  Dehnttion  lon  q 
und  A.  Bind,  so  bemessen   daß  im  Falle  des  kanoniichea  f 

9^  =  ^1 'i  +  't  "0  +  "»  "i  uud  jj  =  1 
wjrd )  Bemerkenswert  ist  das  völlig  symmetnsehe  Auttreten,  von  f  und  y  in  dpr 
Dehnition  von  4  und  m  der  Formel  ( 1 ),  was  zur  Folge  hat  daß  das  gesamte  Formen 
System  von  f  zu  'Jioh  selbst  dualistisch  ist.  Äußerlich  tnft  im  folgenden  nur  iniofem 
eine  Unsymmetne  auf  als  wir  den  Grad  der  Koeffizienten  unserer  Formen  nach  den 
Koetfizienten  in  f  zahlen  also  z  B  .^  vom  Grade  3  in  den  Koeffizienten  \on  f  statt 
bilmear  m  denen  von  f  und  9   nennen. 

Interessant  ist  dabei  wie  Gordan  den  Beweis  seiner  Behiuptung  fuhrt  Er 
beginnt  damit  für  irgendein  f^  welches  der  Relation  (I)  genügt  im  Sinne  der  von 
ihm  immer  angewandten  symbolischen  Methoden  das  volle  Formensystem  aufzustellen 
f  in  Punkt  und  Linienkoordinaten  Bd  17,  Nr.  I).  Er  find«  ein  Syitem  von  54  Formen 
All  loianante  tritt  nur  die  bereits  hmgesohriebene") 


■^0  =  iTU  =  -ui<^^«) 


Gl,  =  576 


(3) 

auf;  die  reinen  Kovarianten  aber  reduzieren  sioSi,  wenn  wir  von  fi  (y)  selbst  abaehen, 
auf  drei,  die  genau  wie  im  Falle  des  kanonischen  f  deSniert  sind  und  daher,  wie  in 
meiner  vorhergehenden  Abhandlung,  V,  C,  K  genannt  werden  sollen: 
Ai   A.   ^   V, 

Ai  A.  f.. 

^i  Vj  Vj 

Ich  habe  hier  rechter  Hand  die  partiellen  Differentialquotienten  irgendeiner  Form  F 
in   der  Weise    bezeichnet     daß   ich   de  auch  sonst  üblichen  Abkürzungen  anwandte 

Fi^~  — ,    Fi^  — ^—j-.  _ —      Dabei  ist  zufolge   dei    Bedingung   (!)    K     eine 

n  dyi  n(n---\)  <ijfid  ^1, 

ganze  Funktion  von  f  V  0  und  -1  Die  evphzite  Formel  d  e  ich  tur  das  kanonisch! 
/'  nicht  ausre  knete  findet  sich  in  Bd  17  der  Math  Aanalcn  Nr  II,  b  o71  Vgf 
auch  die  Formel  für  K{x  y)  in  Fußnote  ^  )  S  4'4  hetzt  man  insbesondere  »le  sc 
fort  geschehen  eol!    f  und  V  gleichzeitig  gleich  Null    so  wird  K        C 


lA.  A.  A,' 
V.'  -  32  I  Ai  A.  Aa  I : 

Ia  a  a, 


!  A  A   A 


f  t  f.  c,  I 


Neben    diesen    Formen    1 
v\,  v^  linearen  „Zwischenformen"; 
=  Uviy, 


;  Gordan   die   niedersten   1 


P?  =  ^„-Z''.P--24  !  t,    u    U  \ 


?!  =  >'. -2' '^■('■---144 


^*)  Wo  die  Buchstaben  -f,  A,  A,  G,  li,  p,  q,  r  hier  und  weiterhin  gleichzeitig 
unten  und  oben  beziffert  sind,  bedeutet  der  untere  Index  den.  Grad  in  den  Variabein  y 
der  obere  Index  den  in  den  Koeffizienten  von  f(y). 


f„  f„  f„  V, 

f„  f,.  fc  ', 

f,L    f„    f.    V, 

.,     .,     .,     0 

4    v„v.,  V. 

f. 
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(Für  ^1  =  0,  )/,  =  0  leduzieren  sioh  im  PaJle  des  kanonischen  / 
P  auf  v^y^,     q  auf  -v^^yS,     r  auf  -■HiV}'-}- 

Diu  Methode  ist  jetzt  die,  daJ3  wir  von  einem  Wendepunkt  l',,  f^,  fj  der  Kurve 
/■  =  0  auBgehen,  so  daß  /'(|)  =  0  und  V(f)  =0  ist,  und  ein  neues  Koordinatensystem 
so  einführen,  daß  der  Wendepunkt  die  Ecke  "a  =  0  des  Koordinatendreieckes  abgibt, 
die  zugehörigen  9  =  0,  r  =  0  aber  die  beiden  anderen  Ecken'').  Die  Einführung  der 
»ewöi  KoordinaleK  geschieht  gemäß  den  Grundregeln  des  symbolischen  Be/ihnens  vermöge 
der  Identität  (in  welcher  die  y  laufende  Koordinaten  bedeuten  sollen): 

(5)  /■(»)-(«'{)'-.,'(5'ä)'-{«|(3l-l/)  +  «,(f3!/)  +  0,('f»)}'. 

Hier  ist  die  Determinante  (qr^)  als  Kovariante,  entsprechend  ihrem  Grade  21  in 
den  S  und  12  in  den  Koefflaienten  von  f  und  dem  in  ihr  auftretenden  Gliede  —  ?!' 
gleich  K,  {grS)  also  K  ,  wofür  wir  gemäß  der  besonderen  Annahme  von  f  auch 
0     schreiben  können.     Als  neue  Koordinaten  aber  mögen  wir  vorläufig 

{qry)  =  z,,     (Sqy)  =  Zi,     {rSy)  =  Zs 
einführen.     Die   Entwicklung    der  vierten   Potenz    auf  der  rechten  Seite  möge  dann 
Glieder 

ergeben,  wo  die  ß_(„„  in  den  S  geechriebene  Kovarianten  vom  Grade  A-j-ll  ;!-^9  !■ 
in  den  S  und  vom  Grade  -(X  +  2Q fc  +  21v)  =  1  +  1  /i  + br  in  den  Koeffiaienten  von 

f  bedeuten.  Jetzt  ist  das  Entscheidende,  daß  wegen  der  Angabe  über  das  volle 
System  der  Kovarianten  und  der  besonderen  Annahme  f{S)  =  0,  V  (|)  =  0  die  2;,,, 
ganze  Verbindungen  von  Cn  und  K^^  sein  müssen,  daß  also  nur  solche  Q  von  Null 
verschieden,  sein  können,  deren  Grad  in  den  f  ein  Multiplum  von  7  ist.  Die  Folge  ist, 
daS  nur 

P,j,  =  4  a  ä «,.      Qo,!  =  i  a}  a, ,     9^„^  =  4  al  a^ 

von  Null  veischierien  ^nd  Zugleich  ergibt  ajuh  deren  Grad  in  den  i  bzw  ab  14  42  ^S 
wahrend  ihi  Grad  in  den  Kceflizienten  von  f  ''^**  ^  *^^i  ^^  betragt  "Sie  sind  also 
samtliLh.  \on  gendem  Grade  a>  den  ,   und  können  von 

(CO 
nur  ]e  um  emen  konstajien  Faktor  vei'schieden  sein,   der  bich  bei  r  und  (       »egpn 
des  Grades  m  den  Koeffizienten  von  /,  als  lem  numerisch  erweist    mhrend  er  bei 
O'  em  Multiplum  der  Invariante  A  sem  muß 

Wir  habtn  damit  f{y)  in  folgende  Form  gesetzt. 

womit  der  Übergang  au  der  angestrebten  kanonischen  Form  für  f(y}  auf  der  Hand 
liegt.  Zunächst  gibt  die  Heranziehung  der  kanonischen  Form  für  f{y)  (für  die  doch 
alle  biBberigen  Entwicklungen  stimmen  müssen)  die  Zahlenfakloren 

Wir  wollen  femer  das  endgültige  kanonische  System  der  j/,*,  yf,  y„*  so  wählen,  daß 
es  mit  den  laufenden  Koordinaten  (/,,  -y^,  y^  durch  eine  Substitution  von  der  Deter- 


'')  p  =  0  ist  nicht  zu  brauchen,  weil  i 
haben  die  Zwfeohenform  p  unter  (4)  indes  ii 
nutzt  wird. 
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minante  1   zusammenhängt.     Wir  werden   dai 
Variante  A  erhalten  bleiben  muß,  nur  in  die 

setzen  1.  nten    noduti-h   eine  dritte  Wurzel  eingeführt  wird    die  willkürlich  gewählt 
«erlcn  kd  n      Dei  \eigleich  eiglt    daß  wi   endg  It  g 


zu    tetzen    haben      Die    dritte  Wuizel   m  diesen   Formeln  ist  ebenso  zu  wählen  wie 
in  ^71      Durch  de  gleiche  Tiansformation  erhalt  <p(,i)  ofienbar  die  Gestalt 

Damit  lind  wir  am  Ziele  Den  Einwand  daß  möglicherweise  einige  der  be 
nutzten  Determinanten  identiseh  verschwinden  mochten  erledigt  man  daduich  daß 
dies  für  dat  kanonische  /  welches  doch  auch  unter  die  Bedmgung  II)  fallt  nicht 
der  Fall  st  Die  Betrachtung  be'ionderer  Falle  aber  wo  dies  dcch  geschieht  wo 
aJso  mit  liuaaitungen  uni^erew  f  zu  rechnen  ist  bleibt  bei  Gordan  unerledigt  Wich 
tgcr  tur  uns  ist  zu  bemerken  daß  lei  dem  ganzen  Beweipgange  von  der  Gruppe 
der  16b  Substitutionen  welche  f  in  sich  überfuhren  nicht  die  Eede  war  Man  wird 
das  Vorhandensein  dieser  (  ruppe  vielmehr  jetzt  hinterher  a«i  (")  ablesen  Zugleich 
wird  es  offenbar  daß  unsere  Aufgabe  168  Losungen  zulaßt  nachdem  man  sich  für 
eine  Bestimmung  von  \  i  entschieden  hat  Denn  7«nac3i3t  stehen  'i  Wendepunkte 
für  i^  i  fj  zui  Auswahl  und  für  jeden  einzelnen  liefern  du,  Formeln  (8)  dann 
noih  Bieben  verschiedene  Ix  lungen 

Charakteristisch  für  die  gesamte  hiermit  dargelegte  Betiachtungaweise  ist  neben 
der  formalen  Aufstellung  de«  vollen  Firn  ensystems  dei  vorgelegten  Grundform  die 
Benutzung  der  in  den  kontragredienten  V  eranderhchen  linearen  Zwischenformen. 
Von  dem  \ ollen  Formens} stem  Hurd  schließlich  nur  benutzt  daß  es  nur  eine  Inva- 
riante 4  gilt  daß  sich  alle  remen  Kovananten  bis  zum  44  Grade  einschließlich 
aus  f  V  C  K  zusammensetzen  lassen  und  daß  es  vier  in  den  v  Imeare  Zwiachen- 
formen  gibt  ^  Es  ist  interessant  m  entsprechender  Form  die  Tl  eorie  des  Ikosaeders 
als  emer  binaren  Form  zwölfter  Ordnung  mit  ident  seh  \  erschwmdender  vierter  Über- 
s  hiebung  zu  entwickeln  und  somit  die  Resultate  welche  in  Abh  LI  ibgeleitet  sind, 
in  emem  «mleitlich  geordneten  streng  in vanai  tenfheoreti sehen  leuen  Gedanken- 
gange wieder  zu  gewinnen  Doch  wurde  eine  genaue  Ausführung  liesei  Anfgaben- 
fctellu  g  an  gegenwartiger  Stelle  zu  weit  fuhren 

2  Die  Eedukltoa  etiter  der  Bedingung  (1}  genv^enden.  ternarei  Form  f,  auj  die 
kanonische  Form  termoge  des  Fvndatne  Ualproblem^  der  ferndien  G  a? 

Wir  verfolgen  den  Gordanschen  C edankengang  jetzt  nach  einer  anderen  Seite 
(wobei  wieder  die  Entwicklungen  der  Ikosaedertheorie  als  Änalogon  herangezogen 
weiden  können    vgl     nsbesondere  Absuhnitt  I    i?  'i  der   "ibh   LI\) 

F  n  geeignetes  f^  wurde  im  vorangehenden  Äbschi  itt  dieser  Bemerkungen 
weBentlich  daduich  m  die  kanonische  lorm  gesetzt  daß  wir  emen  Wendepunkt  der 
Kurve  /  =  0  adjung  eiten  Sta,tt  deesen  werden  wir  jetat  zeigen  wie  man  dieselbe  Auf- 
gabe duicb  das  Fii.ndamental'prohlem  der  ternaien  kanonischen  Substitut lonsgruppe  0,^^ 
erledigen  kann  wie  es  m  &  6  des  Abschnittes  I  von  Abhandlung  L\  II  formuliert 
wurde  loh  will  dibei  der  Deutlichkeit  1  alber  die  kanonischen  Gestalten  der  Formen 
f  V  C  K  vrvi  durch  einen  Stern  f*  V*  C*  K*  u^w  unterscheiden,  auch  die 
kanomschen  y,  als  y  *  bezeichnen  wie  ich  es  schon  soeben  tat  Die  Invariante  A  hat 
im  kanonischen  Falle  den  Wert  1  braucht  alf-o  ni  ht  besonders  aufgeführt  zu  werden. 
Da^  Pundamei  talprnblem  der  C  gj  lautet  dann  = 
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JOS  Wertsg  t  n 
D   selb 


11    b  k 


1 


Ib  t 


dl 


g  It    dl    Hl  b 


h   tsw    zel>'=  Iggb  hfc        d  bg        g 

Ige       t  1  IhWrtytm        b       hn         D         bwd 

Abi    LVII  b  dFßte=)fS4^ggbwd  hd         W 

t  t        ze  d  nt      Mitt  In  htCd       ht  Alt        ttd\\g 

über/  — 0  gewählt  der  eine imvenneidlioheakzebsonsohe Irrationalität  vonmerteu Grade 
erfordert  Diea  ist  *n  gegenwartiger  Stelle  eine  Tipnotige  Kompbkation  und  nur  hiatonaeh 
au«  dem  Bestreben  zu  erklaren  die  Auflösung  mit  Hilfe  der  elliptischen  Funktionen  zu 
beweiketelligon  ^gl  Math  Annalen  Bd  17  ^r  11  ^  Ih  S  374  ^75  Wir  stellen  uns 
um  größere  Einfachheit  ja  erzielen  und  das  eigentliche  Wesen  der  bacbe  deutluher 
herauflznl  ringen  auf  den  Standpunkt  diß  wir  das  kanonische  Fundamentalproblcm 
in  der  allgemeintn  Gestalt  {mit  f  (v*]^0)  zu  losen  imstande  sind  gleichgültig 
auf  wel  hem  Wegt 

Ln'ier  neue«  Problem  wird  nun  so  anzufassen  lein  Wir  berechnen  aus  dem 
vorgegebenen  f  die  ziigthongen  V  T  X  wie  das  i.  und  substituieren  hier  fi  r 
J/i  y  Vi  irgend«  ek he  feste  Werte  ;  ij  /^  des  uns  gegebenen  Rational it at'.l  e 
reiche«"')  Wii  si  hen  dann  ein  Losung  svtem  ;*  i;*  ;*  des  lu  dam  nt'il 
Problems 


i  K''(^*)  =  Ii:{v):A' 


\oigesehtifcbencn  \^ccte  in  Uberein 
weil  vorausgesetzt  wurde    daß  /  dei 


in  der  Tit  behndcn  iii,h  die  für  f  ^  C  j 
Stimmung  mit  der  fui  sie  getorderten  Relatio 
Bedingung  ( 1 )  genüge 

Ist  das  Fundamentalprobiem  gelost  so  weiden  wir  »le  nun  zu  zeigen  ist  auf 
luttoiialini  Wage  eine  lineare  S^ibstitntwn  da  y  oder  da  kontragredienten  %  bestimmen 
wflrhe  das  gegebene  t iv)  *»  f'^IJ^l  ''et  bdiehigen  laufenden   Werten  dei    /  uberfukrt 

Für  eme  solrhe  Bestimmung  haben  wir  zunächst  nur  die  Angabe  daß  dem 
fest  angenommenen  Wertsystem  ^  der  y  das  bestimmte  Wertsyatem  der  t/*  ent 
•sprechen  muß  Wollten  wir  uns  an  die  Erorterui^en  in  ^  5  des  Abschnittes  1  von 
■ibh   LIV  halten    so  wurden  wir  femer  für  eine  hinreichende  Zahl  benachbarter  Wert 

1  Sterne  der  y  die  entsprechenden  benachbarten  Werts^fsteme  der  g*  berechnen  liioif 
dessen  wäidt  Gordan  d^n  eleganteren  und  syatematischeien  ^eg  dte  hnearea  Zv.isüien 
jormen  (4)  heranzuziehen  Lcd  zwar  natürlich  um  die  Rechnung  anf  einfachste  Weise  au 
erledigen  die  mederaten  Zwischenformen  also  ^ijiji  _^  iiPi  ^i/Qi  |wo  wir  uns 
in  die  pi  qi  unsere  rational  angenommenen  tj,  eingesetzt  denken  es  ist  unnötig  auf 
^t,r,  zu  greifen  wie  wir  in  Teil  1  dieser  Erläuterungen  nnr  taten  weil  damals 
die  ';;  =  li  einen  Wendepunkt  von  /  -  0  bezeichnen  sollten  und  tur  die^ien  dm  p    den 

j  proportional  werden)  Die  gtnze  Sache  lat  die  daß  wir  unter  Heranholung  dei 
au  den  tj,  gehörigen  j/*  die  Gleichungen  anzuschreiben  haben 


'*)  Der  Rationahtatsbereich  imitaßt  neben  der  numenschen  Große  die  an  die 
Gleichungen  dritten  Grades  (li  geknüpften  Koeffizienten  lon  /  [Man  nehme  ptB^ 
./        1     ^   =0    -;,-(!  ) 
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S  "(•  Vi*  =  H  "i  PI  ■■  ^Ä* 

£  Vi*  qi*  =  ^  V,  q,  :  V  d  ° . 

Diese  Gleicbungen  haben  wir  nun  einfach  nach  v^,  vf,  v^  aufziiloBen  bzw.  die  Lösungen 
nach  *,,  !>(,  »3  zu  ordnen;  Wir  Itabea  dann  die  gesu-cMe  SviseiPulkm  (in  Linienkoordi- 
naten) ohne  teeüeres  vor  uns,  und  ziwir  so,  daß  ihre  Determinante  gleich.  Eins  ist. 

Die  Methode  wird  alleina.1  zum  Ziel  fähren,  wenn  wir  nicht  das  ausgezeichnete  Weit- 
Eysteni  der  ij;  zufälligerweise  so  angenommen  haben,  daß  (ijpg)  verschwindet,  was  immer 
vermieden  werden  iann.  Denn  (vPü)  ist  als  Kovariante  von  f  nach  seinem  Grade  in 
den  Variabein  eine  lineare  Kombination  von  V  ,  G  f  und  V  f ,  die,  wie  man  aeigt,  nicht 
identiaoli  verfich windet.  (DerVergleich.  der  höchsten  Glieder  ergibt  (j;p  9)  =  40/  +  7'2V  ). 
Im  ubngen  hat  (  o  dan  lan  t  nan  de  Ule  1  ngen  (_9)  und  (10)  kk  o  a  h 
seht    n  denMath  Annaien   Bd  1     N     II    S  371— 37'»de^*    V*    0*   A*   p'    q* 

n  oll  g  au  gere  hnete  Fo  n  w  kl  h  hmges  1  neben  I E  n  ge  Drnckfel  ler  n  den 
lud  z        nd  Espone  ten  wi  d  de    Lese     le    ht  selb  t  he     ht  gen  ) 

Daß  d  ganze  A  t  leR  'V  o  gel  en  d  ^  h  an  da  te  na  e  Fundamentalp  obl  m 
de    G       ans  1  h  ßt    e        olles  Ä  ]    valent  tur  den    n  Abschn  tt  1  d  eser  Bemerkunge 

ngeschlag  n  Weg  st  e  ke  neu  w  r  da  a  daß  e  möge  der  Imea  en  Substtu 
ton  (10)      1  d  e  Wendepunkte  von /  =  0     nsofem  doel  d  e  Wendep  nkte    o    /    =0 

at  onal  (na  1  4d]  nkt  on  on  y  selb  tver  tandl  ol  )  bekannt  sind  rat  onal  berechnen 
la^  0  De  ganze  Aufgabe  aber  an  g  egnetes  f  die  La  on  he  Fyrm  s  tzen 
era  hent  he  nach  mt  dem  F  dement  alproblem  der  temaren  ff  gj  so  enfa  I  ge 
koppelt  daß  w  r  s  e  als  mpl  t  Fo  n  d  Fu  da  erat  dp  otHems  bete  h  ko  nen 
3   D     Gk   h     g      s-eh    t  n  6  od       n  t  et        G    pp      0     IfS  fi   b  t  f  I    n  d 

J     f      a        Aq    Boleni 

E  nen         t  n    a  sg       c  nete     Fall     ol  h         I      I    ng       I  U        d      1      1  f 

S   406  d  e  e    Bande     n  tgete  Iten  Re  ol  ent 

«M-7i±|^^c*+7-^^^*'~-V.c*-7(4=:v'-7)f=.c»  +  14(2  +  v^^)/V-c^ 
der^n  Wurzohi  die  zweimal  sieben  ijuadratisehen  Formen 

f.  =  (      yl-^r' y  /  )  >-   —  ^     iy" y  y  ~   '  i,yi-r}  "y^y  t 

-.md  Dm  größere  hymmetrie  m  den  Rechnungen  und  Formeln  zu  erhalten  ändert 
r.ordan  die  Definition  dieier  quadratischen  Formen  ein  wenig  ab  wobei  er  die 
Irrationalität  /J  hinzuzieht  und  statt  der  Gaußsehen  Sumroen  die  Quadratwuizel 
aus  ]1  nen  einfuhrt  was  tui  das  Wesentliche  an  seiner  Losungsmethode  ubortlu'.iie 
für  die  praktische  Durchführung  aber  vorteilhaft  ist 

"')  Der  Exponent  dei  ]  Potenz  die  m  dem  bliede  mit  y  i/^  lorlommt  i=l  I  = 
1   lache  des  kleinsten  positiven  Restes  \ou  (     —k)  nach  dem  Modul  7 
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.  X-J-Jjll  m 


^8  -pS 

Reihenfolge  in   der   zweiten  Serie   der  quadratisch  eil  Formen 

(12)  cy  =  a(y^^^^  +  y''  3/^ +  r"' 7/s)  +  ß ^ (f'" yiWi  +  r^' 'Jiyi  +  y"' y,m) 
(1-2)         c,-=:ß(r'^''y?  +  r'^'-'j^  +  y^''yi)  +  <:c}/^{r'  yi^y^  +  Y^^Uit/i  +  r^'i/iy".)'"-)- 
Die  so  definierten  Formen  genügen  d&nn  den  Gleicliungen 

(13)  c>-7/27-='T7«/2V.c'  +  J(ll!+V=1)/''-«'  +  ^(-lS  +  v^)fV-o' 

+  — 'J-i(~(5  +  v'^)O  +  ie(22-8iP7)^"v)„0 

4y2 

-~((9  + W=^)V  +  4(7-fr7)  (■■).;; 

+  -i-(-(5-,Cr7)C  +  16  (22  +  3vCr7)/'v).0, 

Gordan  bemerkt,  daß  zwischen  den  c,.  und  den  c,.  die  völlig  symmetrisehon 
linearen  Beziehungen  gelten 

[    V2c,.-C-v-l+C-.-.4  +  C_,_2 

(wobei  1,  4,  2  die  quadratischen  Reste  (mod.  7)  sind),  und  daß  in  diesen  der  besondere 
Affekt  der  Gbichungen  (18),  (13)  in  klarster  Weise  zum  Ausdruok  kommt;  Es  sind 
Tripelgleichungeri  in  dem  zuerst  vonM.Noethet  (Über  die  Gleichungen  achten  Grades 
und  ihr  Auftreten  in  der  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung  —  Math.  Annalen,  Bd.  15 
(1878/79),  S.  89 — 110)  ausgesprochenen  Sinne,  indem  eben  die  symmetriaehen  Funk- 
tionen der  Cr  wie  der  S.  nebeneinander  bekannt  sind^^).    Und  in  der  Tat  legt  Gordan 

*")  Man  merke  sich  die  Formeln 

'^         '  ß  2/2        '  «       '^  2V2         ■ 

1  der  veränderten   Bedeutung   beibeiiaiten 
nun  an  nur  in  der  durch 
(12),  (12)  erklärten  Bedeutung  benutzt  werden. 

")  Die  Galoissche  Gruppe  von  168  Vertouschungen  läßt  sich  geradezu  dadurch 
charakterisieren,  daß  sie  von  den  35  Tripeln,  die  man  aus  den  sieben  Größen  Cv  bilden 
kann,  aiebeii  in  geeigneter  Welse  ausgewählte  untereinander  perrautiert.  Als  ein^ 
faehste  Funktion,  die  geeignet  ist,  den  Affekt  der  Cy  festzuJegon,  ergibt  sich  nach 
""''"■  «,,ie,  +  «,o.e,  +  e,c.6,+  . ..+.,.,.,. 

Inzwischen  ist  es  besser,  die  Gleichungen  (14)  als  solche  festzuhalten,  weil  aus  ihnen 
die  wechselseitige  Zusammengehörigkeit  der  beiden  Gleichungen  siebenten  Grades  am 
deutlichsten  hervortritt. 
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Beiner  Deftnition  der  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Suh- 
stitationen  immer  gleich  ein  Paar  eutapreohend  verknüpfter  Gleichungen  zugrunde, 
die  er  so  schreibt 

wo  also  die  Koetfiii eilten  durch  bloße  eingeklammerte  Ziffern  gegeben  aind  und 
übrigens  die  Wurzeln  Zy,  Xy   durch  die  (14)  entsprechenden  Gleichungen 

X^ix  =  K  1  +  1  1-  t  +  i- 
i-rbundei  =em  itllei  Ferner  ist  von  ■vornherein  angen  mmen  _^  i  =  0  w  rius 
t  ^x  =0  Übrigens  sollen  entweder  die  t  oder  die  x  fiel 
:em  Die  Indizea  der  ^y  denken  wir  uns  so  gewählt  daß  ihre 
\  ertinsihuagen  die  gleifhen  smd  wie  die  duii,h  die  jeweilige  temare  Substitution 
der  y  hervot^emfenen  Vertauschungen  der  e» 

Es  gelingt  Gordan  dann  der  wicltige  Nachwei«    daß  die  Koejfi  lenten   (Z)    (2 
(3)    (b)  (7)    (7)  daa   lolh  SyUem,  dei   Äfektfu-nktionen  vorsldlen     d   h    daa  volle 

Sy  tem  deijenigen  ganzen  Funktionen  der  a*  aus  welchen  alle  aadern  tei  den 
168  \  erfcau'jchungen  dei  i  ungeandert  bleibenden  rationalen  ganz  n  Tunktionon  «  i 
rat  onal  und  ganz  zu  ammensetzen*  )      /»»  lihngeii  %st  daba 

(2).  (2) 
und  es  irwke-n  sitA  (6)  (6)  (7)  (7)  duiah  dm  vorangehenden  KoeffizienleH  rational 
<TOS  wobei  ztvi6i,hen  diesen  noch  etiie  a'gebraiache  Identität  besteht  die  in  (5)  'und  (5) 
nur  bis  xum  sechHen  Grade  aniteigt**)  Dabei  bemerke  man,  dftß  die  Angabe  über 
die  Affektfuoktionen  bai  unsern  ausgezeichneten GJeiohnn gen  (Ib),  (13)  ohne  weiteres 
zutrifft  Denn  da  die  i«  (.j  gerade  Funktionen  der  y  smd  wird  das  volle  System 
der  rationalen  ganzen  Funktionen  der  e  7  die  bei  den  168  unserer  Gruppe  ent- 
ipreehenden\eitauschungeii  ungeandert  bleiben  durch  ftiyi  '^ein)'  ^'n(p)  gebildet, 
und  diese  treten  in  den  Koeffizienten  \on  (H)  ( 13)  ja  unmittelbar  hervor.  Dagegen 
versigt  im  au^igeaeiehneten  Falle  die  rationale  Darstellung  der  (7),  (7)  durch  die 
vorhergehenden  Koeffizienten  E?  hegt  hier  kern  Widerspruch  zu  den  allgemeiaen 
Angaben  -vcn  Goidin  voi  insofern  die  hetreftenden  \on  ihm  berechneten  rationalen 
ausdrucke  im  be=onderen  Falle  in  der  Gestalt  q  eranheinen 

In  dem  rechnerischen  Nachweii  der  leiden  hinsichtlich  unserer  Gleiohungea  (16) 
ajigegebenen  hatze  hegt  eine  erste  Leistung  der  Ooidanschen  Arbeiten.  (Vgl.  Math. 
Annalen  Bd  20  Nr  V  ^6  b  528—52^  und  Bd  25  Kr  \I  9.460.)  Wir  werden 
auf  die  Einzelheiten  dieser  außerordentlich  umfaiigreichen  Rechnungen  nicht  eingehen, 
bemerken  iber  daß  sie  von  Gordan  m  zweierlei  Foim  gefuhrt  werden,  nämhch 
tpmui    und  wenn  die=er  Ausdruck  gestattet  ist    seplenar 

'")  Hinsichtlich  des  Beweises  daß  fui  jede  endliche  Substitutionsgruppe  ein 
solchei  System  aus  endlich  viel  Funktionen  e'>:i3tiert  vgl  A  Hurwitz  in  Wobers 
Lehrbuch  der  Algebra  Bd  2  2  Auf!  !?  57  S  225f  und  E  Noether,  Math.  Annalen, 
Bd  77(1915/16)   S  89— 92    „Der  fcndlichkeitsaatz  der  Invarianten  endlicherGruppen". 

")  Die  Frage  ob  es  möglich  ist  oder  mcht  noch  «eiter  herunterzugehen,  d.  h. 
Bieben  rationale  bei  den  168  Permutationen  ungeandert  bleibende  Funktionen  der 
Wurzeln  zu  bilden  zwischen  denen  eine  algebraische  Relation  von  niederem  Grade 
besteht  oder  gar  sechs  unabhängige  rationale  ungeandert  bleibende  Funktionen,  durch 
wekhe  moh  alle  ungeandert  bleibenden  Funktionen  rational  ausdrücken  lassen,  bleibt 
bei  Gordan    mcrled  „t 
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Bei  der  ternären  Behandlung  wird  davon  ausgegangen,  daß  man  jedem  Wcri- 
s3'Btem  von  sieben  Größen  x„,  wie  es  auf  S.  406  meiner  vorauBgeli enden  Arbeit  ge- 
schieht, eine  bei  den  168  Vertäu  sc  hangen  der  Xt  und  c,  ungeändert  bleibende  qua- 
dratieehe  Form  der  y^,  y^,  y^  (kürzer,  aber  weniger  genau  gesagt,  einen  „Kegelechnitt" 
der  y-Ebene)  zuordnen  kann; 

(17)  ft  =  ^:«.Cv, 
oder  auch,  «as  naoh  (14)  und  (16)  dasselbe  ist 

uni  ea  wird  der  tsacliwei  erbracht  daß  sich  das  volle  '^y^m  der  ana  den  it  zu 
bildenden  Aftektfunktionen  deckt  mat  dem  vollen  hvstem  der  simultanen  Invarianten 
die  man  erhalt  wenn  man  neben  den  „Kegeleihmtt  k  die  „Kur\e  Merter Ordnung" 
fa  =  l/iVi+yi  fs+y^^i  stellt")  Dieser  temare  Ansatz  den  C  ordan  in  Math  An 
nalen  Bd  20  Nr  IV  und  V  verfolgt  hat  bietet  den  Vorteil  daß  man  über  die  be 
kannten  temaren  Hilfsmittel  dai  Nebeneinander  von  Punkt  und  Lin  enkoordinalin 
die  allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  überhaupt  die  ternare  Symbolik  verfugt 
also  im  Bereich  der  «blichen  in\ anantentheoretischen  Pechnungen  bleibt  BemetUei 
wff  insbesondere  daß  die  temare  fi^gg  durch  \ ertausthung  der  Punkt  ui  d  In  tn 
koordinaten 

zu  einer  ß  m  erweitert  werden  kann  Übertragt  man  nun  die  Gleichungen  der 
Kegel "ichnitte  d.  =  0     r»  =  0    in   Linienkooidinaten     eu   kommt   man   auf  die  Formen 

(18)  \'^'  =  ^^y'    "'  +  >'"    '''^^'    <'>)  +  ^\'^(Y      v,v,  +  y'    HOi  +  y    '"i"«! 
[c,  =  a{y'    li  +  y      i'' +  r"- tj)  +  ß  ^ß  <}"    "  h+r'    t, '•1  +  ]  "  %  "  ) 

wodurch  ersichtlich  wird    daß  bei  der  genannten  Korrelation  i   =  y  sich  emfatl    die 
beiden  Reihen  von  Kegelschnitten   (12)    (13)   \ertBUBohen      Ebeneo  vertäu  chen     eh 
die  „KurvevierterOrdnung'-  f^  und  die  „Kucve vierter Klaase"  ^^  unteremander us« 
so  daß  die  ganze  Entwiüklung  einen  heben  Grad  von  bsmmetne  erhalt   —  Hierd  rch 
ist  die  ternare  Behindlimg  unseier  C  leichungen  siebenten  C  rade«  angebahnt 

4    Die,  itiflosung  umerer  Gletchuige»  siebenten  Grades  mtl  Hilfe  let,  Fuadame  U 
prnblema  dei    O,^^ 

Ich   werde   nunmehr  skizzieren     wie   man   in  Anlehnung  an   die   Gordana  I  en 
Ideen    die    Zuruckfuhrung    unserer    Gleichungen    b  ebenten    Grades    aut    das    tem  re 
Pundamentalproblem  der  Gm  und  umgekehrt  die  Darstellung  der  Gleiehung'iwiizfcln 
durch  die  Losungen  desselben  in  verhältnismäßig  einfacher  Form  wiiklich  durcLful  len 
kann      In   §  7   meiner  vorangehenden   Abhandlung  ist   eme  Methode  angegeben     nie 
man  et  ^em   Wertsystem  der  xv  &me  i     Punkt     3 ,    I »    Y,  m  de    We  ee    i  ordnen  kc    n 
daß   die   Y    die   16S   terita  eit   linearen,   'Habituationen    aleiden     uenn  man  dw  xt     h  en 
ISS  Permataitoaen   unterimrjt      An  Stelle   dieses  Prozes  es   werden   wir  in  Anlebnunc 
an  Gordan   einen   anderen   setzen     der  hier  kurz  „Gordanpruzeß"  genannt  »erden 
möge    nm    daß   wir   Punkt    und  Linienkoordinaten  gegenüber  Gordan  \ertau'4i.hf' 
Jy     &a     Cg   «ollen    die   '^ymbole   dreier  „Kegelschnitte''  sem     deren   Koeffizienten 
der  Weise    von    den  Wurzeln  dei    Gleichungen   siebenten  Grades  abhangen     daß    ie 
Formen   bei   gleichzeitiger  Ausübung   der   temaren  bnearen  Substitutionen   aut   du.  y 
und   der    entsprechenden   Permutationen    auf    die    x   ungeindert    bleiben    (kurz   ai 
gedruckt        kovanante   Kegelschnitte" ^     wahrend  ;'     wie   ölen     die     Kur\e   vierter 

^)  Vgl  nieder  das  Analogen  welches  bei  der  Ikosaederthe  iie  im  Problem  1  1 
i  hegt  Dort  wird  /,\  der  binaren  quadratischen  Form  4,  i  +  2'l  ,i.  —  ^  1 
tmare  Ikosaederform  zwölften  Grades  hmzugenommen 
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Klasse"  v^ v^ -r vi v,  +  v^ v^   bedeutet.     Dann   bilden   wir,   in  Anlclinung  an  Gordan, 

die  lineare  Kontravariante 

(19)  v^¥^  +  v^Y^-i-V3Yt  =  VY=Aq,b^c^(bc'j). 

(Vgl.    Mafi.  Annalen,    Bd.  19,    Nr.  HI,   S.  551,    Formeln  (la)  bis  (le)    und    Bd.  20, 

Nr.  IV,  S.  503,  letzte  Formel.)    Schreibt  man  die  Ausdrücke  A^,  b^ ,  Oy ,  wie  as  sich 

hernach  ala  zweckmäßig  erweisen  wird,  in  der  ITorm  an 

i^y  =  (SiS'?  +?iyl  -^liVi)  -v 4^ {ii^y^y^  +^«^3^1  +ffi,yiy3) 
f>y=(qisl  +qiyi  +giyi)  +\[^iqiu^ys  +Ssy3yt  ^qiyiyi,) 
4^i^"y'+9"y^  +  s"ya)  +  '/^i^i'yiyi  +  s"ysyx  +  q"yiys) 

und     setzt    der    Kürie    taiber    vorübergeilend    (i,  k) --- q^' qj.' —  q^q^,   so   ergibt  eich 

nach  (19) 

(^1)  4r,-3J|.(5,6)  +  -^-(l,3)|+-^3,-(5,3) 

+  ?,(1,  4)  +        38(1,6) 

+  !J|'(6,3)+-1-.(5,4)J+        ft-(6,4), 

und  Yj  hiv,  Y^  gehen  hieraus  hervor  indem  man  reehterhand  die  Indizes  von 
g,  q'  q"  lenierfacht  b/w  verdoppelt  Aus  (21)  geht  hervor,  daß  Ay  mifc  hy  oder 
6|  identisch  genommen  werden  darf  ohne  daß  darum  7,,  Y^,  Y^  identisch  ver- 
sehwmden     wahrend  das  GleiehaetKen  von  t^  und  c,y   identisch  Null  liefert. 

Um  diesen  Prozeß  m  möglichst  zweckmäßiger  Weise  anzuwenden,  werden  wir 
nafh  den  niedrigsten  „kovarianten  Kegel Bohuitten"  suchen.  Als  erster  solcher  bietet 
eieli  uns  unmittelbar  dar  _  vi      _ 

fc  =  ^  j;»  c,  =  ^  a;v  Cv  . 

Fuhren  wir  die  mit  geeigneten  Faktoren  versehenen  Lagrangesohen  Ausdrücke  ein; 
so  erhält  k  die  (den  Formeln  (20)  entsprechende)  Gestalt 

i'  =  {Piy!+piyi  +  P4,yi)+'^^{Pe}/'i!/3+P3y(iyi-Fäyiy^)-' 

In  entsprechender  Weise  haben  wir  in  2^  XvO,  =  ^XrC  einen  „kovarianten  Klasscn- 
kegelschnitt"  vor  uns,  den  wir  in  Punktkoordinaten  umsetzen  mögen,  er  heiße  dann  k  . 
Sehließhch  bilden  wir  die  beiden  Formen  ^x^c^  und  ^x^c^,  von  denen  sich 
zeigt,  daß  sie  lineare  Kombinationen  von  k  und  einem  weiteren  kovarianten  Kegel- 
schnitt  k'    sind,  nämlich  bis  auf  einen  Zahlenfaktor 

^xU'-^ßk'  +  alc" 

Zxio.^ak'  +  ßk". 
Wenn  wir  k    und  k     wieder  in  der  Form 

k'  ={pLyl  +v'iyl  -tpiyi)  +'ß{viy2ya  -i-pivayi  +Väyiys) 
k"  =  (vi'yt+v't'yi  +  p"y3)  +  'J^(.p"y^y3->-p"y3yi+pi'yiys) 

16)  Die  volle  Symmetrie  der  Gleichungen  (15)  gibt  sich  auch  darin  kund,  daß 
sieh  aus  den  beiden.  Wnrzelsystemeu  xv,  Xy  nur  ei»  System  von  modifizierten  La- 
grangeschen Ausdrücken  ergibt.     Setzt  man  nämlich  analog 

so  zeigt  sich,  daß  für  jeden  Index.  i.(mod.  7)  Pj  =  p_^  gilt. 
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sfihreiben,  so  liaben  die  Koeffizienten  -p',  p"  die  Werte 


v>.  =  Vä'p!,--^  vi 

Px 

=  ^P.f.-p.V. 

vi  =  P5  Pe  -  -g  P? 

vi' 

1 
=  -^  P5  P«  -  Ps  Pl 

1 

v" 

^vt"'"'^^^^^^ 

l 

Vs  =  -j^V^Vs    -Pip5 

v" 

=  ViV^-i^Pl 

,        1 
Vs  -  -J^  P2  Pi  —  Vi  Pa 

p" 

^-fiPx-i^Pt 

Pi=J^P,P^-PiP, 

Ps' 

^PiPt-irP«  ■ 

V2' 

Es  entsteht  also  p^'  aus  p^^,  indem  rechterhand  alle  p^  durch  p_^  ersetzt  werden. 
Nun  Bind  in  (19)  für  aI,  6^,  Cy  die  Formen  i,  S',  k"  in  irgendeiner  Reihen- 
folge und  eventuell  Viel  fach  heit  einzutragen,  d.  h.  in  (21)  die  Größenreihen  q.,  q^',  q^" 
durch  die  Größenreihen  p^,  p!,  p!'  in  der  betrefienden  Reihenfolge  und  Vielfachheit 
zu  ersetzen.  Bie  wirkliche  reohneriBche  Durclifülirniig  liefert  folgendes  ErgebniB: 
Die  Formel  (21)  ergibt 

1.  mit  Ay  =  by  =  k,      e§  =  k         (also  q^  =  q!  =  f^i  q^'  =  pJ') 

einen  „Punkt"   Y[,  Y^,  Y^  der  in  den  p   vom   vierten  Crade   ist 
und  sieh  aus  18  Gliedern  zusammensetzt, 

2.  mit  aI  -~hl  =k ,     o^  =  k     (also  q^  =  3/  =  p/,  g/'  =  Pf) 

einen  „Punkt"  Y'i,  Y^  ,  F3,.der  in  den  p  vom  fünften  Grade  ist 
und  sich  aus  30  Gliedern  zusammensetzt, 

3.  mit  Ay  ~k  ,     by  =k,     c^  ~k       (also  q^  =  p^',  q!  =  p^,  q^"  =  Pf") 

einen  „Punkt"  Y^  ,  Y^  ,   Y^  ,  der  in  den  p  vom  fünften  Grade  ist 
und  sieh  gleichfalls  aus  30  Gliedern  zusammensetzt'"), 

(zugleich  wird  ersichtlich,  daß  die  drei  „Punkte"  Y  ,  Y  ,  7     linear  unabhängig  sind) 

während  die  beiden  zn  1.  und  2.  parallelen  Ansätze 

4.  Ay  =  bii  =  k,     c§  —  k     (also  g^  =  q^'  =  p^ ,  q"  =  p/ ) 

5.  Ay  =  by  =  k  ,  c^  =  k      (alao  q^  =  q!  =  p!',  q"  ~ pj 

identisch  Null  für  alle  drei  Koordinaten  Y  liefern. 

Die  drei  ao  gewormenen  kovuriatds»,  „Punkte",  die  also  in  den  Hf-urzef»  der  Glei- 
chungen (15)  bzia.  den  Qrad  4,  5,  5  haben,  lege  man  als  Eckpunkte  eines  neuen  Koor- 
dinatensystems zugrunde,  in  der  Weise,  daß  man  der  DetermiTiante  der  Übergangssubsti- 
littioK  von  vornherein  den  Wert  1  erteät,  was  ohne  weiteres  möglich  ist,  da  die  Deter- 
minante (Y  ,  Y  ,  Y  )  als  Afiektfunktion  rational  bekannt  ist.  In  diesem  neuen  Koor- 
dinatensysteme drücke  man  nun  einerseifs  das  kanonische  fi  =y?^jf*-{-y^'y*  +y*^y* > 

*')  Diesen  „Punkt"  erhält  man  auch,  wenn  man  den  Prozeß  aus  §  7  meiner  vor- 
aMgehenden  Abhandlung  auf  k,  k  ,  k     anwendet. 
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änderet ieits  dte  quadtatiecJte  Form  k  =  ^ 3,Cr(v*)  ~  ^XpCriy")  auf  Das  Resultat 
dieser  Eeehnung  heiße  f(-)  und  t(  )  De  Kot-ffizierUfn,  tmn  f(  )  und  l(z)  m 
dwser  neuen  Dar'^ellvng  werden  dann  offenbar  'jokhe  rationalen  Punktionen  der 
Gleiehungawurzeln  x,  sein,  die  bei  den  Ibb  Permutationen  ungeandert  bleiben,  und 
lasse«,  a*cÄ  folglich  naeh  Gtirdans  Hauptsatz  a!s  jaüonale  Funhtton'n  unserer  GUi- 
chungskoeffizienlen   (*1    (t)  beiechiten    »as  im  einzeloen  durchzuführen  bleibt. 

Gordan  selbst  hat  der  „tvpisfhen  Darstellung"  von  /j  und  k  ein  weniger 
günstiges  Dreiei.k  zugrunde  gelegt  de^ssen  Ecken  Koordinaten  haben  die  in  den 
X  bis  zum  Grade  b  7,  7  ansteigen  Das  ist  dadurch  zu  eiklaren  daß  er  nicht  von 
>omherein  die  Gleichungen  siebeuten  Grades  zur  Bildung  kovananter  Kegelschnitte 
heranzog  'Ondern  wie  es  seiner  Nalui  mehr  lag  zuerst  das  bystem  der  gemeinsamen 
invarianten  Bildungen  der  ternaren  Form  /j  mit  einem  Kegelschnitt  für  sieh  studierte 
und  so  nui  solche  quadratischen  Formen  zur  Verfügung  hatte  die  sieh  in  dem  ge- 
nannten System  vorfanden  Im  übrigen  hat  er  für  sein  Koordinatensystem  die  ge- 
waltige reoknensohe  Arbeit  der  typischen  Darstellung  \on  f^  und  k  lestlos  durch- 
geführt     (Math   Annalen    Bd  20   Nr  IV   S  ^119  ) 

Ist  die  Darstellung  der  Koeffizienten  von  ((«)  und  l(z)  durch  die  [»),  (») 
ge'jchehen  so  haben  «ir  unmittelbar  Anschluß  an  die  Entwicklungen  des  zweiten 
Teiles  dieser  Bemerkungen  d  h  an  das  impivife  Fandawentalprobie'm  Wir  werden 
nach  der  dort  entwickelten  Methode  etne  lineare  Suhshtvtion.  suchen  welche  f  (z)  in. 
das  kanonische  f  ly*)  zvrvßkverwindi'lt  Die  i»  Abachnitt  2  gegebenen  Formeln 
vereinfachen  sich  >ogar  noch  etwas  weil  wir  f  von  vornherein  so  eingeiichtet  haben, 
daß  seine  Invaiiante  A  gleich  1  ist  Gle%c'hzeiii^  abti  vetttandelt  sicA  !  (?)  in  einen 
EegelschntU  dei  •y  Ebene,  von  dem,  vni  vnsstn,    daß  e?  mtt 

k  ~  J]xtCv  =  J!x,c  ={p^y^  4-Pij/*  +p4j/ä*  )+-)/2ifiy^y^  +  Pa¥*y*  +  Viy*y*} 
überdnstiinmen  muß,  so  daß  die  Werte  der  f^  anmiUelbar  abzulesen  sind.  Die  Wurzeln 
x,.,xr  unserer  Gleichungen  ergeben  sich  dann  du  roh  die  Umkehrung  der  Gleichungen  (22), 
nämlich 

I  1%     aiy"  p,-i-r*''P,^r  "Pi)  +  (?(;"' Pfl+r°>a+r'  p) 

Unsere  Gleichungen  sifAenten  Grades  mi  d  demnaüi  tmt  Hilfe  des  tmplt~>len 
Fundamental^nblems  aufgdost  nomit  das  Ziel  das  wir  uns  steckten  erreicht  ist 
Nicht  nur  ist  die  Auflösung  der  Gleichungen  siebenten  (.  rades  aut  das  ternare  Funda 
mentalproblem  zurückgeführt  sondern  es  ist  auch  die  Umkehr  geleistet  und  die 
Wurzein  sind  mit  Hilfe  der  Losungen  des  J  undamentalproblems  wirkhch  angebbar 
Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden  daß  Gordan  die  Methode  mcht 
nur  im  Prinzip  herleitet  sondern  alle  Eechoungen  bis  EU  expliziten  Endformeln  wirk 
lieh  durchfuhrt  und  dies  gilt  auch  iiinsiehtlich  des  von  uns  nicht  befolgten  Teiles 
meines  Weges  der  weiteren  Reduktion  auf  das  Pundamentalproblem  mit  f  0  ver 
möge  emer  akzessonschen  biquadratischen  Iirationalitat 

Ea  bleil  t  noch  ubng  emige  Bemerkungen  über  die  in  der  letzt«n  dei  unseren 
Gegenstand  betrefienden  Gordanschen  arbeiten  (Math  4nn»len  Bd  25  Nr  VI) 
gegebene  septenare  Darstellung  anzu'johließen  Hier  stellt  sich  Gordan  das  ^lei  für 
sjolche  Leser  denen  die  invanantentheoretischen  gyraboliRchen  Methoden  nicht  gj> 
laufig  Kind  eine  Darstellung  seiner  Theorie  zu  geben  „bei  welcher  nur  die  elementaren 
Prozo'i'e  der  gewöhnlichen  Gleichnngstheone  zur  Verwendung  kommen  •jollen''  und 
„bei  welcher  jede  Spur  von  dem  Wege  auf  welchem  ich  die  Resultate  gefunden  habe 
lerwi'Jcht  ist"  Den  Beweis  meines  Satzes  über  die  itfekttunktionen  erreicht  ei  in 
der  Tat  durch  eine  ganz  elementare  konstiuktive  Methode  die  deijenigen  nahesteht 
welche  zum  Beweise  des  bekannten  Satzes  über  die  elementaravmmetrisohen  Funk 
tunen  inj^ewanit  wird     Freilich  werden  die  Formeln  viel  komplizierter   und  to  gibt 
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<  ordan  die  Besultite  zahlreioher  Zniaohenred  nungeii  nur  m  Formelt ibelieo  ao 
de  Hiph.  über  mehrere  Seiten  erstrecken  An  Steile  dei  Peduktion  auf  dts  teniare 
FuDdamentalproblem    tritt    die    Ee  luktion    auf    „auagezeiehnete''    bzw    „kanoniBche 

<  leichungen  siebenten  Grades  das  sind  Gleichungen  deien  Wurzeln  sich  in  die 
Form  (P)  oder  (12)  setzen  lassen  wozu  bei  dea  „kanonischen"  bleichungen  noch 
die  Bedingung  j/'^  +ya2/3  +  ^s^i  =  0  hinzutritt  diese  speziellen  Gleicliungen  werden 
hier  nicht  temar  sondern  durch  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  nnd  Koeffizienten 
charakteri'iert  Zuletzt  wird  die  Reduktion  in  die  ubiiel  e  Form  der  Tsohimhauaen 
Transformation  gesetzt  Dieser  Teil  der  ArVeit  ist  zwar  S  1  ritt  für  Schritt  leicht  ver 
^t-andlich  aber  \  ergebliuh  fragt  der  Leser  warum  dieser  W  eg  emgeschli^en  wird  wenn 
er  nicht  auf  die  temaren  dedankenbildungen  zurückgreift  von  denen  am  Ende  doch 
nicht  jede  Spur  verwischt  ist.  Und  vor  allem,  was  die  Krönung  der  fünf  vorangehenden 
Abhandlungen  bildete,  die  Umkehrung  der  Reduktion  und  endgültige  Berechnung  der 
Gleichu ngs wurzeln ,  fehlt  hier  vollständig,  ohne  daß  darüber  ein  Wort  verloren  wird. 
So  können  wir  leider,  sowohl  hinsichtlich  der  Verständlichkeit,  wie  auch  hinsichtlich 
der  erreichten  Resultate,  diese  letzte  Arbeit  nicht  als  wesentlichen  Fortsehritt 
gegenüber  den  früheren  auffassen.  Sie  ist  charakteristisch  für  Gordane  Arbeits- 
methode in  jener  Epoche,  und  wir  mögen  eine  in  diesem  Sinne  lautende  Äußerung 
M.  Noethers  aus  seinem  Nachruf  auf  Gordan  (Math.  Annalen,  Bd.  75  (1913/14), 
S.  27)  hierhersetzen:  „Gordan  pflegte  einen  Gedankenhöhenweg  in  kloine  Abschnitte 
zu  teilen,  jeden  einzeln  rechneriäch  nach  allen  Seiten  weit  zu  verfolgen  und  möglichst 
ebene  Durchstiche  zu  sehlagen,  um  so  vielleicht  zuletzt  zu  einem  geradesten  Weg 
KU  gelangen.  Die  Darstellung,  die  als  synthetische  noch  den  Weg  rückwärts  zu 
durchlaufen  hatte,  konnte  dann  überraschend  einfach  erscheinen."  K.] 
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LVIU.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen 
sechsten  und  siebenten  Grades. 

[Math-  Annalen,  Rd.  28  (1886/87).] 

Die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades,  die  ich  in  meinen  „Vor- 
esungen  über  das  Ikosaeder  usw."  (Teubner  1884)  zu  zusammenhängen- 
Mer  Darstellung  gebracht  habe,  gestattet  nicht  nur,  wie  ich  ebenda  an 
verschiedenen  Stellen  andeutete,  eine  Übertragung  auf  Gleichungen  vierten 
Grades^),  sondern  ebensowohl  eine  Ausdehnung  auf  [allgemeine]  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades.  Es  ist  der  Zweck  der  nachstehen- 
den Zeilen,  diese  Ai^dehnung  in  ihren  Grundztigen  festzulegen.  Dieselbe 
subsumiert  sich  ihrem  Zielpunkte  nach  unter  die  allgemeinen  Ideen,  welche 
ich  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  15  (1879)  [vgl.  die  vorstehend  abgedruckte 
4bh  LVII]  für  die  Auflosung  beliebiger  algebraischer  Gleichungen  auf 
gestellt  hibe  )     Sie  unterscheidet  sich  aber  von  ihnen  duich  die  konkrete 

M  Vgl  die  Noten  zu  &  HS  2'6  — 25"  =owie  S  360  —  Die  Theorie  der 
Gleichungen  dritten  Cradei  welche  ii.h  in  memem  Ikoaaedeibuch  ebenfalls  mehr 
faiih  berühre  kcmmt  bei  den  nun  im  Texte  zu  entwiLkelitdeii  Verlnltniisen  ah  zu 
einfach,  nicht  in  Vergleii-h 

•^  Siehe  insbesondere  [ö  3')2 — 51)7]  daselbst  sowie  die  Bemerkung  über 
Gieiebungen  sechsten  Grades  auf  S  126  meines  Ikosaederbuobes  —  leb  habe  in 
memen  Seminaren  auch  verschied  entlieh  versueht  die  Aufloauag  der  Gleichungen 
sechsten  Grade'j  mit  der  Zweiteilung  der  h3T)ereIliptieohen  Funktionen  vom  Ge3i,hleLhte 
Zwei  und  insbesondere  der  Theorie  der  aus  ihr  erwachsenden  sog  Boruhardtschen 
Moduln  in  Verbindung  zu  briogen  Man  \  gl  wegen  der  letzteren  Entwicklungen  die  jetzt 
im  Texte  unheruhrt  bleiben,  Reiohardt  m  den  sächsischen  Berichten  von  IBbb  {Ein 
Beitrag  zur  Theorie  der  Gleichungen  sechsten  Grades)  sowie  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  28  (1886/87)  {Über  die  Normierung  der  Borchardtsehen  Modvln  der  hyperdivpli- 
scken  FmiMionen  i)ont  Geschlechte  p  —  2),  ferner  Cole  im  B.  Bande  des  Ämerioan  Jour- 
nal (1886)  {A  Oontriimtion  to  th&  Theory  oj  the  General  Eqtiation  of  Ike  Sixth  Degree). 
[Ich  definiere  die  „Borehardtschen  Moduln"  von  der  Linien geometrie  aus,  nämlich 
als  die  auf  ein  Fundamentaltetraeder  bezogenen  Punktkoordinaten  eines  Knoten- 
punktes der  Kummersehen  Flache,  welche  gemeinsame  Singnlaritätenfläche  der 
durch  die  Gleichungen: 
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Form    des   zu   benutzenden   geometrisch- algebraischen  Prozesses,    der  indi 
viduelle,  nur  bei  n  ^  6  und  m  =  7  vorliegende  Momente  benutzt. 

Die  in  Aussicht  genommene  Entwicklung  spaltet  sich  dena  Wesen  dei 
Sache  entsprechend  in  drei  Teile:  die  Problemstellung,  die  Konstruktion 
gewisser  endlicher  Gruppen  quaternärer  linearer  Substitutionen,  die  Re- 
duktion der  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades  auf  die  diesen 
Gruppen  zugehörigen  Gleichungssysteme.  Ich  nehme  dabei  überall  auf  die 
für  die  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  geltenden  Überlegungen 
Bezug;  auch  halte  ich,  wie  in  meinem  „Ikosaederbuoh",  [vgl.  auch  meine 
Ikosaederarbeit  in  den  Math.  Ännalen;  Ed.  12  (1877)  =  Abh.  LIV]  daran 
fest,  die  in  Betracht  kommenden  algebraischen  Prozesse  durch  geometrische 
Konstruktionen  einzuleiten.  In  der  Tat  ist  zunächst  meine  Absicht,  meinen  ■ 
eigenen  Gedankengang  genau  so  darzulegen,  wie  er  mich  zu  den  in  Betracht 
kommenden  Resultaten  geführt  hat,  e?  mag  späteren  Darstellungen  vor- 
behalten bleiben,  diese  Resultate  die  ihrer  Katur  nach  rein  algebraisch 
sind,  auf  rein  algebraischem  Wege  zu  entwickeln. 

Hierzu  noch  eine  kleine  Bemerkung  Das  Attribut 
welches  ich  in  der  Überschrift  den  zu  untersuchenden  Gleichungen  S' 
und  siebenten  Grades  beilege,  soll  sich  darauf  beziehen,  daß  die  genannten 
Gleichungen  keinen  besonderen  AfEekt  zu  besitzen  brauchen,  ihre  Gruppe 
also  so  umftßaend  vorausgesetzt  wird,  wie  möglich.  Es  wird,  wie  ich  hoffe, 
kein  Mißverständnis  erzeugen,  wenn  ich  des  weiteren  im  Texte  das  Wort 
„allgemein"  gelegentlich  in  anderer  Bedeutung  gebrauche,  indem  ich 
nämlich  Gleichungen  allgemein  nenne,  deren  Wurzeln  fr  ei  veränderliche 
Größen  sind. 


gegebenen  „koafokalen"  Schar  von  Linienkoniplexen  zweiten  Grades  ist.  Vgl.  dazu 
die  Abh.  II  in  Bd.  1  dieser  Gesamtausgabe;  vgl.  femer  die  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  ganzen  Theorie,  welche  Eeichardt  In  Anknüpfung  an  meine  Seminai'- 
vorträge  von  1885/86  in  seiner  Leipziger  Diesertation  gegeben  hat  ( t)her  die  Dar- 
stdhtng  der  Kummer  sehen  Fläche  durch  hyperdliftiaehe  Funktionen,  Nova  Acta  Leo- 
poldina, I,  Halle  1887),  Vertanaoht  man  die  Linienkoordinaten  x,  auf  alle  Weisen 
und  kombiniert  damit  beliebige  Vorzeich  eil  Wechsel  der  Xi  (wie  dies  beiläufig  schon  in 
Abb.  L  geschehen  ist),  so  erhält  mau  eine  Gruppe  von  11530  Kolli neationen  und 
ebenso  vielen  dualistischen  Transformationen  des  dreidimensionalen  Raumes.  Die  so 
entstehende  quaternäre  Kollineationsgruppe  nenne  ich  die  Gruppe  der  Borohardt- 
sehen  Moduln;  ihr  volles  Formensystem  hat  in  der  Folge  Masohke  aufgestellt  (Bd.  30 
der  Math.  Annaien,  1887/88).  Cole  hat  sich  a.  a.  0.  damit  besohäftigt,  eine  lineare 
Differential gleichuag  vierter  Ordnung  aufzustellen,  der  die  Borohardtschen  Moduln 
in  bezug  auf  einen  Koeffizienten  der  Gleichung  sechsten  Grades  genügen,  deren 
Wurzeln  die  Äj  sind.  Wegen  weiterer  hierbei-  gehöriger  iJteratur  siehe  die  Nr,  23 
des  bereits  oben  (S,  361)  genannten  Enzyklopädieattikels  von  Wiman.  Meine  end- 
gültige Auffassung,  daß  man  das  hier  vorliegende  transzendente  Problem  ohne  den 
Umweg  über  die  Borohardtschen  Moduln  direkt  mit  den  hyperellipMsehen  Funktionen 
lösen  kann,  hat  Burkhardt  in  den  Math.  AimaJen,  Bd.  35  (1889/90),  8,277/278,  dar- 
gestellt.    K.J 
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r.  Die  l^roblemstelliiiig. 

§1- 
Rückblick  aul  die  GleichiiDgen  vierten  und  fünften  Grades. 

Der  Ausgangspunkt  für  die  in  meinem  „Ikoaaederbucii"  gegebene 
Untersuchung  der  Gleielivmgen  vierten  und  fünften  Grades  ruht  in  einer 
geometrischen  Diskussion  desjenigen  Gebildes,  welches  durch  die  beiden 
Gleichungen : 

(1)  2Jx.  =  Q,  2]xi^Q 

dargestellt  wird,  wo  n  je  nachdem  gleich  4  oder  gleicl  5  zi  lehnien 
sein  wird.  Um  eine,  möghchst  bequeme  Ausdrucksweise  zu  habei  df  itcn 
wir,  der  ersten  dieser  beiden  Glei  himgen  entspiechend  die  Großen  x  als 
Vierseita -Koordinaten  in  dei  Ebene  bez  als  Funfflach  Koordinaten  im 
Räume.  Wir  haben  dann  \ermoge  der  zweiten  Gleichung  das  eine  Mal 
einen  ausgezeichneten  Kegelsohnitt  üas  andere  Mal  eine  Flache  zweiten 
Grades  (die  , .Hauptfläche  1  vor  uns  die  es  jetzt  nahei  zu  betiathten  gilt 
Ich  werde  dies  hiei  zunächst  für  die  Gleichungen  fünften  Grades  aus 
führen.  Bei  ihnen  richtet  sich  die  Aufmerksamkeit  darauf  daß  die  Flache  (1) 
zwei  Scharen  geradliniger  Eiaeugendei  tragt  'Wu  bemerken  daß  die  ein 
zelne  dieser  Scharen  eine  lationale  Mannigfaltigkeit  ist  und  daß  wir  also 
die  ihr  angehörigen  Erzeugenden  durch  he  Weite  emee  Paiameteis  s  ein 
deutig  bezeichnen  können  dieses  z  ersetzen  wir  n  it  BuoLsicht  aut  die 
späteren  Verallgemeinerui  ge  1  d  iiL,h  dti   Qi  tiei  t  i  zvteiei  \  erhalti  !hi.roßei 

(2)  3  =  2,  :  2,. 

Wir  betrachten  jetzt  diejenigen  Raumkollineationen,  die  den  Vertau- 
schungen der  x^,  . . .,  Xn-t  entsprechen,  und  erkennen,  daß  die  Hauptfläche 
selbst  bei  allen  diesen  120  Kolli neationen  in  sich  übergeht,  die  einzelne 
Erzeugendenschar  aber  nur  bei  den  60  Kollineationen,  die  geraden  Ver- 
tauschungen der  X  korrespondieren.  Die  Größe  z^  :  z^  erfährt  also  bei 
den  60  geraden  Vertauschungen  der  x  60,  notwendig  eindeutige  Trans- 
formationen. Jetzt  sind  eindeutige  Transfofmationen  einer  einzelnen  Größe 
aus  funktionentheoretischen  Gründen  linear.  Wir  finden  also  —  und  bei 
diesem  Resultate  mögen  wir  einen  Augenblick  innehalten  ^,  daß  die 
als  Parameter  der  Erzeugenden  einer  Schar  eingeführte  Größe  z^  :  »g  bei 
den  60  geraden  Vertausckungen  der  x„  eine  Orwppe  von  60  linearen 
Transformationen  erleidet.  Dies  ist  der  eigentliche  Kernpunkt  der  Theorie. 
Daß  die  in  Rede  stehende  Gruppe  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten 
Gruppe  der  Ihosaedersubstitutionen  identisch  ist,  erscheint  als  zufällig  und 
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unweseiitlioh.  In  der  Tat;  wäre  die  Gruppe  linearer  Transformationen, 
welche  s  erfährt,  nicht  schon  anderweit  bekannt,  so  würde  man  alle  ihre 
Eigenschaften  der  au3  (1),  (2)  fließenden  Definition  der  Gruppe  entnehmen 
können. 

Wii  führen  vorab  für  die  Gleichungen  vierten  Grades  die  Überlegung 
bis  zu  demselben  Punkte.  Bei  ihnen  gestalten  sich  die  Verhältnisse  noch 
wesentlich  einfacher.  Statt  der  zwei  Scharen  geradliniger  Erzeugender,  die 
bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  in  Betracht  kamen,  haben  wir  bei 
ihnen  die  eine  Schar  der  dem  Kegelschnitte  (1)  angehörigen  Punkte  ins 
Auge  zu  fassen.  Auch  sie  ist  rational,  so  daß  wieder  das  einzelne  der 
Schar  angehörig e  Individuum  durch  einen  Parameter 

eindeutig  bezeichnet  werden  kann.  Wieder  betrachten  wir  die  ICoUinea- 
tionen,  die  den  Vertauschmigen  der  iCg, . . .,  a:„-t  entsprechen.  Unsere 
Pnnkteschar  geht,  wie  ersichtlich,  bei  jeder  dieser  24  Kollineationen  in 
sich  über,  so  daß  eine  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  Kollineationen 
(bez.  Vertauschungen)  unnötig  wird.  Wir  schließen,  daß  die  durch  (2*) 
bezeichnete  Größe  z^  :  z^  iei  den  24  Vertauschungen  der  x«  eine  Gruppe 
von  24  linearen  Transformationen  erleidet.  Diese  Gruppe  erweist  sich 
dann  hinterher  als  identisch  mit  der  von  anderer  Seite  bekannten  Gruppe 
der  Oktaeder  Substitutionen. 

An  die  hiermit  bezeichneten  Resultate  knüpft  sich  jetzt,  für  »  =  5  und 
n  =  i  übereinstimmend,  die  eigentliche  Problemstellung.  Wir  denken  uns 
x^,  .  ..,x„-i  als  unabhängige  Veränderliche  gegeben  und  verlangen,  zwei 
Größen  z^ ,  z^  so  als  Funktionen  der  x  zu  hestimmen,  daß  der  Quotient 
2j  :  z^  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x  (nämlich 
den  geraden  Vertauschungen  für  n=5  bez.  den  sämtlichen  Vertauaehungen 
für  n  =  4)  die  Ikosaedersubstitutionen  bez.  die  Oktaedersubstitutionen  er- 
leidet. Haben  wir  dies  Problem  erledigt,  so  kann  die  Gleichung  w-ten 
Grades,  von  der  die  x  abhängen,  durch  die  Ikosaedergleichung  oder  Okta- 
edergleiehung,  der  Zj  :  z^  genügt,  ersetzt  werden,  womit  das  Ziel,  um 
welches  es  sieh  bei  diesen  Untersuchungen  zunächst  handelt,  erreicht  ist. 
Die  Oktaedergleichung  enthält  dabei  neben  rationalen  Funktionen  der 
Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  vierten  Grades  nur  diejenigen 
Irrationalitäten,  die  wir  bei  der  Konstruktion  des  betreffenden  z^  :  z^  als 
„akzessorische"  Irrationalitäten  benutzt  haben  mögen,  die  Ikosaedergleichung 
außerdem  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  vorgelegten  Glei- 
chung fünften  Grades. 

Dies  mit  wenigen  Worten  der  Gedankengang,  den  wir  nun  auf  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades  zu  übertragen  suchen  müssen. 
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§2. 
Allgemeiner  Ansatz  für  die  Gleicliiingeii  sechsten  und  siebenten  Orades. 

Dem  Gesagten  genau  entsprechend  beginnen  wir  auch  bei  n  ==  6  und 
)t  =  7  mit  einer  geometris eilen  Untersuchung  des  Gleichiingssystenis : 

{S)  jlx.^0,  ^3:^  =  0. 

Zweckmäßiger  weise  werden  wir  wieder  die  erste  dieser  Gleichungen  als  eine 
zwischen  den  n  Variabelen  x  bestehende  Identität  auffassen  und  dement- 
sprechend die  x^,  . . .,  Xa-i  nicht  nur  als  homogene,  sondern  auch  als  über- 
zählige Punktkoordinaten  (eines  Raumes  von  {n  —  2)  Dimensionen)  deuten. 
Der  Inbegriff  der  Gleichungen  (3)  stellt  dann  eine  in  diesem  Eaume  ge- 
legene quadratische  Mannigfaltigkeit  von  n  —  S  Dimensionen 

dar,  deren  geometrische  Eigenschalten  zu  untersuchen  sind. 

Es  handelt  sich  insbesondere  um  die  in  der  j|/„„a  enthaltenen  linearen 
Bäume  von  möglichst  großer  Dimensionemakl.  Ich  will  einen  solchen 
Raum,  sofern  er  v  Dimensionen'  hat,  mit  R^  bezeichnen.  Für  n  =  4,  5 
hatten  wir  auf  der  Mn-<i:  co^  Bq  (d.h.  Punkte),  bzw.  zwei  Scharen  von 
oo^  Ä,  (d.  h.  gerade  Linien).  Für  w=  6,  7  ergibt  die  allgemeine  Theorie 
der  quadratischen  Mannigfaltigkeiten,  auf  welche  ich  hier  nicht  näher  ein- 
gehe, auf  die  ich  übrigens  zum  Schlüsse  der  gegenwärtigen  Arbeit  noch  ein- 
mal zurückkomme  ^ ),  den  folgenden  Satz,  der  die  Grundlage  unserer  weiteren 
Entwicklungen  zu  bilden  hat: 

Die  Jl/J '  enthält  co^.ßj,   die  -M4 '  zicei  Scharen  von  co^ß^. 

Bei  n  ^  4  und  k  =  5  konnten  wir  uns  nun  des  weiteren,  was  die 
Kinfühung  des  Parameters  3j  :  z^  und  sein  Verhalten  bei  den  Vertauschungen 
der  X  angeht,  auf  funktionentheoretisohe  Gründe  stützen.  In  Anbetracht 
der  vielen  Möglichkeiten,  welche  die  Funktionen  mehrerer  Variabler  dar- 
bieten, in  Anbetracht  ferner  der  Unkenntnis,  in  welcher  wir  uns  betreffs 
dieser  Möglichkeiten  befinden,  erscheint  eine  gleiche  SchluSweise  bei  n  >  5 
unstatthaft.  Trotzdem  gelton  für  n  =  6  und  n  =  7  Beziehungen,  welche 
genau   den   für   n  =  4  und  n  =  b   aufgestellten  Sätzen  entsprechen.     Wir 

']  Vgl.  Oayley  im  13.  Bande  des  Quarteriy  Journal  (1873):  On  tke  s^iperlines 
of  a  qTiadric  svrface  in  f-ve-dimensional  space  [=  Werke  Bd.  IX,  8.  79^,  Veronese 
im  19.  Bande  der  Math.  Annaleu  (1881);  Sehandlwng  der  projektiven  Verhältnisse  der 
Säume  von  verschiedenen  Dimensionen  iisw.,  Segre  im  86.  Bande  der  Memorie  der 
ruriner  Äfeademie,  ser.  11  (1884):  Stvdio  svÜe  quadriche  in  uno  spa^  lineare  ad  -an 
numero  gualunque  di  dimensioni.     [Siehe  auch  Bd.  1   dieser  Äusgahe,  S.  415. j 
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entnehmen  dies  den  Entwicklungen  einer  scheinbao:  fremdartigen,  von  an- 
derer Seite  bekannten  Disziplin,  nämlich  der  Liniengeometrie.  Ich  will 
die  Einzelheiten,  die  hier  in  Betracht  kommen,  erst  im  folgenden  Para- 
graphen besprechen  und  mich  hier  mit  der  Angabc  des  Resultates  begnügen. 
Die  Sache  ist  die,  da^  man  bei  w  =  6  die  dreifach  unendlich  vielen  B^ 
und  bei  n  =  7  die  dreifach  unendlich  vielen  Jt.^  der  einen  (beliebig  aus- 
zuwählenden Schar)  genau  so  durch  vier  Verhältnisgrößen 

(4)  z.  :  z-,  :  2.  :  2, 

festlegen  kann,  wie  dies  bei  m  =  4,  5  hinsichtlich  der  bei  ihnen  in  Betracht 
kommenden  einfach  unendlich  vielen  Räume  durch  die  zwei  Verhältnis- 
größen Zj  :  Sg  geschah.  Einmal  ist  die  Beziehung  zwischen  den,  linearen 
Jtä/amen  und  den  Wertsystemen  der  z.^:  z^:  z^:  z^  ditrckaus  eindeutig, 
andererseits  erfahren  die  z  bei  den  Vertausckungen  der  x,  oder  doch,  für 
n=  7,  bei  den  gnaden  Vertatischungen  der  x,  lineare  Transformationen. 
Offenbar  sind  die  Gruppen  linearer  Transformationen  dec  z,  welche  auf 
diese  Weise  entstehen  und  die  6 !  bez.  7 !  ;  2  Operationen  enthalten,  das 
genaue  Analogen  sju  den  bei  m  ^  4  und  n  =  ö  auftretenden  Oktaeder-  und 
Ikosae  dergtupp  en . 

An  diese  Sätze  knüpft  nun  sofort  die  weitere  Problemstellung.  Ks 
wird  sich  darum  handeln,  aus  n  beliebig  vorgegebenen  Größen  cc^,,  . . . ,  x^-i 
(mag  m  =  6  oder  n=^l  sein)  vier  Funktionen  3^,  z^,  Sg,  z^ 
zusetzen,  daß  die  Verhältnisse  z^  :  s.^  :  z-^'-Zi  bei  den  in  Betracht  k 
den,  soeben  näher  bezeichneten  Vertauschungen  der  x  die  zugehörigen 
linearen  Transformationen  erfahren.  Wir  erreichen  dann,  daß  wir  die 
Gleichimgen  sechsten  imd  siebenten  Grades  durch  ein  „Oleichungssystem 
der  s"  ersetzen  können,  w^  im'  Sinne  der  anderweitig  entwickelten  Ge- 
sichtspunkte als  der  erste,  bei  den  genannten  Gleichungen  anzustrebende 
Fortschritt  erscheint*).  Diese  Gleichungssyateme  (deren  nähere  Eigen- 
schaften zu  untersuchen  bleiben)  sind  das,  was  jetzt  an  Stelle  der  Okta- 
eder- und  Ikosaedergleichung  tritt. 

Der  Analogie  folgend  werden  wir  nicht  anders  erwarten,  als  daß  in 
den  Ausdrücken  der  z  durch  die  a;  akzessorische  Irrationalitäten  auftreten 
müssen.  In  den  Koeffizienten  dei  z  igehongen  Gleit"  hung'.systems  kommen 
neben    rationilei    Funktionen    dei    h.o effizienten   dei    jeweiK   vorgelegten 

')  Vgl.,  auch  wegen  der  Ausdrucks  weise  die  bereite  genannte  Hh  LVII  owie 
mein  Ikosaederbuch  b  12  126  [Die  »eitere  algebraische  Behandlung  »le  sie  für 
die  Gleichungen  fünften  Grades  bzw  die  Gleichungen  siebenten  Grades  welche  eine 
Gruppe  von  168  Substitutionen  beatzen  m  den  vorstehend  abgedruckten  Abhani 
lungen  LIV  nnd  LVn  gegeben  wurde  ist  m  dem  vorliegenden  Falle  sow  e  in  den 
folgenden  Abh    LIX— LXI  bislang  nur  erst  teilweise  durchgeführt      K] 
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Gleichung  diese  akzessorischen  Irrationalitäten  dann  selbstverständlich  eben- 
falls vor.  Außerdem  wird  im  Falle  n  =  7  auch  noch  die  Quadratwurzel 
aus  der  Diskriminante  der  vorgelegten  Grleichung  auftreten,  insofern  ja  für 
n^  7  bei  der  Definition  des  Gleichungssystems  der  s  nur  die  geraden 
Vertauaehungen  der  x  in  Betracht  gezogen  werden. 


II.  Definition  der  Parameter  s  und  der  zugehörigen  ijiiatei'näi'en 
Substitut!  onsgruppcn. 

§3. 
Allgemeines  über,  den  Zusammenliang  der  x  und  der  s. 

Um  den  Zusammenhang  zwiachen  den  x  und  den  z,  den  ich  bezeich- 
nete, am  einfachsten  zu  erfassen,  müssen  wir,  wie  bereits  gesagt,  an  die 
Elemente  der  Liniengeometrio  anknüpfen.  Wir  beginnen  dabei  mit  den 
g,  die  wir  als  homogene  Pimktko ordinalen  des  gewöhnlichen  Baumes  deuten, 
und  suchen  von  ihnen  aus  durch  Vermittlung  der  sechs  homogenen  Koor- 
dinaten der  Raumgeraden  zu  Größen  X  zu  gelangen,  die  den  Relationen  {3} 
genügen.  Erscheint  dieser  Wog  manchem  Algebristen  fremdartig,  so  sei 
daran  erinnert,  daß  alles,  was  wir  über  die  linearen  Räume  auf  dreifach 
und  vierfach  ausgedehnten  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  wissen,  ur- 
sprünglich auf  eben  diesem  Wege  erschlossen  wurde^). 

Wir  werden  die  Raumgerade  hier  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
z,  s'  definieren.  Als  Koordinaten  der  Raumgeraden  erscheinen  dann  zu- 
nächst die  sechs  Unterdeterminanten: 

{■»,„  =  3,  So'  —  z'za,     p,^  =  z,  zl  -■  z',z„,     p,,  =  z,z'~-  z[z., 
P34=SsSi-33S„       P,^^Z^Z^-Z^Z,,      p,3  =  2-lS3-2a23. 

zwiachen  denen  die  quadratische  Relation  besteht: 

(6)  Pia Psi  +  Pia  P4'i  +  Pu  Pn  =  ^' 

weiter   aber   irgend   sechs  linearunabhängige  lineare  Funktionen   der  p^^: 

(7)  ?..{„...,{., 

zwischen  denen,  der  Formel  (6)  entsprechend,  eine  quadratische  Gleichung 
statthaben  wird,  die  wir  folgendermaßen  bezeichnen: 

(8)  fi(f.,{.,....{.)-0.  . 

Vermöge  geeigneter  Wahl  der  |  kann  dieses  Q  jede  beliebige  quadratische 


^)  Vgl.  Cayley,  a.a.O.  [Weitere  Entwicklungen  brachte  die  bereits  in  Bd.  1 
dieser  GeBamtauBgabe  abgedruckte  Abb.  XIII:  Ztir  geometrischen  Deutung  des  Abet- 
schen  Theorems  der  hypereUipiiacheH  Integrale,  die  in  Bd.  28  (1886/87)  der  Math,  Annalen 
an  die  hier  abgedruclite  Abb.  LVIII  unmittelbar  anschließt.    K.] 
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Form  der  beigesetzten  Argumente  werden,  die,  gleich  der  linken  öeite 
von  (6),  eine  nicht  voisoh windende  Determinante  besitzt:  aus  den  Koeffi- 
zienten von  n  achließen  wir  auf  die  georaetriachGn  Beziehungen  der  durch 
Nullaetzen  der  einzelnen  i  dargestellten  linearen  Komplexe*). 

Hiermit  sind  nun  die  Wertsysteme  sechs  homogener  Variabler  |,  die 
einer  quadratischen  Gleichung  (8)  von  angegebener  Beschaffenheit  genügen, 
zu  den  Wertsystemen,  welche  vier  homogene  Variable  z  durchlaufen,  in 
eine  bestimmte  Beziehung  gesetzt,  und  eben  diese  Beziehung  ist  es,  die  in 
geeigneter  Weise  spezifiziert  den  Zusammenhang  zwischen  den  Größen  x 
und  z  des  vorigen  Paragraphen  aufdeckt.  In  der  Tat  entsprechen  die 
Punkte  des  Raumes,  wie  hier  nicht  näher  auszuführen  ist,  wenn  wir  die- 
selben als  Strahlcnbündel  auffassen,  genau  den  dreifach  unendlich  vielen 
Äg  der  einen  Art,  welche  die  durch  (8)  vorgestellte  JI/b^'  enthält  (während 
die  Ebenen  des  Raumes,  insofern  wir  sie  als  Ueradenf eider  auffassen,  den 
dreifach  unendlich  vielen  B.^  der  anderen  Art  korrespondieren).  Oder  auch, 
wenn  wir  zu  (8)  irgendeine  lineare  Gleichung  hinzunehmen: 

(9)  2^a,|.  ^0 

und  uns  so  auf  die  geraden  Linien  eines  bestimmten  linearen  Komplexes 
beschränken,  so  entsprechen  die  Punkte  dea  Raumes  den  dreifach  unendlich 
vielen  B^,  welche  die  durch  (S)  und  (9)  vorgestellte  iWg^' enthält ;  läuft  doch 
von  jedem  Eaumpunkte  aus  ein  bestimmtes  dem  Komplexe  (9)  angehöriges 
Strahlenbüschel ! 

Um  dies  jetzt  in  bezug  auf  die  x  näher  auszuführen,  nehmen  wir 
erstlich  w  =  6 .  Wir  werden  dann  die  x^,,  ...,x^  mit  den  f^ ,  . . . ,  ^i,  und 
die  zwischen  den  x  bestehende  quadratische  Gleichung  des  vorigen  Para- 
graphen, die  ich  hier  mit  neuer  Nummer  noch  einmal  hersetze: 

(10)  2"»=;  =  » 

mit  der  Gleichung  (8)  identifizieren  können.  Die  x^,  bedeuten  dann,  gleich 
Null  gesetzt,  in  bekannter  Weise  solche  sechs  lineare  Komplexe,  welche 
wechselseitig  in  Involution  liegen.  Jetzt  sollte  zwischen  den  x„  auch  noch 
die  lineare  Gleichung  statthaben: 

(11)  ^x,._^Q, 

die  wir   mit  Gleichung  (9)   parallelisieren.     Ich   werde    den    durch    diese 

ä)  Vgl.  meinen  Aufsatz  in  Bd.  3  der  Math.  AnnaJen  (1869/70)  [in  Bd.  1  dies^j- 
Gesamtausgabe  als  Abh.  III  abgedruckt]:  Die  allgemeine  lineare  TransjormaHon  der 
Linienkoordiuaten.     Wir  benutzen  diesen  später  noch  wiederholt. 
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Gleichung  dargestellten  Komplex  den  Einheitskomphx  nennen.  Hiemach 
sind  die  Wertsysteme  x^, ,  welche  im  Falle  m  ^=  6  den  Gleichungen  ( 3 ) 
des  vorigen  Paragra/phen,  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Gleichungen  (10) 
und  (11)  gen^ügen,  durch  die  Geraden  des  Einheitskomplexes  vorgestellt; 
die  z  aber,  die  tcir  einzuführen  hohen,  werden  nichts  anderes  sein,  als 
irgendwelche  Tetraederhoordinaten  der  Kaumpunkte.  Wix  begnügen  nna 
hier  vorab  mit  dieser  allgemeinen  Aussage;  ein  bestimmtes  Koordinaten- 
system zur  Festlegung  der  zwischen  den  x  und  den  a  bestehenden  analy- 
tischen Beziehungen  werden  wir  erst  im  zweitfolgenden  Paragraphen 
definieren. 

Sei  femer  ?i  —  7.  Statt  der  sechs  Koordinaten  fj,...,^^  und  der 
einen  für  sie  geltenden  Gleichung  ( 8 )  haben  wir  dann  sieben  Größen 
Xi^,...,Xi^  und  zwei  zwischen  ihnen  bestehende  Relationen; 

{J2)  Z^'=^^'         2^^^  =  o- 

Offenbar  brauchen  wir  hier  nur  das  eine  x,  etwa  x^,  vermöge  der  ersten 
dieser  beiden  Relationen  aus  der  zweiten  zu  eliminieren,  um  die  übrigen 
X,  also  x^,...,x^,  als  Spezialfall  der  ^j,...,fg  betrachten  zu  können; 
mit  anderen  Worten:  wir  haben  Xf,,...,Xf^  ah  übersählige  Linienkoordi- 
naten aufzufassen.  Hiemach  repräsentiert  jedes  den  Gleichungen  (12) 
genügende  W&^tsystetn  der  x  eine  Eaumgerade;  die  Großen  z  aber,  die 
wir  in  Aussicht  nehmen,  werden  wieder  nichts  a/nderes  sein,  als  irgend- 
welche Tetraederkoordinaten  der  Baumpunkte.  Bestimmte  Formeln  für 
den  Zusammenhang  der  x  und  der  z  sollen  wieder  erst  im  zweitfolgenden 
Paragraphen  aufgestellt  werden^). 

M- 

L'ber  das  Verhalten  der  s  bei  den  in  Befraeht  kommenden 

Vcrtauschungen  dor  x. 

Die  zwischen  den  Größen  x  und  z  bestehende  Abhängigkeit  ist  durch 
die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  hinreichend  definiert,  so  daß  wir  jetzt 
schon  den  Beweis  erbringen  können,  auf  den  ee  vor  allen  Dingen  ankommt, 
daß  sich  die  z  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vcrtauschungen  der  x 
linear  iransfomderen.  Wir  haben  zu  dem  Zwecke  den  liniengeometriachen 
Satz  zugrunde  zu  legen,  den  ich  zuerst  [in  der  früher  abgedruckten  Abh.  L, 

■)  [  Welche  besonderen  Konfigurationen  in  den  beiden  Fäjlen  bei  den  Vertau- 
sehimgcn  der  :Ei  entstehen,  hat  fürn  =  6  u.  ».Veronese  untersucht  {Sui  gruppi  P^^,  11,^ 
ddla  figura  dt  sei  eomplesai  lineari  di  rette  dve  a  due  in  invi^'unone,  Ännali  di  Ma- 
t«matiGa,  ser.  II,  1. 11,  1883)  und  für  n  =  7  Maschke  {Über  eine  merkwürdige  Konfi- 
guration gerader  Linien  im  Saame,  Math.  Annalen,  Bd.  86,  1889,90).] 
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(1871),  S.  272]  mitteilte,  daß  nämlich  jede  lineare  Substitution  der  Linien- 
koordinaten ^^,  . . .,  1^,  bei  welcher  die  in  (8)  benutzte  quadratische  Form  Q 
in  sich  übergeht,  eine  Kollineation  oder  eine  dualistische  Umformung  des 
i  bedeutet,  und  zwar  das  eratere  oder  das  aweite,  je  nachdem  die 
!  Substitutionsdeterminante,  deren  Quadrat  notwendig  =  1  ist, 
gleich  -|- 1  oder  gleich  —  1  gefunden  wird.  Des  näheren  müssen  wir 
wieder  zwischen  den  Fällen  n  =  (i  und  m  =  7  unterscheiden. 

Im  Falle  ?i=^7,  der  sich  hier  unmittelbar  erledigt,  ersetzen  wir  im 
Ausspruche  unseres  Satzes  fj  etwa  durch  x^,  i^  durch  x^,...,^^  durchs;^, 
und  bemerken,  daß  jede  gerade  Vertauachung  der  sieben  Größen  x^,  x^,  ...,x„ 

vermöge  der  Eelatun  '  r„=n  aif  eme  Imeare  Substitution  der  a;^ ,  ...,a;„ 
von  der  Determ  nante  +1  zurückkommt  Daher  entsprechen,  wie  es  be- 
hauptet wurde  den  -j  geraden  Vertaubchungen  der  x  ebenso  viele  Kolli- 
neationen  des  Raumes  d  h  Imeaie  Tiansformationen  der  z^  :  z.^  ;  z^  :  s^. 
Genau  so  entsprechen  den  —  ungeraden  Vertauschungen  der  x  eine  gleiche 
Zahl  dualisti''chei  Umfoimangen  de'!  Raumes,  —  eine  Bemerkung,  die 
zwar  im  Augenblicke  m  ht  m  Betnuht  kommt,  au£  die  wir  aber  später 
zurückgreifen  werden 

Im  Falle  Ji  =  b  beginnen  wii  mit  einer  ganz  ähnlichen  Überlegung, 
indem  wir  die  sechs  m  die&em  Falle  vorhandenen  x  der  Reihe  nach  den 
i^,...,ig  unseres  limengeometriachen  Satzes  entsprechend  setzen.  Wir 
finden  dann  genau  wie  im  Falle  w  =  7  daß  die  geraden  Vertauschungen 
der  X  KoUineationen  bedeuten  die  ungeraden  aber  dualistiseihe  Umfor- 
mungen des  RaUTne^t  Nun  haben  wu  uns  aber  nicht  mit  sämtlichen 
Raumgeraden  zu  beschäftigen  sondern  nur  mit  denjenigen  des  Einheits- 
komplexes. Irh  sage  daß  uii  mit  Rücksicht  hierauf  die  360  dualisti-. 
sehen  Umformwngen  die  ton  getade  fanden,  diM'ch  ebenso  viele  neue 
KoUineationen  ersetzen  können 

Ehe  ich  dies  ausfuhie  muß  ich  zwei  Vorbemerkungen  machen  hin- 
sichtlich deijenigen  dualisti  =<ehen  Umformung,  die  durch  den  Einheitskom- 
plex  als  solchen  gegeben  ist  iie  namhch  jeden  Punkt  durch  die  Ebene 
ersetzt,  die  ihm  im  Einheitskomplexe  entspricht. 

Es  handelt  sich  zunachbt  um  die  Darstellung  dieser  Umformung  in 
Linienkoordinaten  x  Um  sie  zu  hnden  haben  wir  ofienbar  die  Koordi- 
naten x'  derjenigen  Lmie  zu  berechnen  welche  irgendeiner  Linie  x  in 
bezug  auf  den  Emheitsl  omplex  als  konjugierte  Polare  zugeordnet  ist.  Dies 
gibt  uns  auf  Giui  d  bekmntei  Regeln  die  Formel: 

(13)  »=.=-». --12"«, 
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wo  ich  die  absoluten  Werte  der  x'  so  bemessen  habe,  daß  irgendwelche  x, 
die  der  Gleichung  des  Einheitskomplexes  geniigen  (^3;'=0),  überhaupt 
keine  Umänderung  erleiden.  Wir  konstatieren  leicht,  daß  die  Operation  (13) 
die  Periode  Zwei  besitzt. 

Zweitens  will   ich   die  Formel  (13)  mit   irgendwelcher  Vertauschung 

der  x: 

x'i  ==  x^_ 
kombinieren.     Wir  finden 
(14)  xl^x„-j^x 

und  zwar  unabhängig  von  der  Reihenfolge,  in  welcher  die  Zusammen- 
setzung der  Operationen  geschieht,  so  daß  also  die  Operation  (13)  mit 
irgendwelchen  Vertauschungen  der  x  pecrautabel  iat. 

Die  nähere  Durchführung  der  Umsetzung  unserer  360  dualistischen 
Transformationen  knüpft  jetzt  unmittelbar  an  (14)  an.  Ist  Xi  ~  x«  un- 
gerade, also  eine  dualistische  Transformation,  ao  bedeutet  (14)  eine  Kol- 
lineation.  ÜTisere  Verabredung  sei  jetzt  einfach,  daß  wir  diese  durch  (14) 
gegebene  Kollineaiion  in  der  Folge  der  Vertauschung  x,'  =  x>,  entsprechend 
setzen  vmllen. 

Um  diese  Verbindung  als  berechtigt  erscheinen  zu  lassen,  bemerken 
wir  erstlich,  daß  die  Transformationen  (14)  auf  die  Geraden  des  Einheits- 
komplexes (dessen  Gleichung  ^x  =  0  ist)  ebenso  wirken,  wie  die  Ver- 
tauschungen der  X  selbst.  Wir  zeigen  femer,  daß  die  neuen  Operationen 
mit  den  geraden  Vertauschungen  der  x  zusammen  eine  Gruppe  von  720 
Operationen  bilden,  und  daß  diese  Gruppe  mit  der  Gruppe  der  720  Ver- 
tauschungen der  X  holoedrisch  isomorph  ist.  Ich  will  zu  dem  Zwecke 
irgendwelche  Kollineationen,  welche  geraden  Vertauschungen  der  x  ent- 
sprechen, mit  C,  G',  . . .  bezeichnen,  dualistische  Umformungen,  die  den 
ungeraden  Vertauschungen  der  x  korrespondieren,  mit  D,  D\  ...,  endlich 
die  Operation  (13)  mit  E.     Dann  ist  nach  dem,  was  wir  sagten: 

S^  =  l,  CE^EC,  DM^ED. 
Infolgedessen  kann  jede  Aufeinanderfolge  von  Kollineationen  0, 
DE,D'E,...  so  umgestaltet  werden,  daß  wir  den  Buchstaben 
schendurch  einfach  weglassen  und  dafür  eventuell  am  Ende  zufügen 
nämlich  die  Anzahl  der  an  der  Zusammenstellung  beteiligten  D, 
eine  ungerade  ist.  Nun  ist  jede  Verbindung  der  C,C,...,  D, 
selbst  eine  C  oder  D,  letzteres,  wenn  die  Anzahl  der  benutzten  D, 
ungerade  war.  Daher  ist  jede  Verbindung  der  G,G  , . . .,  DE,  D' 
selbst  eine  G  oder  DE,  und  unsere  720  Operationen  G,C',.. 
D'E,...  bilden  in  der  Tat  eine  Gruppe.  Die  Übereinstimmmig 
Gruppe  mit  der  Vertauschungsgruppe  der  x  ist  in  dies 


E  zwi- 
1,  wenn 
D\... 
D',..- 
D\... 
E,..., 
.,  DB, 
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selbst  mit  enthalten.  Denn  nicht  nur  erscheint  vermöge  desselben  jede 
Verbindung  der  C,G',...,  DE,  D'  W,  ...  eindeutig  auf  eine  Verbindung 
der  C,  C  ,  . . .,  D  D  bezogen     sondern    die   Beziehung   ist    auch   eine 

solche,  daß  emer  Zuftammenötellung  zweier  Verbindungen  der  einen  Art 
die  Zusammenstellung  dei  entspiethenden  Verbindungen  der  anderen  Art 
entspricht.  Hiermit  nun  smd  unsere  Behauptungen  vollständig  erwiesen. 
Es  wird  kein  Mißverständnis  erzeugen,  wenn  ich  in  der  Folge  schlechthin 
von  den  720  K  llineationen  rede  Jie  „den  Vertausohungen  der  x  ent- 
sprechen". 

§6. 
Formeln  iür  den  Zugammenhang  der  x^  und  der  s. 

Wir  knüpfen  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  den  x  und  den  s  an 
bestimmte  Formeln,  indem  wir  geeignete  einfache  Koordinatensysteme  au- 
grunde  legen.    Wir  wollen   dabei   für  n  =  6  und  n=  7  übereinstimmend 
die  Ausdrücke  des  Lagrange  als  Durchgangspunkt  benutzen: 
{16}  7i„  ^x^  -\-y^Xj_  -\-  y^'  x^  -|-  . . .  -|-  )''""i''a:„_i, 

wo  y  eine  zu  n  gehörige  primitive  Binheitswurzel  bezeichnen  soll  und  v 
die  Werte  0,  1,  . . .,  {n  —  1)  zu  durchlaufen  hat;  wir  erreichen  dadurch, 
soweit  dies  möglich  ist,  einen  gewissen  formalen  Anschluß  an  die  iüvn  =  i 
und  n  ^  5  in  meinem  ,,Ikoaaederbuch"  gegebenen  Entwicklungen. 

Im  Falle  n  —  6,  den  wir  jetzt  näher  betrachten,  will  ich  der  größeren 
Übersichtlichkeit  halber  y  gleich  —  a  setzen,  unter  «  eine  imaginäre  dritte 
Wurzel  aus  Eins  verstanden.  Wir  haben  dann  sechs  Ausdrücke  ?f,. ,  die 
ich  hier  einzeln  herschreibe: 


(17) 


(18) 


.-xo  -=  iK„  +       x^  + 
n^  —  Xt,  —  (f.    x^-\-  0. 
^^9  =  ^n  +  «^  ^1  +  « 
Jig  ^  iCfl  —       x^-\- 

—-  Xf^,  —  a''  x^ -\- a    i 
Aus  ihnen  folgt  durch  Auflösung: 
'  6  a^o  -^  jTo  +      Jii  + 

6x,  =  ^o  +  «  ''.  +  « 

6  **  =  %  +  K^  ^1  +  « 
.  6  a;^  =  Jid  —  ß   :;ri  +  « 


X^   "T  ^;l   +  ^4    A  "'s 

a;^  +  aig  +  a'-'  x^  -f-  k  x^ 
iCg  —  aig  +  ic^  —  x^ 
^3  +  ^3  +  '^  ar^  -)-  K^  X^ 
^3  ~  *s  4-  «^^4  —  «    *5 

-^,  +  K   71^- a'-: 
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UTid  liitiraus: 

(19)  32"»!; -^^4^ +  »,«.  + »,--... 

Wir  schließen  aus  (19),  daß  mr  setzen  können: 
(20) 


iV2      ' 


^i  =  Pw> 


=  Pi^' 


utUer  j)j2 ,  Pij .  - .  ■  gewöhnliche  LinienkoordtJtaten,  also  ünterdetemUnafiien 
von  z,  z'  [Formel  (5))  verstanden.  In  der  Tat  verwandelt  sieh  ja  ver- 
möge dieser  Substitution  die  für  die  Linienkoordinaten  x  geltende  Be- 
dingungsgleichung y,xl  ^=  0  in  die  für  die  p^^  charakteristische  Form"): 
Pia  J'sd  +  Pia  P43  ^  Pn  Pas  =  0  . 

Wir  tragen  jetzt  die  in  (20)  gegebenen  Werte  der  n  in  (18)  ein  und 
haben  damit  folgende  Darstellung  der  x  durch  zwei  Reihen  von  Punkt- 
koordinaten  z,z',  die  weiterhin  zugrunde  zu  legen  sein  'wird*): 


(31) 


?tx.,-- 


/2- 


■Pi2+       Pia-f-       Pi4  + 


■P3t+        Pi^+        V^.^ 


«"P42  +  «    Vt^> 
P43  +       V^z  > 


6a:,  =  ^=--pi3  +  ß'pi3-,L-K    ^>^j  -f-  -— -P3J+«    p,. 


Vä 


-  «    Pia  -+■  K^  2>ii  + 


V2 


*)  Vgl.  wiederum  meinen  Aufsatz  in  Bd  2  der  Math  Annalen  [in  Bd.  I  dieser 
Gesamtausgabe  ais  Abb.  III  ahgedrookt]  ZJie  allgemeine  lineare  Tranajormaiiim  der 
lAnienkoordinoien,  (1871). 

*)  Eine  andere  Darstellung  der  rv,  die  aonst  vielfach  gebraucht  wird  (vgl.  z.B. 
Rohn  in  Bd.  18  der  Math   Annalen  (.l'-Sl),  H   143ft  \  ibt  folgende 

*i-        (Pii  +  Ps   )         "f  =        '/     -^l4  >  2^«=        (Pu  +  Päs). 

!Kt  =-'(j^0-P3l)  i     =-      (p       -ps)  iE^  =  -»(Pl4-pSll)- 

loh  bin  voa  derselben  im  Texte  abgegangen  we  1  bei  ihr  die  Formeln  für  die  Ope- 
ration S  (siehe  unten)  un  ot  g  kompl  z  ert  werden  und  der  Vergleich  mit  den  für 
n  =  7  zu  gebrauchenden  F     n    In  e      hnerfc    r   d 

29" 
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WO  in  tüter  Weise: 

(21«) 

Wir  berechnen  hieraus 


ya-^a;,  =-p,2  +  ; 


80  daß  also  die  Gleichung  des  Einheilskomplexes  folgende  wird: 

(22)  2'iahP34  =  Ö. 

Wir  nehmen  jetzt  n^7.     Indem  wir  die  für  die  x  geltende  lineare 
Gleichung  ^ 

als  identisch  erfüllt  betrachten,  werden  von  den  sieben  Ausdrücken  ji^  (16), 
die  in  diesem  Falle  existieren,  nur  sechs  übrigbleiben,  nämlich  diejenigen, 
welche  »■  =  1,2,  ..,,6  entsprechen.  Vermöge  derselben  drücken  sich  die 
x„  folgendermaßen  aus: 

(23)  7xy  =  y-"n^  -tY~'"'^.i  -i-7"^"Ji3  +  7"*" ^4  +  !■"'"  ^^.^  -r  7"""^« 

U=0,  1,  ...,6;    r-e  '  ). 
Hiemach  wird: 


(24)  l2Jxl-^:z,^,+^ 


Wir  können  also  den  Übergang  zn  den  p^,.  etwa  folgendermaßen  bewerk- 
stelligen^'*). 

(  3i„  =  »,„ ,      jr„  =  ü.o,      n.  =  p., , 

(25)  «/'!.'         s       /-la,         5       /'.!  = 

Die  Ausdrücke  für  die  x>,,  die  wir  weiterhin  zugrunde  zu  legen 
haben,  werden  hiernach  einfach'-'-): 

(26)  7  a:„  =  yp,^  +  y*"?!»  +  r'"'Pu  +  r^'-PM  -r  f"'Pi^.  +  '/"''n^- 

'■")  loh  wähle  die^e  Rejh.enf>lge  um  flie  Firmtln  fiir  dio  x,,  die  ich  sofort  gehe, 
mit  den  sogleich  [aus  der  vorstehend  abgedruckten  Abh  LVII]  zu  zitierenden  Formeln 
möglichst  in  "überem^timmung  au  brmgen 

1')  Ich  möchte  hier  daran  erinnern  daß  ich  ^  hon  [in  Abh.  LVII,  S.  413—414] 
sieben  Komplexe  diesei  Art  betracl  tet  habe  und  zwar  awei  Reihen  solcher  Kom- 
plexe nebeneinander    die  ich  damals  dutch  de  Gleiohungea  darstellte: 

1  gehen,  wie  ich  damals  zeigte,  durch  168  Kollinea- 
in  aioh  über.  Ofienbar  ist  diese  Gruppe  von  168 
Kollineationen  eine  Untergruppe  in  jeder  der  beiden  Gruppen  von  ~  Kollineationen, 
die  im  Sinne  der  jetzt  im  Texte  gegebenen  Entwickinngen  zur  einzelnen  Kwnplex- 
reihe  gehören. 
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Wir  wollen  diesen  Formeln  zum  Schlüsse  noch  eine  kleine  ergänzende 
Verabredung  hinzufügen.  Der  Weg,  den  wir  weiterhin  einschlagen,  zwingt 
uns,  neben  Punktkoordinaten  Zy,  z^,  z,,  z^  auch  Ebenenkoordinaten  w^,  w^, 
w^,  w,  in  Betracht  zu  ziehen.  Setzen  wir  dementsprechend  Linienkoordi- 
naten gui  aus  zwei  Reihen  von  Größen  w  zusammen: 

[27)  Sit  =  iCfwi—  WiWi, 

30  sind  diese  den  Koordinaten  pi„,  welche  dieselbe  Gerade  nach  Formel  (5) 
erhält,  in  bekanntet  Weise  unter  Abä,nderung  der  Reihenfolge  proportional. 
Wir  wollen  nun  festsetzen,  daß  die  gn,  den  entsprechenden  pit  einfach 
gleich    sein   sollen.     Dann   werden   wir  also   folgende  Beziehungen  haben: 

(28)  Pi2  =  2s4.    ?'i8^9'42-    Pi4  =  ?2«'    P34  =  2ia.    P4a  =  ?i3'    Paa  =  9n- 


§6. 

Formeln  lür  die  dnFcli  die  Vcrtauschnngcn  der  x  definierten  linearen 

Transformationen  der  s. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  linearen  und  evtl.  auch  die  dualisti- 
schen Transformationen  hinzuschreiben,  welche  die  Punktkoordinaten  s  auf 
Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  (21),  (26)  den 
in  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x  entsprechend  erleiden.  Wir 
behandeln  diese  Aufgabe  in  der  Weise,  daß  wir  sie  über  das  zunächst 
Erforderliche  hinaus  noch  präaisieren:  wir  worden  nämlich  zusehen,  wie 
man  die  in  die  p.j.  eingehenden  homogenen  Größen  s,,  z^,  Zg,  z^  und  z^, 
zj,  8g,  Zf  (die  hier  immer  als  kogrediente  Größen  betrachtet  werden)  linear 
substituieren  oder  dualistisch  transformieren  muß,  damit  sieh  die  durch 
(21),  (26)  definierten  x  ohne  irgendwelchen  zutretenden  Faktor  in  geeigneter 
Weise  umsetzen.  Wir  erhalten  solcher  homogener  Substitutionen  der  z 
einer  jeden  Umänderung  der  x  entsprechend  selbstverständlich  zwei,  deren 
jede  durch  einen  simultanen  Vor  zeichen  Wechsel  sämtlicher  z  aus  der  anderen 
hervorgeht.  Denn  die  p^^  und  also  die  x  sind  biüneare  Funktionen  der 
z,  z'  und  bleiben  also  bei  einem  Vorzeichen  Wechsel  der  genannten  Arl 
völlig  ungeändert. 

Um  jetzt  die  Durchführung  der  =!o  präzisierten  Aufgabe  zu  beginnen, 
verabreden  wir  daß  wii  wegen  der  ubergioßen  Zahl  der  in  Betracht  kom- 
menden Opeiationen  eiphzite  mir  einige  wenige  Vertauschungen  der'x 
untersuchen  u-ollen,  aits  denen  sich  alle  anäeien  durch  Wiederholung  und 
Kombination  ziteammensetzen  Als  'lolche  fundamentale  Vertauschungen 
wählen  wir  auf  Gnmd  bekanntet  Entwicklungen  die  folgenden  beiden: 
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454  Substitutionsgruppcii  und  Gleichuiigstheorio, 

1.  die  Operation  8,    welche  in   einer   zyklischen  Vertauschung  sämt- 
licher X  entsprechend  der  natürlichen  Reihenfolge  der  Indizes  besteht: 
(29)  S  ^(x^,x^,  ...,  a;„_i), 

2.  die  Operation  T,  welche  «„  mit  x^  vertauscht  und  die  anderen  x 
f  estiäßt : 

30)  T^{Xo,r  )(■>:) 

Im  Falle  re  =  6  sind  Ä  und  J"  b    d 

als  solche  zunächst  dualistische  Umf 

des  Einheitskomplexes  in  Kolline  t   n 

ist  S   eine   gerade,    T  aber  wiel 

halten  also  für  8  eine  KoUineat  t 

die  wir   als  solche  in  Punktkoo   1      t 
schreiben.     Um   dann   die   Kolli      t 
Vertauschungen   der  x   entsprech 
solche  Kombinationen  von  S  un  1  3*        B  t 
T  eine  gerade  Zahl  von  Mahn  b  f    ligt 
Die    so    umgrenzte  Aufgabe      I  i  gt 
natenwahi  und  auf  Grund  einfach 
sonders  komplizierte  Rechnung.     I  I    b  I 
n^  7  nacheinander. 

I.  n^G. 

1.  Die  Operation  8. 

Wir  wollen  hier  von  der  Umsetzung   der  x  direkt  zu  derjenigen  der 
p^jj  übergehen.     Wir  haben  zunächst  die  zyklische  Vertauschung: 

x^^=x^,     x[^=x,,     a:g=iCj,     Xg  =  x^,     xl^^x^,     x^  ^  x^^ 
und  finden  ihr  entsprechend  aus  (21); 

Wir  haben  ferner  für  die  durch  den  Einheitskomplex  bewirkte  Umsetzung 
nach  Formel  (13) 

x:^x.-j2J^^ 
was  vermöge   (21)   für    die    p^j^   besagt,    daß   man  p^^  durch   —  Pg^,    P34 
durch  —  pj^  ersetzen,  die  übrigen  p.^  aber  ungeändert  lassen  soll.    Durch 
Kombination   entsteht    hiernach   als   die    der    Operation  S    entsprechende 
K  olline  ation : 

pL  ^  -  Pi3 '     pIs  =-<^Piz^     Pii  =  «'  Pii .     PU  =  ~Pm' 
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Dies  aber  liefert  sofort  die  folgende  lineare  Umsetzung  der  z,  die  wir 
seihst  mit  S  bezeichnen: 

(31)  5:±<  =  Si,     ±<=— 2^,     ±z!^=—az.^,      ±zl  =  cc'^Zi. 
Die  ±-Zeicheii  linker  Hand  entspreeheii  der  bereits  bemerkten  notwendigen 
Unbestimmtheit;    dieselben  sind,    hier  wie  in  der  Folge,    so  zu  verstehen, 
daß   bei   sämtlichen   z'  übereinstimmend  entweder  das  +-  oder  das  — 
Zeichen  in  Anwendung  zu  bringen  ist. 

2.  Die  Operation  T. 

Wir  haben  als  ursprüngliche  Vertauschung  der  x: 
Xq  =  a^j ,     a;^  =  iCji ,     x^  =  x^ ,     x^  =  x^ ,     a:^'  =  x^ .     x^  -—  Xr^ . 

Wir  wollen  die  Rechnung  nun  so  einrichten,  daß  wir  zunächst  die 
dualistische  Beziehung  zwischen  den  v)  und  den  s  aufsuchen,  die  dieser 
Vertauschung  der  x  entspricht.  Es  wird  dies  durch  den  Umstand  er- 
leichtert, daß  die  geometrische  Bedeutung  der  Vertauschung  auf  der  Hand 
liegt.  In  der  Tat  bleiben  bei  derselben  alle  Raumgeraden  ungeändert, 
für  welche  x^  —  x^^^  0  ist.  Wir  schließen  daraus,  daß  wir  es  mit  der 
dualistischen  Umformung  zu  tun  haben,  die  durch  den  Komplex 

(32)  x„  —  x^^O 

indiziert  ist,  d.  h.  die  jeden  Punkt  durch  diejenige  Ebene  ersetzt,  welche 
ihm  in  diesem  Komplexe  entspricht.  Jetzt  schreibt  sich  (32)  vermöge 
(21)  folgendermaßen: 

(32*)-V2-*p,,-ß2>,3^(l-«)p,,-J-y2-ip3,-«^p,,  +  (l-«^)p,,=0. 
Wir  setzen  für  die  p;^  ihre  Werte  in  den  z,z'  und  ordnen  nach  den  z'.' 
So  entsteht: 

s,'{  ■  +    iii-z,    +       ßSs       -h[<^-iW) 

+  z'^{~    n''2-s,  +  ■  +(a'~l)z^~      a'z,      ) 

+  s,'(-       az^       _(«2_l)s._,^-         ^         _    iVa-s,  ) 
+  s,'(-{«-l)3,+        a'^Z^        -I-      *V'2.2,     +  ■  )  =  0. 

Hier  sind  die  Koeffizienten  von  z[,  s^,  z^,  zl  bis  auf  einen  Proportionali- 
tätsfaktor Q,  der  zunächst  dem  Wesen  der  Sache  nach  unbestimmt  ist, 
die  Koordinaten  w  der  dem  Punkte  z  entsprechenden  Ebene.  Wir  haben 
also  als  Darstellung  der  dem  Komplexe  (32)  zugehörigen  t 
Umformung  : 

!Qw^=^  ■  +    iV2-z.     +        •^■h        -(«-l)s*, 

01*;,  =  -     iV2-s,   +  ■  +(,<^-l)^3_       ay      , 

Qw^  =  ~       az,       -(ß'-l)z,+  .  -    i}/2-z^    , 

0M;^= -(k-1)z, -f       ß'z,       +     iV2-z^    + 
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Wir  bestimmen  andererseits  die  dualistische  Umformung,  die  zum 
Einheitskomplexe  gehört,  indem  wir  dieselbe  Methode  unter  Benutzung  der 
Koordinaten  q.^  in  Anwendung  bringen.  Nach  (22),  (28)  ist  die  Gleichung 
des  Einheitskomplexes  in  den  g^j^: 

(34)  3.,+?..  ~0 

oder,    wenn  wir    für    die  q^^  ihre  Werte    setzen    und  nach  den  ic'  ordnen: 

»;(-»,)  +  «.,'(",)  +  »,'(-».)  +  »a»,)-o- 

Ich    werde   jetzt    den  Punkt,    welcher   der  Ebene  w  im  Einheitskomplexe 
entspricht,  z'  nennen,  femer  unter  o  einen  unbestimmten  Proportionalitäts- 
faktor  verstehen.     Die  zum  Einheitshomplexe  gehörige  dualistische  Um- 
formung findet  sich  dann  folgendermaßen  dargestellt: 
(34*)  r,zl^~w^,     azl==Wj^,     oz^=~w^,     az^  =  w^. 

Jetzt  eliminieren  wir  die  w  zwischen  (33)  und  (34*).  Wir  erhaiten 
dann  zur  Darstellung  der  zur  Vertausehung  T   gehörigen  linearen  8ub- 


sUlution  der  z: 

e«-z[-   iV2-z^  +       •        -(< 

'■-1)2.+ 

«>z. 

B2,         J-( 
iV2-z,    + 

n-  I 

()0-z;_-     «z,     -(«'-l)z,+ 

. 

iV2- 

Hier  ist  jetzt  noch  der  Faktor  qo  zu  bestimmen.  Es  hat  dies  so  zu 
daß  infolge  von  (35)  die  durch  (21)  definierten  x  genau  die- 
jenige Umsetzung  erfahren,  die  wir  vermöge  (14)  der  Vertauschung  T  zu- 
geordnet haben,  daß  also: 

(36)  x^^Xj^  —  -^  ^x,     x[^Xt,  —  j^x,     x^=x^  —  -^  ^x    usw. 

wird.     Wir    betrachten  zu   dem  Zwecke  zwei   spezielle  Wertreihen  der  z: 

z^^Qo,     z^  =  Q,       2:3  =  0,     3^  =  0 
und 

2^=0,         Z^==QO,      £3  =  0,      s,  =  0, 

denen  vermöge  (35)  nachstehende  Werte  der  z'  entsprechen: 

Si'  =  jV2,     <  =  0,  23  =  k— I,     2;=—«. 

bzw. 

2^  =  0,  zl=--iV2,     s;=  -ft^      s;=  -ß^  +  1. 

Die  Unter determin an ten  p;^  aus  den  zweierlei  s  und  die  Unterdeter- 
iTiinanten  p\x  ^us  den  sweierlei  z'  erhalten  hier  die  Werte; 
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Pi^.  =  (P'J)'.       Pia  =  0'       Pn  =  ^,      Pat  =  Ö,       p^^  ==0,       p,3  -=  0, 

p^=  -ßiVs,       p4  =  (i-ß}iy2. 

Sonach  wird  vermöge  (21): 

Xg^X._  =  x^==-^{ea)^         x^  =  x^  =^  «,  =  ^(pa)', 

3.'  _  _  1  -^.  a,'  =  _  L+i  ^'  =  _  It^ 

"  \/2     '  ^  1/2'  ^  v'2    '    ■     "' 

woraus    durch  Vergleich   mit    einer   beliebigen   der  Formeln  (30)    die  ge- 
wünschte Wertbestimmung  folgt^^); 

Qa=  +  V6. 
Die   lineare  Svbstitution  der  z,    welche   der  Vertattschung  T  der  x 
entspricht  und  die  wir  seihst  mit  T  bezeichnen,  lautet  hiernach  definitiv: 

(-j-V6,3;=    ^^f2■z,   -  ■  -(k^-1>33+      ß'2,      , 

+  V'^'S„^^  ■         -I-    iV2-z,    4-         KZ,        +{k-1)z^, 

±V6-23'=(ß-l)s,  -        a^Z,       ~      iV2-Z^     +         ^         , 
+  V'6-2;=-     ß2i     -(ß''-l)s,+  ■  -    iV2-z,    . 


(37 


11  n  =  7. 

1.  Die  Operation  S. 

Mit  Rücksicht  auf  (26)  entspricht  der  Veitauschong  S  der  ar, : 

die  folgende  Umsetzung  der  p^^: 

woraus  unmittelbar  als  zugehörige  Substitution  der  z  folgt: 

(8     s  ±  '-     ±  '=]      +  '=  *     ±  '-r 

^   D     Ol      t       T 

II        11  m     b  t    fl     1      Ol       t        y        i        h  I  1      P  11 

=  I  t  g    ß         Smn  t        1         ifz    t  11     d      F         1 

D      h       h  g         mp        1      U    t  mmun^  d      F  kt  ! 

dllb  glltwl  fdh         1         tiiiHg        hFlt 

g        h      In  t  b  K  mpl  w        st     d    k  mmt     Will  m 

d  gd  hh  Hlfmflh  h  k        mdWrt 

d  dd  dßdl  dlk'st  (3)      d(a4)  gl     hb 

b       fl     1    1       d 
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kleine   Abweichung   gestatten.     Statt   nämlich    T    direirt   in    Betracht    zu 

ziehen,  welches  folgende  Umstellung  der  Indizes  0,  . . .,  6  bewirkt: 

(■012fi45ö 

^[1023456 

will  ich  die  Vertauschung  T'  behandeln,  die  diu'ch  das  Schema  definiert  ist: 

'^''  '■{o     12     4     8     6     6. 

Offenbar  ist 

T'  =  S~''TS\       T  =  S^  T'  S~\ 

so  daß  T'  ebenso  geeignet  ist,   durch  Kombination  mit  S  die  sämtlichen 
Vertauschungen  der  sieben  Größen  x  zu  liefern,  wie  T  selbst. 

Um  jetzt  die  Formeln  für  w  und  z  zu  finden,  welche  T'  entsprechen, 
schlage  ich  denselben  Weg  ein,  wie  soeben  bei  »  =  6.  Geometrisch  be- 
deutet T'  diejenige  dualistische  Transformation,  die  zum  linearen  Komplexe 

x^  —  x^=^0 
gehört.     Nun  wird  diese  Gleichung  in  den  p.^,   vermöge  (26): 

ir^ -  7^){pi'!  -  pBi) -\' ir^  ■-  y'')iPis  -- Pi-.)  +  ir^  -  r)iPu  -  Pig) ^  '^^ 

also,   wenn  wir   die  p-j^  durch  ihre  Werte  in  den  s,  z'  eraetzen  und  nach 
den  z'  ordnen: 

0  =  Si'(  ■  -(r'-!'*)Sa-(?''-7')Ss-ll'"-y  )«i)^ 

4-29(17^-  7')^+  ■  +{y^  ~7  )«3  — (/■'  —7^)^i)' 

-\-z^{{y^-y'')z^-{y^-y  )  z,  +  ■  +{7^-7*)Zi), 

+  ^({(.7'^  -7  )2i  +  (r''  — r^)2a—  (7^  -7*)«<,+  ■  )■ 

Daher  lautet   die  zugehörige  dualistische  Transformation  in  den  w  und  s, 

indem  wir  zunächst  wieder  einen   unbestimmten  Proportionalitätsfaktor  q 

einführen : 

QW,=  -  (y  -  7*)Zi  -  ir"  ~  7^)^3  -  iy"  -  7  )S4. 

QW^--=  (r^-r*)Si  H'  ■  +{7"  -Y  )!'i-{7'^  —  7^)^i, 

Qw^^  (y  -7^)z^  -(r"-  r  )Z3+  ■  -h  (7^-7^)24' 

3«'4  =  (7* -7  )^i-\-{r''-7'')^i-i7^  -  7')^s  + 
Wir    bestimmen    jetzt   das    g,    indem   wir   aus   diesen  Formeln  unter  Be- 
schränkung auf  partikuläre  Wertereihen  der  2  die  Vertausohuug  T'  der  x 
vermöge  der  Formeln  (26)  abzuleiten  suchen.    Als  besondere  Wertsysteme 
der  z  will  ich  folgende  wählen : 

z^  =  Q,     2,  =  0,     3.^-^0,      2^  =  0 
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und 

s, -=(),      Sa  =  ß,     z^  =  ü,      s,  =  0, 

denen  als  Ebenenkoordinaten  w  nach  unseren  Formeln  entsprechen: 

?ü^  =  0,    ^.i  =  {7^  —  r*),    «'»  =  (^^-7^),    W4  =  ()'''  — r), 

bzw. 

%=  — (r^-7*)'     ^2  =  0,     W3=-  -(j-"  — ;■),     w;,  =  (^*- ^'^). 
.    Hieraus  folgt  lür  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte: 

Pia  =  Q^'     Pia  =  0'     Pi4  =  Ö,     Pa*  =  Ö,     ^,3  =  0,     jj^g  =  0 
und  für  die  Durchs ehnittslinie  der  beiden  Ebenen  mit  Rücksicht  auf  (28): 
Pia  =  ffM  =  -  5  -  (7  +  7'),  P34  -  3i.  =  -  2  +  (y  +  r"), 

Pis  =  ff«  =  -  (r  +  r')  +  (r'  +  7')>     p«  =  ffw  =  (!■  -r  r ")  -  {?•'  +  r"), 
Pu  =  Sm  =  -  {?■*  +  y")  +  (7*  +  7^)'    Pm  =  2ii  =  (7'  +  y^)  -  (!■'  +  r')- 

Dies  jetzt  in  (26)  eingesetzt  gibt: 

7  Xu  =-0^    7  a:,  =  7?-,    7  3:^  =  7-£'-    usw. 

7x^=--  —7,      7x^=  —  7y,     1  x'^--^  ~7y^     usw. 
also    p*  =  —  7.     öie    dualistische    Transformation,    welche    der   Vertau- 
schung  T'  entspricht  und  die  viir  selbst  T'  nennen,  lautet  also  definitiv. 

(±V—7jw^=       ■       —  iy^—r*)^^. -{?''— 7'')^i  —  {y''-rW: 
±V -7-w^  =  {y^-y'-)z^+  -  +(^"-7  )Zi-{y"-r^)Zi: 

±'\/  —7  ■w^={y^~y')z^  —  {y^—y  )z^+  ■  +(7^-7^)2 

±^/^ .W^={y'^-y  )z^  +  {y''-y^)z.,-{7'--y*)z,+ 


Fassen  wir  zusammen,   so  haben  wir  folgendes  Resultat  gewonnen: 

1.  bei  n=  6:    Den   beiden  Vertauschungen  der  x,    die  wir  S  und  T 
nannten,  entsprechen  bez.  die  iolgenden  linearen  Substitutionen  der  z: 

(40)       S:      ±Z[-=Z^,       ±2.i=-2..,        ±Sä'=  —  K2j,       +<=+ß's4; 

[±V6,g;=   i  1/2 -2,  4-        ■        -{tC' -\)z^-\-     «r-z^   ,, 

±l/6.£,'=  -  +    ■^V'2-S,    +         ßSg        +(«-1)^4, 

±  V6.s;  =  (k- 1)2^-       «^s^      -     iVsi-Sa    4- 
l±Vö-2;=-     «s,     -(k*-1)3,+  ■  -    iV2-2,    . 

2,  bei  n=7:    den  Vertauschungen   S  und  T'  der  a;  entsprechen  die 
lineare  Substitution  der  z\ 

(42)  S:    ±zl  =  z^,     ±<  =  72..,     ±33'  =  7*S3,     ±3^  =  7^3^ 


(41)    y: 
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bez.  die  dualistische  Transformation; 


(43)  T': 


§7. 

Über  die  Notwendigkeit  der  doppelten  Vorzeicheu,  die  in  den 

Snbstitutionslormeln  der  s  auftreten. 

Die  Formeln  (40),  (41),  bez.  (42),  (43),  die  wir  nunmehr  für  n  =  ^ 
und  ?^  =  7  gewonnen  haben,  definieren  auf  Grund  der  vorausgeschickten 
Erläuterungen  die  zugehörigen  Subatitutionsgruppen  genau  so  durch  zwei 
erzeugende  Operationen,  wie  dies  in  meinem  „Ikosaederbuoh"  betreffs  der 
Oktaeder-  und  Ikosaedergruppe  geschehen  ist,  deren  Analoga  aie  sind. 
Dabei  erstreckt  sich  die  Übereinstimmung  auch  auf  einen  Punkt,  der  zu- 
nächst unwesentlich  erscheinen  könnte,  nämlich  auf  die  ±-Zeichen,  welche 
bei  jeder  einzelnen  Operation  vorkommen.  Ich  habe  in  meinem  „Ikosa- 
ederbuch"  (S.  44  bis  47)  untersucht,  ob  man  die  linearen  Substitutionen 
der  dort  in  Betracht  kommenden  homogenen  Variabelen  s^,  z^  nicht  so 
durch  Einfügen  irgendwelcher  (bei  Sj,  z.^  gleichzeitig  zuzusetzender)  Multi- 
plikatoren modifizieren  kann,  daß  zwischen  ihrer  Gruppe  und  der  Gruppe 
gebrochener  linearer  Transformationen,  welche  z^ :  z^  erfährt,  holoedrischer 
Isomorphismus  statthat,  wobei  sich  zeigte,  daß  dies  unmöglich  ist.  Diese 
Unmöglichkeit  hatte  dann  zur  Folge,  wie  ich  ebenda  S.  255,  256  darlegte, 
daß  es  keine  rationalen  Funktionen  z,,  z^  beliebig  veränderlicher  x^,  . , .,  a;, 
oder  x^,  . . .,  x^  gab,  deren  Quotient  sich  bei  den  in  Betracht  kommenden 
Vertauschungen  der  x  oktaedrisch  oder  ikosaedriech  transformierte.  Viel- 
mehr werden  Größen  z^,  z.^  der  genannten  Art  immer  Irrationalitäten  ent- 
halten müssen,  die  dann  als  „akzessorische"  Irrationalitäten  in  die  schließ- 
liche Oktaeder-  oder  Ikosaedergleichung  eingehen.  Ich  werde  jetzt  zeigen, 
daß  es  mit  den  ■  quaternären  Gruppen  der  z,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen definierten,  ganz  dieselbe  Bewandtnis  hat^'),  woraus  folgt,  (ia^  e*'me 
Reduktion  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und  sid>enten  Grades  auf 

'■')  Dieeer  Beweis  ist  für  die  Untergruppe  jenei:  360  Kollineationen,  die  den  ge- 
raden Vertftuschimgea  der  x  für  n.  =  6  entsprechen,  auf  einem  etwas  anderen  Wege 
bereits  von  Reichardt  geführt  worden;  vgl.  dessen  soeben  in  der  Einleitung 
zitierte  zwei  Mitteilungen,     [Vgl.  auch  die  ebenda  genannte  Arbeit  von  Cole.] 
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die  zugehörigen  Gleickungssysteme  der  z  ohne  Zuhilfenahme  akzessorischer 
Irrationalitäten  gleichfalls  unmöglich  ist"). 

Am  einfachsten  scheint  es,  den  hier  erforderlichen  Beweis  ohne  alle 
Rechnung  auf  den  früheren  zurückzuführen.  Dies  gelingt  für  n^^  Q  und 
n=--7    gleichförmig   folgendermaßen.      Wir   wählen    irgend   vier    der    ge- 


und  betrachten  nun  diejenigen  geraden  Vertauschungen,  welche  die  nicht 
hingeschriebenen  x  unverändert  lassen,  die  hingeschriebenen  aber  beziehungs- 
weise in  folgender  Weise  umsetzen: 


deren  Inbegriff  also  in  der  Terminologie  meines  „Ikosaederbuches"  eine 
,, Vierergruppe"  bildet.  Bei  den  entsprechenden  Kollineati onen  des  Raumes 
geht,  wie  leicht  zu  sehen,  jede  der  beiden  geraden  Linien,  welche  die  vier 
Komplexe 

x^,  =  0,     a;i,  =  0,     x^  =  0,     a;,,  =  0 

miteinander  gemein  haben,  in  sich  selbst  über.  Ich  will  jetat  ein  Koordi- 
natentetraeder zugrunde  gelegt  denken,  bei  welchem  z^  =  0,  z.^  ^^  0  die 
eine,  2^  =.  0,  z^  =  0  die  andere  dieser  geraden  Linien  ist^'*).  Unsere  vier 
Kollineationen  müssen  sich  dann  so  als  lineare  Substitutionen  der  2  dar- 
stellen, daß  z^  und  z^,  und  ebenso  z^  und  z^,  für  sich,  also  binär,  sub- 
stituiert werden.  Wäre  es  nun  möglich,  den  vier  in  Betracht  kommenden 
Kollineationen  entsprechend  eine  Gruppe  von  nur  vier  quatemaren  linearen 
Substitutionen  der  z^,  z^,  »3,  z^  (also  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe) 
zu  bilden,  so  hätten  wir  damit  zugleich,  und  zwar  sowohl  für  s,  und  Zj, 
wie  für  z^  und  s^,  eine  mit  der  Vierergruppe  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
binärer  Lnearer  Substitutionen,  was  nach  S.  44  bis  47  des  „Ikosaeder- 
buches"  unmöglich  ist.  Die  Gesamtheit  der  Substitutionen  unserer  z  kann 
also  mit  der  Gruppe  der  Vertauschungen  der  x  nur  meroedrisch  isomorph 
sein,  was  zu  beweisen  war.    Jetzt  sind  die  Substitutionen  der  z,  wie  wir 

^*  I  ,  ÄUgemem '  heißen  hier  seibsti  er^itamälioh  solche  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
als  beliebig  veränderliche  Großen  gedacht  amd  (womit  über  die  Gruppe  der  Glei- 
chungen nnch  gar  nichts  ausgesagt  ist) 

'^]  Dies  setzt  natürlich  vorius  daß  die  beiden  geraden  Linien  verschieden  sind 
und  einander  nicht  ■Jchneiden  nae  beides  durch  Berechnung  ihrer  Koordinaten  x  be- 
stätigt wild. 
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sie  im  vorigen  Paragraphen  definierten,  doppelt  so  zahlreich,  wie  die  Vcj-- 
tauschungen  der  x,  den  ±-Zeiehen  entsprechend,  die  in  ihnen  vorkommen. 
Ihre  Gesamtheit  ist  also  mit  der  Vertaiischmigsgruppe  der  x  hemiedrisch 
isomorph  und  wir  haben  daher  mit  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
von  selbst  den  geringsten  Grad  von  Meroedrie  'erreicht,  der  zwischen  den 
Substitutionen  der  s  und  den  Vertausch ungen  der  x  überhaupt  statthaft  ist. 


III.  Zurückfiihrung  der  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und 
siebenten  Grades  auf  die  zugehöi'igen  Gleichungssysteme  der  s. 


Allgemeine  Prinzipien  der  beabsichtigten  Zurüekführung. 

Wir  stehen  nunmehr  vor  der  Aufgabe,  füi:  n  ==  Q  und  n  =  7  aus 
irgend  vorgelegten  Größen  x^^,  . . .,  iK„_i  Funktionen  s^,  z^,  z^,  z^  zusammen- 
zimetzen,  deren  Verhältnisse  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertauschungen 
der  x  die  in  §  6  näher  aiigegebenen  linearen  Transformationen  erfahren. 
Zu  dem  Zwecke  bediene  ich  mich,  wie  in  Kapitel  2  und  5  des  zweiten 
Abschnitts  meines  Ikosaederbuchea,  eines  geometrischen  Ansatzes.  Der- 
selbe benötigt  gewisse  liniengeometrisohe  Auffasatingen,  von  denen  im 
gegenwärtigen  Aufsätze  noch  nicht  die  Rede  war,  so  daß  ich  betreffs  ihrer 
einige  Bemerkungen  vorausschicken  muß. 

Wir  hatten  seitlang  nur  solche  Größensysteme  X^,...,X„—i  (ich 
gebrauche  hier  große  Buchstaben,  um  nicht  unnötigerweise  an  die  vor- 
gelegten Wurzeln  x^j,  ..  .,x„-i  zu  erinnern)  der  geometrischen  Deutung 
unterworfen,  welche  den  beiden  Gleichungen  genügten: 

(45)  2^X.=  0,     ^X.-  =  0; 

dieselben  bezeichneten  im  Falle  n^l  allgemein  eine  beliebige  Baum- 
gerade,  im  Falle  w  ^  6  speziell  eine  Gerade  des  Einheitskomplexes.  Es 
ist  jetzt  die  Frage,  wie  wir  Größensystemo  X„,  ..,,  JC„„i  deuten  wollen, 
welche  nur  dei'  ersten  der  beiden  Gleichungen,  also  der  Relation 

(46)  i/X.-O 

Genüge  leisten.  Die  liniengeometrische  Antwort  ist,  daß  wir  solche  X  als 
Koordinaten  eines  linearen  Komplexes  betrachten  sollen,  der  im  Falle 
n^l  jeder  beliebige  sein  kann,  während  er  im  Falle  n  =  6  zum  Einheits- 
komplexe „involutorisch"  liegt,  —  desjenigen  Komplexes  nämlich,  dessen 
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Gleichung  in  laufenden  Linienkoordinaien  X,j,  ...,  X„^i  die  folgende  ist: 

(47)  ^X^Xl.^i}. 

Diese  Einführung  von  Komplexkoordinaten  ist  berechtigt,  weil  sie  im  spe- 
ziellen Falle  mit  der  anfänglichen  Definition  der  Linienkoordinaten  über- 
einstimmt. In  der  Tat,  wenn  die  Xy.  nicht  nur  der  Gleichung  (46), 
sondern  den  Gleichungen  (45)  genügen,  so  definiert  (47)  alle  geraden 
Linien  X',  welche  der  Geraden  X  „angehören",  d.  h.  dieselbe  schneiden. 
Dabei  wird  die  Gerade  X  im  Falle  n  •=  6  zum  Einheitskomplexe  involu- 
torisch  liegen,  denn  dies  ist  nur  eine  andere  Ausdrucks  weise  dafür,  daß 
sie  selbst  eine  Linie  des  Einheitskomplexes  ist. 

Dies  vorausgeschickt  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  einer  vorgelegten 
Gleichung  mit  den  Wurzeln  Xg, . . .,  a;„_i,  wobei  wir  der  Einfachheit  halber 
von  vornherein  voraussetzen  wollen  (was  ja  in  jedem  Falle  durch  eine 
leichte  Hilfstransformation  zu  erreichen  ist),  daß  der  Gleichung  (46)  ent- 
sprechend die  Summe  der  x  verschwindet.  Wir  betrachten  jetzt  x^, . . .,  x^-i 
für  w  =^  6  und  n^^l  übereinstimmend  als  Koordinaten  eines  linearen 
Komplexes  (dessen  besondere  Lage  für  n  ^  6  nicht  noch  einmal  bezeichnet 
zu  werden  braucht),  die  Größen  z^,  . . .,  z^  aber,  die  wir  konstruieren  sollen, 
als  Koordinaten  eines  Raumpunktes .  Den  in  Betracht  kommenden  Ver- 
tauschungen der  X  entsprechend  unterliegt  unser  Komplex  gewissen  kolli- 
nearen Umformungen  des  Raumes.  Unsere  Aufgabe  kann  dann  so  be- 
zeichnet werden:  e^  gilt,  einen  Punkt  z  von  dem  Komplexe  x  in  der  Art 
abhängig  zu  machen,  daß  er  mit  dem.  Komplexe  zusammen  immer  gleich- 
zeitig dieselben  [durch  die  Vertauschungen  der  x  definierten)  Kollineationen 
des  Raumes  erleidet.  Ich  habe  in  meinem  „Ikosaederbuch"  (II,  2,  §5: 
Geometrische  Auffassungjder  Tschirnhausen-Transformation)  eine  solche  auf 
eine  Gruppe  von  Operationen  bezügliche  Zusammengehörigkeit  zweier  Ge- 
bilde schlechtweg  als  Kovarianz  bezeichnet.  Indem  wir  diese  Aus  drucks  weise 
hier  aufnehmen,  können  wir  unsere  Angabe  kurz  dahin  zusammenfassen,  daß 
wir  verlangen,  einen  zum.  Komplexe  x  kovarianien  Punkt  zu  konstruieren. 

Wir  haben  damit  im  Grunde  dieselbe  Formulierung,  weiche  in  II,  5, 
§  1  meines  „Ikosaederbuches"  für  die  Auflosung  der  Gleichungen  fünften 
Grades  vorliegt^*).  Ein  Unterschied  besteht  natürlich  in  der  Art  der  in 
Betracht  gezogenen  geometrischen  Gebilde;  wir  deuteten  damals  die  a;:^  als 
Koordinaten  eines  Raumpunktes,  die  z  als  Koordinaten  (Parameter)  einer 
Erzeugenden    der   einen  auf  der  Hauptfläche  zweiten  Grades   befindhehen 

'")  Auch  bei  den  Gleiohungen  v 
VorsteJIungsweisen  am  Platze,  die  n 
wickelt  woFden  sind. 
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Regelschar.  Das  Probiem  aber  war,  genau  wie  hier,  das  Gebilde  z  von 
dem  Gebilde  x  in  kovarianter  Weise  abhängig  zu  machen.  In  der  Tat 
schlagen  wir  jetzt  bei  w  ^=  6  und  n  ^  7  einen  Weg  ein,  der  dem  bei  w  =  & 
angewandten  Verfahren  genau  entspricht. 

Ich  rekapituliere  hier  kurz  daa  letztere  Verfahren.  Wir  begannen 
damit,  den  allgemeinsten  zum  Punkte  x  kovarianten  Punkt  zu  suchen, 
und  fanden,  daß  dessen  Koordinaten  durch  folgende  Formel  gegeben  sind : 

(48 )      x.^i,x.+i,  («:  -'j)  +  i,  (»;  -'i)  +  K  {''  -  f) . 

wo  die  Sj,  Bg,  Sj  die  zweiten,  dritten,  vierten  Potenzsummen  der  Wurzeln 
sind'")  und  die  X  [bei  den  Vertausohungen  der  x]  invariante  Koeffizienten 
bezeichnen.  Wir  suchten  dann  die  l  irgendwie  so  zu  bestimmen,  daß  die 
Grleichung  statthat:  ^ 

(48«)  JJX^^O, 

daß  also  der  Pimkt  X  der  Hauptfläche  angehört.  Ist  dies  geschehen,  so 
haben  wir  damit  eo  ipso  eine  zum  Punkte  x  kovariante  Erzeugende  z  ge- 
funden; wir  brauchen  nämüch  nur  diejenige  Erzeugende  z  der  in  Betracht 
kommenden  Art  zu  wählen,  welche  durch  den  Punkt  X  hindwchläuft. 
Wir  werden  jetat  für  ra  =  6  und  n^^7  genau  so  begmnen  nambch 
zuvörderst  die  Koordinaten  X„  des  allgemeinsten  zum  Komplexe  x  ko 
Varianten  Komplexes  (der  überdies,  im  Falle  n  — 6,  gleich  dem  Krm 
plexe  X,  zum  Einheitskomplexe  involutorisch  liegen  s  11  hm'ichreiben 
Wir  finden  in  dieser  Hinsicht: 

,41)  A    -A,-l    +/,  h.--)  +^a(^.     '--- 

\\  I  die  <  ui  1  J  ginz  die  frühere  Bedeutun^  haben  Hierauf  haben  wu 
da«  Analogen  zur  Gleichung  f48*)  zu  konstruieren  Diese  wollen  wir 
nun  nicht  etwa  dann  erblicken  daß  wir  em  einzelnes  &j-<teni  \on  T 
suihen  fui  welches  die  Summe  dei  Quadrate  \ erschwindet  daß  iit)  v%el 
mehr  zuet  unterschiedene  Systeme  von  X„  suchen  —  ne  mögen  X  und 
X„    heißen  —    uelche  dte  swivUanen  Gleichungen  befiiedigen 

(50)  ^Xl^  =  0,       ^XlX"^(i,       ^Xr=0. 

Sind  solche  X  ,  X  gefunden,  so  können  wir,  wie  ich  behaupte,  sehr  leicht 
zu  einem  kovarianten  Punkte  z  gelangen. 

")  Wir  hatten  vorauageaetzt,  daß  die  Summe  der  ersten  Potenzen  der  x  ver- 
schwinde; andernfalls  würde  in  (48)  statt  a„  au  setzen  sein  x^  —  ^.  Analoges  gilt 
von  der  Formel  (49). 
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Um  letzteres  einzusehen,  überlegen  wir  uns  einfach,  was  die  Glei- 
chungen (50)  geometrisch  bedeuten.  Die  erste  und  dritte  derselben  sagen 
aus,  daß  wir  es  mit  zwei  speziellen  Komplexen  X  ,X  ,  d.  h,  mit  zwei 
Raumgecaden  X ,  X  ,  zu  tun  haben,  die  zweite  Gleichung,  daß  diese 
Raumgeraden  sich  schneiden.  Hiernach  erhalten  wir  einen  Jcovarianten 
Punkt  z,  indem  wir  einfach  den  Schnittpunkt  von  X  und  X  in  Be- 
tracht ziehen. 

Ich  werde  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  zeigen,  erstlich,  wie 
wir  die  Gleichungen  (50)  in  passender  Weise  befriedigen,  zweitens,  wie 
wir  aus  den  einmal  gefundenen  X  ,  X  die  Koordinaten  z  des  Schnitt- 
punktes berechnen.  Bemerken  wir  hier  nur  noch,  daß  die  in  Aussicht 
genommene  Methode  in  der  Lage  ist,  den  allgemeinsten  zum  Komplexe  x 
ko Varianten  Punkt  z  zu  liefern.  Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei  auf 
irgendeine  Weise  gelungen,  dem  Komplexe  x  einen  Pimkt  z  kovariant  zu- 
zuordnen, so  kann  man  sofort  beliebig  viele  kovariante  Eaumgerade  X', 
X  ,  . . .  finden,  die  vom  Punkte  z  auslaufen:  man  hat  einfach  die  Ebenen, 
die  dem  Punkte  z  in  irgendwelchen  kovarianten  Komplexen  (49)  ent- 
sprechen, paarweise  zum  Durchschnitt  zu  bringen.  Dies  aber  heißt,  daß 
wir  den  Punkt  s  auch  als  Schnitt  zweier  geeigneter  zum  Komplexe  x 
kovarianter  gerader  Linien  auffassen  können,  was  genau  der  von  uns  ge- 
planten Konstruktion  entspricht.  —  Auch  diese  Betrachtung  ist  die  Über- 
tragung einer  analogen  Überlegung,  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
fünften  Grades  Platz  grifi  ( Ikosaedcrbuch,  II,  5,  §  8 ).  [Vgl.  auch  Abh.  LVII, 
Abschnitt  I,  §  5.] 

§9. 

Formeln  zur  Aulfindung  der  Geraden  X',  X". 

Um  jetzt  die  Gleichungen  (50)  durch  bestimmte  Werte  der  X  ,  X 
zu  befriedigen,  will  ich  im  Anschluß  an  (49)  ausführlich  schreiben: 


\x„  =  Xy  X.  +  x^  [xi-^£j  + .. .  ^  4-1  [xr 

Wir  erhalten  dann  aus  (50)  eine  homogene  quadratische  Gleichung  für 
die  X  ,  eine  ebensolche  für  die  X  ,  endlich  eine  homogene  bilineare  Glei- 
chung für  die  X  und  X  zusammen;  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen 
sind  symmetrische  Funktionen  der  x,  also  rational  bekannte  Größen.  Um 
die  hieraus  folgende  Bestimmung  der  l ,  X  und  insbesondere  die  akzesso- 
rischen Irrationalitäten,  die  bei  ihr  auftreten,  einigermaßen  zu  übersehen, 
will  ich  einen  speziellen  Fall  ausführlicher  betrachten. 
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Wir  gehen  zunächst  darauf  aus,  ein  möglichst  einfaches  System  von 
Größen  X^  zu  gewinnen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  (indem  es  sich 
zunäclist  nur  um  die  eine  Gleichung  ^X     =  0  handelt) 

■^3  =  1 ,      H-—  ■■■  =  -^n-l  =^  0 , 
setzen  also,  indem  wir  bei  Xi  noch  Akzent  und  Index  unterdrücken: 
(52)  X!.^[xl-^^]+Äx.. 

AVir  erhalten  dann  aus  (50): 


W  ( 


i  Quadratwurzel  bezeichnet: 


(53)  w^±y 

Die  Eintragung  in  (52)  ergibt; 
(64)  ^-"i-i-i^ 


-';>+- 


Dieser  Au^iliuck  enthalt,  wie  ersichtlich,   eine  erste  akzessorische  Irratio- 
nalität, die  Quadtatiouizd  W. 

Wii  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  geeigneter  X.,, ,  den  beiden 
noch  übrigen  Gleichungen  (50)  entsprechend:  ^Xy.X„  =0,  Ji'-X^  ^=0. 
Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir  vor  allem,  daß  mit  jedem  Systeme  zu- 
lässiger Xy  unendlich  viele  Größensyateme  von  der  Form  X„  ■—  oX^  ge- 
funden sind  (wo  a  einen  willkürlichen  Multiplikator  bedeuten  soll),  welche 
ebenso,  wie  die  X"  selbst,  die  Gleichungen  (50)  befriedigen.  Um  der 
hieraus  entspringenden  Unbestimmtheit  zu  entgehen,  wollen  wir  festsetzen, 
daß  in  den  aufzusuchenden  X!,  (siehe  Formel  (51))  der  bei  den  X,  be- 
nutzte Term  (x^ ^j  fehlen  soll.     Übrigens  aber  setzen  wir 

(55)  X:.'=Z:  +  qY", 

und  nehmen 

Y"  ^  [xi  -  j)  -{'fix._,      Z"=  (xt-~)  +  vx„ 
wo  wir  nun  /i,  v  so  bestimmen  werden,  daß  gleichzeitig: 


(66) 


2]^^y"-i>.     ^x^z". 
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wird,  was,  wügcn  (55), 

nach  sich  zieht.    Hierbei  bleibt  das  in  (55)  enthaltene  q  noch  willkürlich. 
Wir  bestimmen  dasselbe  jetet  aus  der  Forderung,  daß  auch  noch 

sein  soll,  was  die  folgende  quadratische  Gleichung  ergibt: 

(57)         q'  -jjy:" +2q-2Jy:z: + 2'^'' = ^■ 

Ist  dieselbe  gelöst,   so  haben  wir  in  (55)  die  gewünschten  X  . 

Die  Durchfuhr un'g  der  hiermit  angedeuteten  Rechnung  ergibt  zunächst: 


unter  W'  die  Quadratwurzel  (53)  verstanden,  sodann 
endlich  aus  (57)  als  quadratische  Gleichung  lür  das  q: 

e'  ((«.  -  f  -  -!)  (- ». ».  + "'  +  f )  +  ».  (-»'■  -  '.  +  X') ') 
+  (('.-|-f)(-»''.  +  ''  +  S  +  '-('i'*-'.  +  '?)>''- 

Es  dürfte  keinen  Zwecic  haben,  diese  Gleichung,  aus  der  merkwürdiger- 
weise das  W  völlig  verschwunden  ist,  noch  weiter  zu  reduzieren  oder 
ihre  Auflösung  explizite  herzusetzen.  Was  uns  vorwiegend  interessiert,  ist 
die  bei  ihrer  Auflösung  auftretende  Quadratwurzel,  die  wir  W  nennen 
wollen.  Dieselbe  ist,  wie  W,  aus  einer  rationalen  Funktion  der  Potenz- 
stimmen s  zu  ziehen,  die  sich  von  derjenigen,  welche  bei  W  auftritt,  als 
wesentlich  verschieden  erweist.     W     ist  also  neben  W  eine  mit  W'  ko- 
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ordinierte  neue  akzessorische  Quadratwurzel.    In  dem  Ausdmcke  der  X^. 
kommen   W    und   W     nebeneinander  vor. 

So  weit  der  spezielle  Fall  unserer  Rechnung.  Es  ist  klar,  daß  wir 
auch  bei  anderweitiger  Bestimmung  der  ^  ,  X  ,  sofern  wir  an  der  Benutzung 
gewölinlicher  Methoden  festhalten,  das  Auftreten  zweier  akzessorischer 
Quadratwurzeln  nicht  vermeiden  können.  Ob  es  überhaupt  unmöglich  ist, 
die  Gleichungen  (50)  ohne  geringeren  Aufwand  an  akzessorischen  Irratio- 
nalitäten zu  befriedigen,  bleibe  dahingestellt.  Daß  die  akzessorischen 
Irrationalitäten  jedenfalls  nicht  ganz  zu  vermeiden  sind,  wurde  bereits  in 
§  7  hervorgehoben. 

Ich  komme  noch  einmal  auf  n^=  6  zurück,  um  eine  Bemerkung  über 
die  neuesten  diesen  Fall  betreffenden  Arbeiten  von  GoTdan^*)  hinzuzufügen. 
Wir  hatten  bei  m  =  ö  nur  eine  Größenreihe  X„  benutzt,  die  wir  der  einen 
Gleichung  (48*)  unterwarfen.  Nun  hat  Herr  Gordan  bemerkt,  daß  es  auch 
bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  aus  Gründen  der  Rechnung  bequem 
sein  kann,  zwei  Größenreihen  X„,  X„  zu  gebrauchen,  welche  genau  unseren 
Gleichungen  (50)  unterworfen  werden.  Die  Bestimmung  solcher  X„,  X„ 
erfolgt  dann  eben  so,  wie  in  unserem  Falle,  nur  daß  die  Quadratwurzel  W 
ihren  akzessorischen  Charakter  verliert  und  in  die  Quadratwurzel  aus  der 
Diskriminante  der  vorgelegten  Gleichung  fünften  Grades  übergeht.  In 
letzterem  umstände  allein  wird  man  schon  ein  Zeichen  dafür  erblicken, 
daß  es  sich  bei  aller  Ähnlichkeit  der  Formeln  doch  um  wesentlich  ver- 
schiedene Ansätze  handelt.  Wir  können  den  Gordanschon  Ansatz  sofort 
auf  Gleichungen  siebenten  Grades  übertragen,  indem  wir  bei  ihnen  drei 
Größenreihen  X^,  X„  ,  X^    in  Betracht  ziehen,  die  dann  den  Gleichungen 


2]xr  =0,  ^z:x:'=o, 
Uxr   -0, 

(während  bei  den  Gleichungen  sechsten  Grades  eine  solche  Übertragung 
wegen  der  zu  geringen  Zahl  der  bei  ihnen  zur  Verfügung  stehenden  Para- 
meter X  ,  1  ,  X  überhaupt  ausgeschlossen  ist).  Geometrisch  besagen  die 
Gleichungen  (58),  daß  wir  drei  Gerade  suchen  sollen,  die  sich  wechsel- 
seitig sehneiden.  Das  letztere  kann  in  einem  Punkte  oder  in  einer  Ebene 
ihen,  und  hieraus  schließen  wir,  daß  die  dritte  Quadratwurzel,  welche 

3d.  1   (1885)  Bowie  in  den   MaLh.  Aiinalcn ,  Bd.  28 
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bei  Auflösung  der  Gleichungen  (58)  benötigt  wird,  keine  akzessorische 
mehr  sein  kann,  sondern  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
der  Gleichung  siebenten  Grades  zusammenfallen  wird.  Ich  kann  dies  an 
gegenwärtiger  Stelle  nicht  weiter  verfolgen. 


§10. 
Berechnung  des  Schnittpunktes  von  X'  und  X". 

Um  jetzt  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  X  ,  X  zu  berechnen, 
schreiben  wir  vor  allem  die  Bedingung  hin,  daß  irgendeine  Gerade  x  (die 
übrigens  mit  den  Wurzeln  x  der  vorgelegten  Gleichung  gar  nichts  zu  tun 
haben  soll)  die  Gerade  X    oder  X     schneidet: 

^X^x.  =  0,     bez.     2^^"^"  ^  ^  ■ 

Hier  substituieren  wir  nun  für  die  x  nach  (21),  (26)  ihre  Werte  in  den 
Pill.     Ich  will  für  n  =  6  der  ^Formel  (17)  entsprechend  schreiben: 

(59)  n„_2'(-«r-i-.       U-e^), 
und  für  n^l  in  "Übereinstimmung  mit  (1(5): 

(60)  n„_2'7"-i.,  (/-e^, 


WO  nun  IT  in  TT    oder  TT 
die  X„  gesetzt  werden.    Da 


(61) 


en  soll,   wenn  für  die  X„  die  X„   oder 
werden  die  Gleichungen  in  den  pa  für  n  ^  6: 

)  -  n;  R,  +  ni  ?,„  +  n,;  ziis^ia 


,12 


-K 


-n. 


und  für  n-^l : 

(  0  -  n;  j,„  +  nl  j,„  +  n,'  y„  +  n;  a,  +  n,'  R,  +  n;  y„ , 

Wir  ersetzen  jetzt  die  p,^  durch  ihre  Werf«  in  den  2,2'  und  ordnen  nach 
den  s^,  Sg,Za,a^.    Ich  will  statt  der  beiden  Gleichungen,   welche  so  aus  (61 


(62) 
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bea.  (62)  entstehen,  nur  je  eine  hinschreiben,  indem  ich  das  Symbol  TT* 
einführe,  welches  sowohl  TT'  als  TT'  bedeuten  kann.  Wir  haben  dann 
folgende  Gleichungen: 

1.  bei  K  =  0 : 

o-^,(     ^     +'''^-<+   ^:<   +  n-<  ) 


(63) 


-n*2;   -    n*z; 


und 


-Ls,        -TT*<     4-      n*£,' 


U*  ^  TT  *      , 


TT'  -fTTg       ,] 


2.  bei  n  --  7 : 


(64) 


10  —  2,  (  .  -f  nf  2,;  -I-  n*2;  ^-  n*»;) 
+  2,  (-  n*s;  +  •  -f  u*z^  -  n*2;) 
+  2,  (-  nfg^'  -  n^^Sg'  +  ■  -^  n*<) 
-f  »4(— TT*sJ-HTT*2^-r[*2j+     -     ). 

Mit  diesen  Gleichungen  (6S),  (64)  ist  jetzt  unsere  Aufgabe  im  Prinzip 
gelöst.  Die  Gleichungen  (63)  oder  (64)  besagen  nämlich,  wie  zwei 
Punkte  s,  z'  gegeneinander  liegen  müssen,  damit  ihre  Verbindungslinie  die 
Gerade  X*  treffe.  Beide  Gleichungen  (63)  oder  (64)  werden  also  für 
beliebige  Werte  der  2^',  . . .,  z^  erfüllt  sein,  wenn  man  für  Zj,  ■  ■  ■,  s^  die 
Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden  Geraden  X  ,  X  einträgt.  Mit 
anderen  Worten :  Die  Koordinaten  z,,z^,Zg,2^  dea  gesuchten  Schnittpunktes 
sind  das  gemeinsame  Lösu-ngssystem,  welches  den  zweierlei  Gleichungen  (ßZ) 
oder  (64)  zukommt,  welche  Werte  man  auch  den  unbestimmten  Größen  z[,...,zl 
beilegen  mag.  Ich  unterlasse  es,  die  Verhältnisse  der  z  noch  explizite  zu 
berechnen,  was  nur  mit  Aufgeben  der  Symmetrie  möglich  scheint.  Wir 
wollen  zusammenfassend  sagen,  daß  diese  Verhältnisse  zu  dreigliedrigen 
Determinanten  der  Lagrangeschen  Ausdrücke  J\' ,T\  proportional  sind. 
Man  vergleiche  hierzu  das  entsprechende  Resultat  füi'  die  Gleichungen  vierten 
und  fünften  Grades  [Ikosaederbuch,  S.  188  (oder  auch  für  die  Gleichungen 
siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen,  Abb.  LVII, 
S.  408  u.  415)].  Bei  den  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  werden  die 
z-y,z^  den  Lagrangeschen  Ausdrücken,  die  sich  aus  den  X^,  (48*)  bilden 
lassen,  direkt  proportional. 
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§11. 

Einige  Bemerkungen  über  Gleichungen  Tteliebigen  Grades. 

Indem  icli  die  Betrachtung  der  Gleichaiigen  sechsten  und  siebenten 
Grades  an  dem  hiermit  erreichten  Punkte  abbreche,  kann  ich  nicht  umhin, 
einige  Bemerkungen  über  Gleichungen  höheren  Grades  hinzuzufügen. 

Von  vornherein  ist  ersichtlich,  wie  wir  die  Entwicklung  des  §  9  auf 
Gleichungen  höheren  (n-ten)  Grades  zu  übertragen  haben.  Wir  schreiben 
zu  dem  Zwecke 

(65)  i_  j,  (it.-  -J)  +  X,  U!~  ^)  +  . . .  +  j._,  («;-■  -  S^y 

unter  x^  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  verstanden,  bezeichnen  mit  v 

die  größte  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl  und  suchen   nun  (»-  ■--  l)   Reihen 

von  Größen  X^:  ,       „  ,. 

X,,X,,...,X':~", 

welche  die  folgenden  Bedingungen  befriedigen: 

2]x','^o,   }Jxl.x"~i>,...,    ^x',xi-" -il, 

yx"'  -0....,  ?7x;'z;'""~o, 

(66)  ^  ..        •     ^ 


i/ii-"'      =0, 

was  uns  mit  Hilfe  von  (r— 1)  nebeneinanderstehenden  akzessorischen 
Quadratwurzeln  gelingen  wird.  Wir  beachten  jetzt,  daß  durch  diese  X  ,X  ,... 
ein  bestimmter  [v  —  2)-fach  ausgedehnter  linearer  Raum  (ein  B,-^)  fest- 
gelegt wird,  welcher  ganz  in  derjenigen  quadratischen  Mannigfaltigkeit  von 
(m—  3)  Dimensionen  (in  der  Mn^a)  enthalten  ist,  die  durch 

(67)  i/X.-O,      JJ^'-'" 

vorgestellt  wird,  —  derjenige  ü,_2  nämlich,  dessen  Elemente  X  sich  aus 
den  Elementen  X',X  ,...  mit  Hilfe  von  Parametern,  die  ich  /i',fi",... 
nennen  will,  nach  der  Formel  zusammensetzen: 

(68)  x=^'x„'+//'xr+ ...  +  ,u<'-'' x^r'K 

Dieser  B,,-^  ^rd  auf  Grund  der  Formeln  (66)  dem  Wertsysteme 
der  anfänglichen  x^  kovariant  zugeordnet  sein.  Nun  sind  im  Falle  n  =  2v 
die  By^2  die  meist  ausgedehnten  auf  der  quadratischen  Mannigfaltig- 
keit (67)  enthaltenen  linearen  Bäume.    Daher  haben  wir  für  n=^2v  das 
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von  uns  zunächst  anzustrebende  Ziel  beteits  tn  eicht  Fui  n^1>  +1 
gibt  es  auf  der  Mannigfaltigkeit  [Ul )  über  die  R  3  limaut,  noch  zwei 
Arten  von^B^^,,  wobei  die  Beziehung  die  lat,  daß  durch  jeden  dei  Mannig- 
faltigkeit angehörigen  jß„„a  ein  Ä,_i  dei  einen  kii  und  ein  Ä„  1  dei 
anderen  Art  hindurchgeht.  Wii  wollen  jetzt  unter  den  beiden  ü,_i,  welche 
durch  den  i^^^a  (68)  hindurchlauten,  duiüh  Verabredung  den  einen  festlegen 
Dieser  Ity-i  ist  dann  seinerseita  dem  Weitsysteme  dei  anfänglichen  x„ 
kovariant  zugeordnet,  nur  daß  wir  nicht  mehr  sämtliche  Veitauschungen  der 
Xy_,  sondern  nur  die  geraden  Vertauschungen  deiselben  in  Betiacht  ziehen 
dürfen.  Hiermit  haben  wir  aueh  fuin==2v-\-\.  den  zunächst  m  Aussicht 
zu  nehmenden  Zielpunkt  erreicht.  Wir  bemerken  hierzu  noch,  daß  die  An- 
zahl der  auf  der  Mannigfaltigkeit  ( 67 )  enthaltenen  meistausgedehnte  11  linearen 

Räume  für  w=2i'  und  n  =  2r-f-l  übereinstimmend  00  beträgt.. 

Alle  diese  Sät^e  sind,  wie  man  sieht,  die  genaue  Verallgemeinerung 
der  Theoreme,  die  wir  für  v  =  2,  also  n  =  4,5,  und  für  r^^S,  also 
re  =  6,  7 ,  von  früher  her  kennen.  Aber  nun  tritt  der  ferneren  Entwicklung 
eine  Schwierigkeit  entgegen,  die  wir  bei  y  =  2,3  unter  Benatzung  so- 
zusagen zufälliger  Umstände  überwunden  haben  und  die  wir  in  prinzipieller 
Form  noch  gar  nicht  am-ührten.  Im  Falle  r  =  2  hatten  wir  nämlich  aus 
funktionentheoretischen  Gründen  schließen  können,  daß  es  möglich  sei,  die 
bei  ihm  in  Betracht  kommenden  co'  linearen  Räume  so  durch  zwei  Ver- 
hältnisgrößen 2j :  Sj  zu  bezeichnen,  daß  ä^  :  Sg  bei  den  Vertauschungen  der  x 
lineare  Transformationen  erleide.  Für  r  =  3  begründeten  wir  den  analogen 
Schluß  durch  Heranziehung  liniengeometrischer  Enttinc&lungen:  es  zeigte 
sich,  daß  wir  die  dreifach  unendlich  vielen  alsdann  vorhandenen  linearen 
ßäume  in  ganz  entsprechender  Weise  durch  vier  Verhältnisgrößen  z^-.z^-.z^-.z^ 
bezeichnen  können.  Für  »■  >  3  aber  versagen  solche  besondere  Hilfsmittel 
und  wir  werden  die  Frage  nach  der  zweckmäßigsten  Festlegung  der  dann 
vorhandenen  linearen  Räume  durch  Parameter,  sowie  nach  dem  Verhalten 
dieser  Parameter  bei  den  in  Betracht  kommenden  Vertauschungen  der  x,  auf 
direktem,  algebraischem  Wege  beantworten  müssen.  Ich  möchte  mir  vor- 
behalten, hierauf  bei  Gelegenheit  zurückzukommen,  und  beschränke  mich 
einstweilen  darauf,  auf  Herrn  Lipsehitz' Untersuchungen  über  orthogonale 
Substitutionen  zu  verweisen,    die   ich  dabei   zu   benutzen  haben  werde^^). 

Göttingen,  im  Oktober  1886. 

")Vgl  CompteaEendusderPariBer  Akademie  \om  11.  und  18. Oktober  1880,  Bd.gi: 
Prinap&s  d'un  aücvl  algebnqiie  giis  contient  comme  sspices  ftirticuH^es  k  crdcai  des 
quanl^&s  vmaginavres  et  des  quatemto«^,  sowie  die  besonders  erschienene  Schrift: 
Unlersuchungen  über  die  Summe  von  Quadraten  (Bonn,  Cohn,  1886).  [Ich  bin  später 
auf  die  im  Text  beiuhifce  Fragestellung  nie  zurückgekommen.    K.] 
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LIX.  Sur  la  resolutioii,  par  les  fonctioiis  hyperelliptiques, 
de  requation  du  vingt-septifeme  degre,  de  laquelle  depend  la 
determination  des  vingt-sept  droites  d'ime  suriace  cubique^). 

[Journal  de  Matliemaüques  pures  et  appliquees,  4°  sMe,  tome  4  (188ö).j 

....  Lors  de  mon  deinier  aejour  ä  Paria,  je  voua  ai  racontc  que  Je 
venais  de  resoudre  affirmative ment  une  quesfcion  que  vous  m'aviez  poa^e 
autrefois  ä  plusieurs  reprises.  L'equation  des  27  droites  d'une  aurface 
cubique  et  la  trisection  des  foDCtions  hyperelliptiquea  du  premier  ordre 
ayant  le  meme  groupe*),  il  s'agissait  de  r^duire,  s'Ü  ^tait  poasible,  le  premier 
Probleme  au  second.  J'ai  doune  lä-dessus  d^jä  quelques  döveloppements 
daus  une  aeance  de  la  Societe  mathematique  de  France*).  Pecmettez-moi 
d'y  reveuir  aujourd'hui,  et  d'exposer  mea  raisonnements  d'une  maniere 
plue  complete.  Sans  doute,  les  explieationa  que  je  vais  donner  paiaitront 
eiicore  un  peu  vaguea,  comme  je  n'ecria  pas  des  formules  d^tailieea,  mais 
j'espere  pourtant  qu'elles  pourront  avoir  quelque  interet. 

Qu'il  me  aoit  permis  d'abord  de  rappeler,  en  peu  de  mots,  la  forme 
que  j'ai  donn^e  autrefois  ä  la  resolution  des  equations  du  cinquieme 
degrc  par  les  fonctions  elliptiquea.  Dans  ce  but,  je  dois  vous  parier  de 
deux  cboses:  d'abord  de  la  forme  normale  que  j'ai  donnöe  k  l'equation 
modulaiie  pour  la  tiansfonnatiou  du  cinquiäme  ordre  des  fonctions  ellip- 
tiques,  ensuite  de  la  reduotion  de  l'equation  generale  du  cinquieme  degre 
a  cette  forme  normale. 

Quant  au  premier  point,  consid6rons  les  expressions  suivantes,  dans 
Icsquelles  g  aignifie  un  facteur  indetermine 

(1)  ez^  =  i^&,{r,bi:),  pa,  =  e^~#i(2r,  5t), 

T  6tant  le  quotient  des  periodes,  suivant  la  notation  de  M.  'V\''eier8trass, 

')  Extrait  d'une  Lettre  adresa^e  k  M.  0.  Jordan, 

")  [Wegen  dieser  Gruppe  vgl.  C.  Jordans  Traitu  des  substitutions,  Paris  1870, 
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II  est  facile  de  demontrer  que,  pour  une  transformation  lineaire  quel- 
conque  de  i,  le  quotient  z^:z..  siibit  des  Substitution s  Unfaires  (fraction- 
naires)  ä  coefficieiits  constants*).  Ces  substitutions  etant  les  niemes  pour 
deux  transformations  lin^aires  qui  sont  congruentes  suivaiit  le  rnodule  5, 
leui  nombre  devient  egal  ä  60 ,  et  la  determination  de  z^ :  2^  comme 
fonction  des  invariants  rationnels  g^,  g^  de  l'integrale  elliptique  equivaut 
ä  la  resolution  complete  de  I'equation  modulaire  correspondant  ä  la  trans- 
formation  da  cinquieme  ordre,  Maintenant,  les  sabstitutions  de  2j :  z.^  ne 
sont  autre  chose  que  les  substitutions  bien  connues  aujourd'hui  de  Vtcosaedre- 
Soit,  eomine  dans  nion  Livre^), 

^    ^      \h{z^,  s,}  =  -  {3f  +  3f )  +  228(zl°  -  2.f  )s?4  -  494 ^^"sf. 
Zj^-.z^  dopend  de  l'^uation  icosafidrique 


et  o'est  cette  equation  icosaedrique  ,que  je  considere  ioi  comme  la  forme 
normale  de  I'equation  modulaire  pour  la  transformation  du  cinquieme 
ordre.  Faisons  encore  la  remarque  suivante.  Au  licu  des  substitutions 
du  quotient  z^:z^,  on  peut  considerer  les  substitutions  eorrespondantes 
unimodulaires  des  deux  variables  homogenes  z^,  Sj-  Comme  le  d6ter- 
minant  d'une  Substitution  binaire  est  du  deuxißme  degr^  dans  les  eoefficients, 
le  nombie  de  cos  substitutions  homogenes  devient  egal  ä  120.  Mais  on 
peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  de  trouver  parmi  elles  60,  qui 
forment  elles  seules  un  groupe  isomorphe  holoedriquement  aux  substitutions 
fractionnaires  de  z^:z^.  Or,  j'ai  demontr^  que  c'esfc  impossible.  Je  revien- 
drai  immediatement  k  ce  theoreme. 

Fassons  maintenant  ä  la  resolution  des  equations  du  cinquieme  degce, 
ou  plutöt  ä  leur  reductioii  ä  la  forme  icosaedrique  que  je  viens  de  donner. 
Sans  doute  la  possibilite  de  cette  reduction  depend  en  prämiere  ligne  de 
ce  fait,  que  le  groupe  altcme  d'une  Equation  du  cinquieme  degre  est 
holoedriquement  isomorphe  au  groupe  de  l'icosaödre,  mais  la  reduction 
elle-meme  ne  repose  pas,  suivant  mes  points  de  vue,  sur  la  consideration 
des  groupes:  eile  appartient  plutöt  ä  la  Geometrie  analytique,  ou,  si  l'on 
veut,  ä  la  tMorie  des  fonctions  algebriques.  Je  ne  veux  pas  repeter  ici 
les  details  de  cette  reduction,  que  j'ai  donn^s  dans  mon  Livre,  avec  tous 

')  Von,  par  exemple,  mon  Memoire  Sur  les  cmtrSes  dliptiques  normales  du  nß«" 
ordre,  etc.  (Meouiires  math6maticiues  de  la  Soeiüe  scientifiqwe  de  Leipzig,  t.  12).  [Diese 
Abh.  kommt  in  Bd.  3  der  gegenwärtigen  Gesamtausgabe  zum  Abdruck,] 

')  Legons  sur  l'wosaidre  et  la  risolution  des  (qv^ationa  da  cinquüme  degr6. 
Leipzig,  18Ö4  (B.  G.  Teubner).  [Vgl.  aucli  meine  Arbeit  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  12 
(1877)  =  Äbh.  LIV.] 
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ics  developpements  neoessaires.  O'est  un  aeul  point  fondaaiental  sur 
lequel  je  dois  insister  ici.  Je  viens  de  dire  que  le  nombre  des  substitutions 
de  ricosaedre  est  necessairement  double  quand  on  passe  du  quotient  z, :  z^ 
aux  quanfcites  homogenes  2^,  z^.  O'eat.pour  cela,  comme  je  Tai  demonfcre, 
qu'il  devient  impossible  d'operer  la  c^duetion  ä  !a  forme  icosaedrique 
d'une  mani^re  purement  ratio nnelle.  La  röduction  doit  donc  contenir 
quelque  irrationnalitö.  Cette  irrationnalitö  ii'abaiasant  pas  le  gcoupe  de 
l'equation,  je  l'appelle  une  irraUonnalite  accessoire.  Du  reate,  cette 
irrationnalite  peut  etre  choisie  de  differentes  maniöres,  par  exemple  comme 
la  lacjne  carree  d'une  fonction  rationnelle  bien  simple  des  coefficients  de 
l'^quation  du  cinquieme  degre. 

Ceci  6tant  bien  con^u,  pour  venir  an  bnt  que  je  me  suis  propose  ici, 
j'aurais  ä  faire  des  considerations  tout  ä  fait  analoguee  snr  lea  fonctions 
byperelliptiques  (du  premier  ordre)  et  les  equations  du  vingt-septißme  degre. 

En  premißre  ligne  donc  j'aurai  ä  construire  une  forme  normale  poui' 
l'equation  modulaire  de  la  transformation  du  troisieme  ordre  des  fonctions 
hyperelliptiques.  Qu'il  me  soit  permis  de  m'appuyer  ici  sur  les  recherches 
de  deux  de  mes  eBvea,  M.  Witting  et  M.  Maschke.  M.  Witting^)  s'est 
oecup6  de  g^n^raliser,  pour  lea  fonctions  hyperelliptiques,  ce  que  j'avais 
fait  pour  les  fonctions  elliptiques  dane  ma  Theorie  des  courhes  normales 
superieures.    Voici  le  detail  que  je  dois  emprunter  ä  sea  recherclies.    Soit 

une  fonction  theta  hyperelliptique  impaire  quelconque;  g  i 
terminö.     Consid^rons  les  quatre  fonctions 

ß)ez.,ß  =  e^''""'*""^^^'"'"'&{<XT,,^ßt,,,c 
ti,ß=-0,\;     1,0;     1,1; 
[ou  =0,2;     2,0;     2,2; 

Ces  quatre  fonctions  doivent  4tre  considereea  1 
analogues  aux  fonctions  s^,  2^  de  l'equation  (2).  Nous  constatons  d'abord 
que  les  quotients  de  ces  quatre  fonctions  auront  la  propri6t^  de  suhir  des 
substitutions  lineaires  ä  coefficients  constants  pour  chaque  tranaformation 
lin^re  des  i^^,  qui  laisse  inalteree  la  earact^istique  de  la  fonction  S. 
Nous  voyons  ensuite  que  les  substitutions  correspondant  de  cette  fa^on 
ä  deux  transformatione  lineaires  congmentea  suivant  le  module  3  seront 
les  mgmes.  C'est  pourquoi  le  nombre  total  des  substitutions  des  quotients 
des  z  devient  egal  k  un  nombre  que  vous  avez  determine  dans  votre 
Traiti  des  substituUom'^),   c'est-ä-dire   ä   (3*-  1)  3^  (y''^ -■- 1)S  =  25920. 

s)  Math,  AnnalcB,  t.  29  (1886/87). 
'j  [Paris,   1S70,  S.  174.] 


cojique; 

Q  un  facteur  inde- 

r„  +  /(l 

.,;3t,,,3t,,,3t3,). 

1,2, 

2,1]. 

comme 

i   etant   strictement 
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JJous  coüsid^rons  ensuite  les  substitutions  homogenes  unimodulaires  de  quatre 
variables  z  correapondaiit  aux  aubstitutions  fractionnaires  des  quotients. 
Le  determinant  d'une  Substitution  quaternaire  ^tant  du  quatrieme  ordre 
dans  les  coefficients,  le  nombre  tpfcal  de  ces  substitutions  homogenes  ae 
trouve  egal  ä  4-25920;  mais  on  demontre  qu'il  suffit  de  considerer  ia 
nioiti4  aeulement,  c'est-ä-dire  2 '25920  substitutions  formant  ä  ellea  aeules 
un  groupe  isomorphe  au  groupe  des  aubstitutiona  fractionnaires.  L'analogie 
avec  les  a^,  2.^  se  trouve  ici  enoore  une  fois  conservee,  car  on  a  le  theo- 
reme  prouve  par  M.  Maachke,  qu'il  ^t  impossible  de  trouver  parmi 
ces  2  -  25  920  aubstitutiona  quelque  soua-groupe  qui  soit  egalement  isomorphe 
au  groupe  donne. 

II  s'agira  maintenant  de  chercher  les  equationa  par  lesquelles  les 
rapports  des  z  sont  li^a  aux  modales  algebriques  des  integralea  hypec- 
elliptiquee,  equations  que  nous  considererons  dans  la  suite  comme  cette 
forme  normale  de  l'equation  modulaire  de  la  fcransformation  du  troisieme 
ordre  qu'il  fallait  construire.  Mais,  auparavant,  il  faut  faire  une  remarque 
essentielle  qui  n'^tait  pas  necessaire  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques. 
Pour  obtenir  les  substitutions  lin^airea  des  quotients  des  z,  nous  avons 
du  considerer  aeutement  ces  transformations  unfaires  des  t^^,  qui  laissaient 
inalt^rfe  la  caract^ristique  de  la  fonction  (5).  C'est  pourquoi  nous  ne 
devona  paa  considerer  ici  comme  modules  algebriques  des  integrales  hyper- 
elliptiquea  les  invariants  raÜonnels  de  cette  forme  binaire  du  aixieme 
degre  qui  se  trouve  sous  le  aigne  radical,  maia  certains  invariants  irratio- 
nels  correspondant  ä  la  caracteriatique  de  la  fonction  »?.  Notre  fonction  & 
ötant  impaire,  eUe  est  associee  ä  une  decomposition  determinee  de  la 
forme  sexfcique  en  un  facteur  lineaire  et  un  facteur  du  cinquieme  degre. 
Or,  suivant  les  idees  de  M.  Weieratraas,  une  forme  ainsi  d^composee 
peut  etre  changee  rationnellement  dans  eelle-ci: 
(7)  f=x^{ixl  —  g^xlx^  —  g^x^x^~g^x^x^  ~  S^^D- 

Ce  sont  ces  coefficients  g^,  gx>  94'  9^  V^^  ^'^'^^  ^^^  invariants  irra- 
tionnels  que  nous  devons  employer  dans  notre  etude  des  quantites  s. 
Quant  aux  Equations  explicites,  par  lesquelles  ila  aont  lies  aux  s,  c'est 
la  recherche  dans  taquelle  M.  Maschke  se  trouve  engag^.  Lea  calcule 
n'etant  pas  encore  acheves,  il  suffira  d'indiquer  ici  que  les  resultats 
seront  publica  prochainement  dans  lea  Mathematische  Annalen^). 

Gonsiderona  maintenant  l'equation  du  vingt-aeptieme  degre  dea  droites 
d'une  surface  cubique.     Comme   vous  l'avez  prouve  dans  votru  Trait^,  le 

')  [Das  ist  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  33  (1888/89)  geschehen.  Jedoch  hat 
Maschke  dort  nur  erst  das  volle  Formensystem  der  z  aufgestellt.  Den  ZuBammen- 
hftng  desselhen  mit  dem 3  hat  dann  Burkhardt  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  41  (1891), 
S.  331  gegeben.     K,] 
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groupe  de  oette  equation,  apres  I'adjonction  d'une  racine  ßarree'),  se 
trouve  isomorphe  aans  meri^drie  au  groupe  des  25920  substitutions  fraction- 
naires  des  quotienta  des  z.  Or  je  ne  consid^rerai  pas  quelques  autres 
qualites  speciales  de  cette  equation,  mais  je  m'occuperai,  dans  ce  qui  suit, 
de  toutes  les  ^quations  du  vingt-septiörae  degre  ayant  le  meme  groupe. 
Est-il  possible  de  reduire  ces  equafcions  ra(*0Ji«eifeme»(  au  probleme  des  z, 
que  nous  avons  defini?  D'apres  les  indioations  donnees  pour  les  4quations 
du  cinquieme  degr^,  cela  depend  des  substitutions  homogenes  unimodulaires, 
correspondant  aus  substitutions  fractionnaires  des  quotients  des  z.  8i  le 
groupe  de  ces  substitutions  homogenes  se  trouvait  holoedriqueinent  iso- 
morphe au  groupe  des  substitutions  fractionnaires,  la  reduction  rationnelle 
s'opererait  facilement  par  un  procede  que  j'ai  donne  dans  le  tome  15  des 
Mathematische  Annahw^**)  et  sur  lequel  je  reviendrai  tout  äTbeure.  Mais, 
conime  le  groupe  des  substitutions  bomogönes  des  z  est  necessairement 
deux  fois  plus  grand  que  le  groupe  des  substitutions  fractionnaires,  la 
reduction  rationnelle  devient  impossible;  il  faiit  donc  iutroduire  quelque 
irrationnalite  accessoire. 

Voici  maintenant  une  möthode  facile  de  reduction.  Je  la  donne  sous 
la  meine  forme  geom^trique  sous  laquelle  eile  s'est  ptesent6e  h  mon  esprit, 
eil  relation  intime,  comme  vous  le  verrez,  avec  mes  anciennes  reclierelies 
sur  l'espace  regle. 

Le  groupe  des  substitutions  homogenes  des  z  n'^tant  pas  holo^dri- 
quement  isomorphe  au  groupe  de  l'^uation  propoeee,  la  premiere  chose 
ä  faire  consiste  ä  en  deduire  un  autre  groupe  de  substitutions  homogenes 
qui  le  aoit.  Dans  ce  but  il  suffit  evidemment  de  consid6rer  les  substitu- 
tions des  d^terminants  Pit^^^^i^t  ~  ^i^ic  formees  de  deux  series  de 
variables  cogredientes  s,  z',  ou  bien  les  coefflcients  a^.  d'une  forme 
lin^ire  des  p^j^ 

c'est-Ji-dire  les  coordonnees  d^un  complexe  Uneaire. 

Maintenant,  par  le  procede  donne  au  tome  15  des  Mathematische 
Annalen,  nous  sommes  en  etat  de  constmire  six  fonctions  rationnelles 
des  vingt-sept  racines  x  de  i'^quation  proposee,  qui  soient  des  a^^,  c'est- 
ä-dire  qui  se  substituent  comme  les  a^^,  quand  on  efEectue  d'une  part  sur 
les  X  les  substitutions  du  groupe  de  l'equation  et  d'autre  part  sur  les  z 
les  substitutions  lineaires  cotreapondantes.    Nous  disons,  soivant  Texpregsioii 

°)  Quant  k  cette  racine  oarr^e,  j'ai  d^montri  qu'elle  se  rapporte  au  diBcriminEint 
da  la  Hurfaee  oabiqne,  o'est  ä^-dire  k  cette  espressioii,  qui,  6gal6e  ä  zöro,  donne  la 
conditiou  pour  Fesistence  d'un  point  double. 

">)  Mimoire  sur  la  r^sohttion  de  certaines  iquations  du  septiime  et  du,  huitihme 
degri  (1879).     [Vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LVIL] 
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employee  dans  mon  Livre,  que  nous   avons  coordoime  d'une  i 
Variante  aux  racines  x  an  certain  complexe  lineaire  de  l'espace  des  z. 

Tout  ce  qui  reste  k  faire  maiiitenant  est  de  coordonner  k  ce  complexe 
lineaire  d'une  maniere  covariante  un  point  s.  Or  c'est  le  meme  probleme 
duquel  je  me  suis  occupe  recemment  dans  mes  recherches  aur  la  resolu- 
tion  des  equations  generales  du  sixieme  et  du  septieme  degre^^).  On 
commence  k  coordonner  au  complexe  a^^  d'une  maniere  covariante  et 
rationnelle  trois  autres  complexes  «;*,  Oit,  fflf't  et  l'on  cherehc  ensuite, 
suivant  les  r^gles  oonnues,  deux  combinaisons  lineaires  de  ces  complexes, 
qui  repr^sentent  des  lignea  droites,  se  coupant  en  un  point.  C'est  oette 
derniere  Operation  qui  introduit  une  irrationnalite  accessoire,  composee  de 
deux  racinea  carrees.  Mais  nous  voilä  parvenus  au  but  que  nous  nous 
sommes  pose;  car  le  point  d'intersection  des  deux  droites,  c'est  bien  le 
point  z  qu'il  (allait  construire. 

En  efiet,  les  coordonnfies  z  du  point,  que  nous  venons  de  determiner, 
dependront  des  racines  x  de  I'equation  propoa^e,  de  teile  sorte  qu'elles 
peuvent  Stre  definies  par  un  probleme  normal,  dans  lequel  g^,  g^,  g^g.^ 
ont  ktk  remplac^  par  des  fonctions  des  ooefiioients  de  I'equation  du  vingt- 
septieme  degr4  rationnelle ment  connues.  En  oalculant  ensuite  les  z  par 
les  formules  hyperelliptiques  (fi),  nous  avons  resolu  I'equation  du  vingt- 
septiöme  degr6. 

Göttingue,  le  22  septembre  1887. 


Iluh  habe  schon  in  den  Bemerkungen   zu  Ahh.  LVII,  S.  416  angegehen,   daß  es 
mir  1880  gelang,  die  dort  genannten  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  von 

— ;r —  und  — - —  Vari&hein  (wo  w  eine  ungerade  Primzahl   bedeutet)  aus  der  Theorie 

der  elliptischen  Thetafuaktioneii  abzuleiten.  Als  ich  mich  dann  in  meiner  Leipziger 
Zeit  (insbesondere  im  Sommer  1885)  zum  ersten  Male  mit  den  hyperelliptischen  Theta 
des  Gesohloohtes  Zwei  eingehender  beschäftigte,  war  es  natürlich,  daß  ich  naoh  end- 
lichen Gruppen  linearer  Substitutionen,  die  von  dort  aus  entstehen,  Ausschau  hielt. 
Ich  Btieß  zunächst  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Gruppen  von  11520  Kollineationen 
des  dreidimensionalen  Raumes,  die  man  erhält,  wenn  man  die  kanonischen  Ijnien- 
koordinaten  x^,  -r^  von  Abh  II  (Bd  1  dieser  Ausgabe)  auf  alle  Weisen  vertauscht 
und  damit  beliebige  Vorzeiehenweehsel  der  t  verbindet,  die  mit  der  jeweiligen  Ver- 
tausohung  zusammen  eme  Substitut! onsdetenninante  4- 1  liefern,  bei  der  Zweiteilung 
der  byperelliptischen  Penoden  auftntt,  ich  bezeichnete  sie  dementsprechend  als  die 
Gruppe  der  Boiohardtschen  Moduln  Man  vergleiche  die  Fußnote  -)  auf  S.  439 
(Abh,  LVIH),  insbesondeie  die  dort  genannten  Arbeiten  von  Herrn  Reichardt,  Ich 
sah  ferner  die  Möglichkeit,   für   ungerade   Piimzahlea  n  zu  Substitutionsgruppen  von 

— - —  und  — ^ —  \  atiabeln   zu   gelangen,   was   u   a    für   « =  3   eine  endliche  Gruppe 
")  Math.  Aiinaien,  t.  28  (1889).     [Vgl.  die  vorstehend  abgedruckte  Abh.  LVIIL] 
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von  25920  Kollineationen  des  dreidimensionalen  Raumes  ergeben  mußte.  Den  hier- 
mit umsohriebeoen  Aufgabenkreia  übergab  ich  Herrn  Wittitig,  der  Ostern  1886  mit 
mir  nach  Göttingen  ging.  Von  hier  aus  ist  deeeen  scbon  oben  genannte  Abhandlung 
in  Bd.  29  der  Matii.  Annalen  entstanden  (Über  Jacobisehe  Funktionen  Ä-ter  Ordnung 
von  zwei  Variabein,  1887),  sowie  insbesondere  aunh  seine  Gofctinger  Dissertation  {Über 
eine  der  Hessesehen  Konfiguration  der  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  analoge 
Konfiguration  im  Räume,  Dresden  1887),  Es  folgten  Vorlesungen,  die  ieh  im  Sommer 
1887  und  im  Winter  1887/88  über  hyperelliptisohe  Funktionen  in  Göttingen  gehauen 
habe.  Maeohke  hat  im  Anschluß  daran  sehr  bald  das  volle  Formensystem  der  Gruppe 
der  Borchardtschen  Moduln  bestimmt  (Math.  Annalen,  Bd.  80,  1887)  und  einige 
Zeit  darauf  das  volle  System  der  quaternären  Gruppe  von  51840  Substitutionen, 
welche  im  dreidimensionalen  Räume  die  Gruppe  der  25920  Kollineationen  ergibt 
(Math.  Annalen,  Bd.  36,  1889/90).  In  der  Folge  hat  dann  insbesondere  Burkhardt 
meine  hier  in  Betracht  kommenden  Problemsfeilungen  weiter  behandelt.  Es  kommen 
hierfür  namentlich  drei  Abhandlungen  in  Betracht,  die  er  unter  dem  gemeinsamen 
Titel  „Untersuchungen  aus  dem  Gebiet  der  hyperellip tischen  Modulfimktionen"  in  den 
Bänden  36,  38  und  41  der  Math.  Annalen  veröfientlioht  hat  (1889,  1890,  1891).  Hier 
werden  nicht  nur  die  Resultate  von  Witting  und  Mascbke  weiter  ausgeführt, 
sondern  es  werden  namentlich  auch  (in  Bd.  41)  die  Aufgaben,  welche  ich  in  dem  hier 
abgedruckten  Briefe  an  0.  Jordan  stelle,  in  einfachster  Weise  beantwortet.  Ich 
nannte  bereits  (Fußnote  *)  auf  S.  476)  den  von  ihm  gegebenen  Zusammeniiang  der 
Weierstraßschen  Invarianten  ff^,  S,,  ffi,  fls  mit  den  Formen  des  Maschkesfhen 
Formensystems.  Insbesondere  aber  fand  Burkhardt,  daß  man  bei  einet  Gleichung 
27.  Grades  der  in  Betracht  kommenden  Gruppe  übersichtliche  lineare  Verbindungen 
der  Wurzeln  angeben  kann,  welche  sich  ohne  weiteres  wie  die  Koordinaten  an,  eines 
linearen  Komplexes  substituieren.  —  Indem  ich  übrigens  auf  Eurkhardts  Original- 
darstellung verweise,  bemerke  ich  noch,  daß  neuerdings  Herr  Coble  in  Bd.  18  der 
American  Transactions  (1916)  auf  die  einschlägigen  Fragen  zurückgekommen  ist.    K,] 
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LX,    Sulla  risoluzionc  delle  equazioiii   di  sesto  grado'). 

[Rendiconti  doUa  Reale  Äccadeniia  dei  Lincei,  ser.  5a,  vol  VIII,  1  (1899).] 

...Per  quanto  riguarda  le  equazioni  di  sesto  grado,  possiamo  valetci 
ora  de!  gruppo  elegante  di  360  coliineazioni  piane,  che  fii  scoperto  dal 
sig.   Valentiner   (1889),   e  fu   poi  atudiato   a  fondo^   per  la  prima  volta, 


.  Wiman  nel  vol.  47  dei 
Siano  x.,,x^,  . . .,  x^  le  radi 
cereare  tre  funzioni  z,,s^,Zg  d. 


i  Math.  Annalen  (1895). 
dici  della  equazione  di  aeato  grado.  Si  devono 
radiei,  i  eui  rapporti  aubiscano  le 
sostituzioni  dei  gruppo  nominato,  in  corriapondenza  alle  permutazioni  pari 
.  delle  X.  Quelle  funzioni  non  possono  perö  esser  razioTiali,  giacch^  il  gruppo 
delle  360  coliineazioni  piane  non  e  oloedricamente  isomorfo  ad  uq  gruppo 
di  sostituzioni  lineari,  omogenee,  temarie,  come  fu  giä  osservato  dal  sig. 
Wiman.  Sta  invece  il  fatto  che  il  minimo  grappo  isomorfo  di  sostituzioni 
lineari,  omogenee,  temarie,  che  si  puö  costruire,  contiene  il  numero  triplo 
di  operazioni  dei  gruppo  di  coliineazioni;  e  precisamente  alla  coltineazione 
identica  corrispondono  le  tre  sostituzioni: 

(1)  z(=fzi,   Zi^-'-fz^,    zi^fzi.         (/=  e  ^  ;  v^  0,1,2). 

Ora  si  domanda  quäle  sia  il  modo  piü  semplice  per  costruire  tre 
funzioni  irrazionali  delle  x^^,  . .  .,x^,  i  cui  rapporti  si  permutino  in  corri- 
spondenza  col  noatro  gruppo  di  coliineazioni,  A  tal  fine  io  propongo  di 
rioorrere  alla  teoiia  delle  curve  piane  dei  terzo  ordine,  e  in  particolare 
dei  loro  flessi.  Infatti  una  forma  cubica  ternaria  delle  z^,z^,z^,  o  delle 
variabili  contragredienti  w^,  w^,  tVg,  non  subiape  alcuna  alterazione  in 
conseguenza  delle  sostituzioni  (1),  e  quindi  easa  subiaoe  solo  360  tras- 
formazioni  in  corri&pondenza  alle  3.360  sostituzioni  delle  Wi,iv^,w^.  Segue 
che  si  possono  subito  formare  delle  funzioni  razionali  delle  x^,  ...^x^,  le 
quali,  in  corrispondenza  colle  sostituzioni  pari  delle  x,  subiscano  le  atesse 
sostituzioni  lineari  che  le  diverse  espressioni  di  terzo  grado  nelle  WijWgjWg. 
In  altre  parole:  si  puö  aasooiare  in  modo  covariante  alle  x^,...,Xf  una 
curva  dei  terzo  ordine  dei  -piano  z^,z^,z^.  Ciö  fatto,  si  puö  scegliere  uno 
dei  nove  flessi  della  cubica  come  puiito  covariante  rispetto  alle  a;^, ...,  fl;^. 
La  determinazione  di  un  tal  flesso  non  esige,  come  e  noto,  altre  irrazionalitär 
che  quelle  esprimibili  mediante  radiei  cubiehe  e  quadratiche.  E  cosi,  col 
sussidio  di  irrazionalitä  aceessorie,  che  si  suole  riguardare  come  elementare, 
si  perviene  alla  meta. 

*)  Auszug  aus  einem  Brief  an  Herrn  Casteliiuüvo,  vorgelegt  in  der  Akademie- 
Sitzung  vom  9.  April  1899.  [Wegen  der  ternären  G^^,  auf  die  hier  Bezug  genommen 
wird,  siehe  die  Bemerkungen  in  der  Einleitung  auf  S.  260  des  vorli^enden  Bandes 
oder  die  folgende  Arbeit  LXI,     K.] 
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LXT.  Über  die  Auflösung  der  allgemeinen  Oleicluing^^n 
fünften  und  sechsten  Grades^). 

[Zuerst   erschienen   in   dem   Birichletbande   (Bd.  129)   des  Journals   für  leine  und 
angewandte  Mathematik  (1905),  wieder  abgedruckt  in  den  Math,  Annalen,  Bd.  61  (li^OS).] 

Indem  ich  Ihrer  werten  Aufforderung  entspreche,  einen  Beitrag  2U 
dem  Festbande  des  Journals  zir  schreiben,  der  dem  Andenlcen  Dirichlets 
gewidmet  ist,  greife  ich  auf  eine  Note  ziirück,  die  ich  voi'  sechs  Jahren 
in  den  ßendiconti  deir  Accademia  dei  Lincei  veröffentlichte  luid  in  der 
ich  die  Grundlinien  einer  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  sechsten 
Grades  akiezierte^).  Ich  stelle  mir  das  Ziel,  die  dort  nur  angedeuteten 
Überlegungen  ausführlicher  und  in  mehr  konkreter  Form  darzulegen.  '  In 
der  Tat  hat  selbst  ein  so  genauer  Kenner  der  einschlägigen  Literatur,  wie  , 
Herr  Lachtin,  den  in  Betracht  kommenden  Ansatz  nicht  in  seiner  prin- 
zipiellen Einfachheit  aufgefaßt  (wie  ich  weiter  unten  noch  näher  ausführe)''). 
Im  übrigen  handle  ich  unter  den  Impulsen  meines  alten  Freundes  Gordan, 
der  sein  großes  algebraisches  Kömien  neuerdings  der  in  Frage  stehenden 
Problemstellung  augewandt  hat.  Herr  Gordan  wird  eine  erste  einschlägige 
Abhandlung  demnächst  in  den  Math.  Ännalen  veröffentlichen^).  Es  ist 
dies  aber  nur  ein  Anfang;  ich  hoffe,  daß  es  seinen  fortgesetzten  Bemüh- 
ungen gelingen  wird,  den  Gegenstand  nach  allen  Seiten  ebenso  vollständig 
zu  kläi'en,  wie  uns  dies  früher  gemeinsam  mit  der  Theorie  der  Gleichungen 
fünften  Grades  geglückt  ist. 

Auf  diese  Theorie  der  Oleichungen  fünfhn  Grades,  wie  ich  sie  in 
memen     Toilesttgen   tbei  das  Iko  aedei     fLeipzig  1884)  zusammengefaßt 

)  AuBaug  a  s  e  nem  S  h-eben  iu    He        K   H    nse). 

)  Staung  vom  •>  Apr  1  181'^  Eend  oont  IUI  (1"  semesbre):  Sulla  risohzione 
lelle,  ejua  -oa  d  s  eto  g  ado  (estratto  da  una  lettera  al  sig.  Caetelnuovo).  [Vor- 
stehend als  N    LX  abgedi^okt  J 

]  Moskauer  Mathemat sohe  San    lu  g    Bd  XXII,  1901,  S.  181—218  (ruäsisoh). 

)  Vhe  de  -part  Ite  Dff  e  t  algl  hung  rf&.  Vahntinerprohkms  (ein  Beitri^ 
Eur  Auflösung  1er  allgeme  nen  Claohungeu  secl  ste  C  ades)  [erschienen  in  den  Math. 
Annalen  Bd  bl  (1905/06)]  —  \g\  a  ch  e  ne  M  tte  Inng  an  den  Heidelberger  Inter- 
nationalen Mathomatiter-KongreB  (^August  1904).  [Weitere  Angaben  siehe  am  Schluß 
der  gegen wiirtv gen  Abhandlung.] 
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habe''*),  möchte  ich  hier  vorab  in  der  Weise  eingehen,  daß  ich  diejenigen 
Momente  hervorifehi'e,  welche  in  den  nachfolgenden,  auf  die  Gleichungen 
sechsten  Grades  bezüglichen  Überlegungen  ihre  genaue  Weiterbildung  finden 
sollen.  Ich  habe  in  Kapitel  V  des  „Ikosaederbuches"  zweierlei  Auflösungs- 
methoden der  Gleichungen  fünften  Grades  auseinande^esetzt  (die  sich, 
übrigens  nur  durch  die  Keihenfolge  der  auszuführenden  Schritte  unter- 
scheiden). Es  wird  sich  hier  um  die  zweite  dieser  Methoden  handeln,  die 
sich  als  eine  organische  Forteetziing  von  Kroneckers  (und  Brioschis) 
Arbeiten  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  darstellt. 
In  dem  „Ikosaederbuch"  wird  diese  Methode  —  gleich  der  ersten  —  in 
geometrischer  Form  entwickelt,  wobei  spezielle,  nur  bei  den  Gleichungen 
fünften  Grades  hervortretende  Beziehungen  den  Ausgangspunkt  abgeben. 
Statt  dessen  greife  ich  hier  auf  die  algebraische  Begründung  der  Methode 
zurück,  die  ich  (1879)  in  Bd.  15  der  Math.  Annalen  entwickelte  und  mit 
Überlegungen  über  die  Auflösung  beliebiger  höherer  Gleichungen  begleitete^). 

Die  Ikosaedertheorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  und  die  mit 
ihr  zusammenhängenden  allgemeinen  Überlegungen  sind  seitdem  mehrfach 
von  anderer  Seite  zur  Darstellung  gebracht  worden,  so  insbesondere  im 
zweiten  Bande  de3  ausgezeiclmeten  Lehrbuches  der  Algebra  von  H.  Weber 
(Braunschweig,  aweite  Auflage  1898,  1899),  sowie  in  dem  ausführlichen 
Bericht,  den  Herr  Wi man  in  Bd.  1  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  über  Endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen  erstattet 
hat  (8.  522  bis  554,  1900)-  Trotzdem  scheint  es,  daß  die  prinzipielle 
Bedeutung  des  ganzen  Ansatzes  im  mathematischen  Publikum  immer  noch 
vielfach  nicht  verstanden  wird.  Es  handelt  sich  nicht  um  Überlegungen, 
welche  sich  neben  die  früheren  Untersuchungen  über  die  Auflösung  der 
Gleichimgen  fünften  Grades  stellen,  sondern  um  solche,  die  den  Anspruch 
erheben,  den  eigentlichen  Kern  dieser  früheren  Untersuchungen  auszumachen. 
Ich  will  versuchen,  in  dem  folgenden  Berichte  dementsprechend  die  Haupt- 
punkte der  Theoiie  (die  sich  dann  später  mutatis  mutandis  bei  dem  An- 
sätze für  die  Gleichungen  sechsten  Grades  wiederfinden)  so  genau  zu  be- 
zeichnen, als  bei  der  gebotenen  Kürze  möglieh  scheint. 

Das  erste  ist,  daß  wir  die  Ikosaedergleichung,  d.  b.  die  Gleichung 
sechzigsten   Grades,    welche   in   dem   „Ikosaederbuch"  folgendermaßen  ge- 

")  [Der  Leser  vergleiche  neben  dem  Ikosaederbuch  immer  »unh  meine  Arbeit 
m  den  Math.  Annalen,  Bd.  12  (1877),  die  oben  als  Abb   LIV  abgedruckt  ist.     K.: 

")  Über  die  Äfiflösung  gewisser  Gleichungen  vom  siebenieji  vnd  (vhtert  Grade  (1879) 
I  f orstehend  als  Abh.  LVII  abgedruckt];  vgl  insbesondere  den  §  4  daselbst  („die 
Formeln  von  Kronecker  und  Brioschi  fiir  den  fünften  Grad')  [Im  Gegensatz 
hierzu  führte  die  oben  abgedruckte  Abh.  LVIII  die  im  Texte  gememten  geometrischen 
Betrachtungen,  welche  Ton  den  geradlinigen  Erzeugenden  der  Piachen  zweiten  Grades 
ausgehen,  weiter.     K.] 
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schrieben  wird: 

(1)  -J-'-'-f-^X 

als  eine  No'iTTialgleiclning  sui  generis  ansehen,  wclcihe  sich  vei-möge  ihrer 
ausgezeichneten  Eigenschaften  als  die  nächste  Verallgemeinerung  der  „reinen" 
Gleichungen : 

(2)  x"^X 

dareteilt.  Iti  der  Tat  lassen  sich  die  60  Wurzeln  von  (l)  aus  einer  be- 
liebigen derselben  genau  so  durch  60  a  priori  bekannte  lineare  Substitu- 
tionen (die  Ikosacdersubstitutionen)  berechnen,  wie  die  n  Wurzeln  von  (2) 

aus  einer  derselben  durch  die  n  Substitutionen  x'  =  e  "  -x.  Nun  erweist 
sich  die  Gruppe  der  Ikosaedersubstitutionen  mit  der  Gruppe  der  (JO  geraden 
Vertauschungen  von  fünf  Dingen  als  isomorph.  Hierdurch  gewinnt  der 
Abelsche  Beweis,  daß  es  unmÖgUcb  ist,  die  Auflösung  der  allgemeinen 
Gleichungen  fünften  Grades  auf  eine  Eeihenfolge  reiner  Gleichungen  (2) 
zurückzuführen,  seine  positive  Wendung.  Die  Aufgabe  muß  sein,  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  fünften  Grades  mit  Hilfe  einer  Ikosaederghickung 
zu  bewerkstelligen.  Und  hier  mögen  wir  einen  algebraischen  und  einen 
transzendenten  Teil  der  Untersuchung  unterscheiden.  Der  erste re  Teil 
wird  sich  damit  beschäftigen,  aus  den  Wurzeln  z^,  •  ■  -,  z^,  einer  vorgelegten 
Gleichung  fünften  Grades  die  Würze!  x  einer  Ikosaedergleichung  (1)  alge- 
braisch zusammenzusetzen,  den  Parameter  X  der  letzteren  durch  die  Koeffi- 
zienten der  Gleichung  fünften  Grades,  bzw.  die  Quadratwurzel  aus  ihrer 
Diskriminante,  zu  berechnen,  endlich  wieder  die  s, ,  . . . ,  s^  durch  das  x 
darzustellen.  Der  transzendente  Teil  aber  wird  die  Aufgabe  haben,  die 
Wurzel  X  der  Ikosaedergleichung  aus  dem  Parameter  X  durch  rmendliehe 
Prozesse  zu  berechnen.  Dies  gelingt  genau  so  durch  hypergeomeirische 
Reihen,  wie  die  transzendente  Auflösung  der  Gleichung  (2)  durch  die  bi- 
nomische Reibe,  —  In  den  ,, Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  ist  ina- 
besondere nachgewiesen,  daß  alle  algebraischen  Untersuchungen,  die  man 
zum  Zwecke  der  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades 
angestellt  hat,  Umschreibungen  des  vorgenannten  algebraischen  Problems 
sind.  Der  transzendente  Teil  der  Aufgabe  wird  nurmehr  gestreift.  Es 
wird  aber  klar  ausgesprochen,  welche  Bewandtnis  es  mit  der  sogenannten 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  durch  elliptische  Funktionen 
bat.  Ich  beziehe  mich  hier  auf  meine  ausführlichen  anderweitigen  Dar- 
legungen, die  11.  a.  in  die  von  Fricke  und  mir  herausgegebenen  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  eUiptisehen  Modulfunktionen  (Leipzig  1890,  1892) 
eingearbeitet  sind.  Zwischen  der  Transformation  fünfter  Ordnung  der 
elliptischen  Funktionen   und  der  Ikosaedertheorie  besteht  ein  notwendiger 
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Zusammenhang.  Setzt  man  in  (1)  fiiv  X  die  absolute  Invariante  J  der 
elliptiacheii  Modulfunktionen,  so  bekommt  die  Ikosaeder große  x  die  ein- 
fache Bedeutung  des  „Hauptmoduls  der  Hauptkongruenzgruppe  fünfter . 
Stufe".  Alle  Arten,  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  mit 
den  elliptischen  Funktionen  in  Zusammenhang  zu  bringen,  beruhen  auf 
diesem  Fimdamentalsatz.  Insbesondere  läßt  sich  x  selbst  durch  elliptische 
iV-Reihen  darstellen;  es  ist  eine  Formel  von  prinzipieller  Einfachheit;  man 
hat  (wenn  ich  der  Kürze  halber  die  Jacobischeu  Bezeichnungen  gebrau- 
chen darf): 

Die  Benutzung  dieser  Formel  zw  Auflösung  der  Ikosaedergleichung  (oder 
ähnlicher  Formeln  zur  Auflösung  irgendwelcher  Besolvevien  der  Ikosaeder- 
gleichung) ist  aber  genau  so  ein  Umweg,  wie  die  Lösung  der  reinen 
Gleichung  (2}  durch  Logarithmen: 

(4)  _     «~e"  . 

Muß  man  doch  zuerst  -  -  bzw.  log  X  aus  X  berechnen,  ehe  man  die 
Formeln  (8),  (4")  anwenden  kann.  Die  Bedeutung  der  Formeln  für  die 
Auflösung  ist  höchstens  eine  praktische,  falls  man  nämlich  eine  Logarith- 
mentafel bzw.  eine  Tafel  der  elliptischen  Perioden  K,  K'  besitzt.  Man 
möge  also  endlich  aufhören,  sich  so  auszudrücken,  als  wenn  die  Benutzung 
der  elliptischen  FimHionen  das  Wesentliche  an  der  Theorie  der  Glei- 
chungen fimften  Grades  wäre.  Diese  AusdrueJirsweiee  ist  nur  ein  Besiduum 
der  zufälligen  historischen  Entwicklung:  die  Transformationsfcheorie  der 
elliptischen  Funktionen  hat  den  ersten  Ansatz  gegeben,  gewisse  einfache 
algebraische  Gleichungen  aufzustellen  (die  Modul argleichungen  und  Multi- 
plikatorgleichungen fui  den  fünften  Transformationsgrad),  die  der  Ikosaeder- 
gleichung nahe  verwandt  sind''). 

So  viel  über  die  Einfuhrung  des  Ikosaeders  in  die  Theorie  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  im  allgemeinen.  Ich  muß  mich  nunmehi;  ganz 
auf  die  algebraische  Seite  der  Aufgabe  beschränken.  Und  hier  habe  ich 
vor  allen  Dingen  einen  fundamentalen  Satz  über  die  Ikosaedersubstitutionen 
zu  erwähnen,  der  in  der  Folge  besonders  wichtig  wird.  Man  kann  von 
der  Ikosaedersubstitution  der  in  (1)  auftretenden  Unbekannten  x  zu 
homogenen  Substitutionsformeln    übergehen   (indem    man  x    in  den   Sub- 

')  [Eine  direkte  Methode  für  die  Lösung  des  transzendenten  Teiles  der  Aufgabe 
liefert  die  Anwendung  der  bypergeometriscben  Reihen.     Vgl.  Abb.  LIV,   Abschnitt  1, 

g  8,  s.  sai  f.    K.] 


y  Google 


LXI.   Allgempiue  Gleichungen  fünften  und  sechsten  Grades.  48r) 

stitutioiisformeln  überall  durch  a:,  :  a:.,  ersetzt  und  Zähler  und  Nenner  in 
zweckmäßiger  Weise  trennt).  Wählt  man  dabei  die  Determinante  der 
entstehenden  binären  Substitutionen  gleich  1,  so  hat  mau  120  binäre 
Substitutionen;  spezieil  entsprechen  der  identischen  Substitution  x' =^  x 
die  beiden 

{ 5 )  a;/  =  cCj ,  x^  =  x^     und     x[--^  —  x^,  a;,'  =  —  x., . 

Und  nun  ist  es  auf  keine  Weise  möglich  (auch  nicht,  wenn  man  den  Wert 
der  Determinante  abändert),  aus  solchen  homogenen  iSubstitidionen  eine 
mit  der  nicht  homogenen  Substitutionsgruppe  isomorphe  Gruppe  zusammen- 
zusetzen, die  weniger  als  120  Substitutionen  enthieUe.  Der  Isomorphismus 
zwischen  der  Substitiitionsgruppe  des  x  und  derjenigen  der  a;, ,  x^  ist  also 
notwendig  ein  meroedri scher!  Dieser  fundamentale  Satz,  der  etwas  abstrakt 
klingt,  gibt  der  algebraischen  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  ihre 
eigentümliche  Form,  wie  sofort  naher  darzulegen  ist.  Bemerken  wir  vor- 
ab, daß  derselbe  nicht  etwa  schwer  zu  beweisen  ist.  Auf  S.  4G,  -47  des 
,,Ikosaederbuche8"  ist  er  darauf  zurückgeführt,  daß  die  Gruppe  der  nicht 
homogenen  Ikosaedersubstitutionen  u.  a.  sogenannte  Vierergruppen  enthält 
und  daß  für  diese  Vierergruppen  bereits  der  entsprechende  Satz  gilt. 
Nehmen  wir,  um  dies  einzusehen,  die  einfachste  Darstellung  der  nicht 
homogenen  Vierergj-uppe,  wie  sie  durch  folgende  vier  Substitutionen  ge- 
geben ist:  I,   t'  _    ;     ■ 

(«'  II:  r-       f,     ni:f-l,     lV:f^-|. 

Hier  sind  11,  III,  IV  Substitutionen  von  der  Periode  2  und  es  ist  Küjfleidli 
(7)  n  III  IV  =  L. 

Will  man  jetzt  zu  einer  holoedrisch  isomorphen  Gruppe  homogener  Sub- 
stitutionen übergehen,  so  hat  man  I  jedenfalls  durch 

I':  i;  =  ^,,  .-,;  =  ,%, 

zu  ersetzen,  Jl,  III,  JV  aber 

in':  ^[=  ±L_,     ,-.j  =  ±,-1, 

IV':  t;=  ^f^,     ^,'=-  +  ^1 
(wo  in  der  einzelneu  Horizontale  je  nach  Belieben  die  oberen  oder  unteren 
Vorzeichen   zu   nehmen   sind).     Aber  wie   man  hier  auch   die  Vorzeichen 
wählen  möge,  die  hier  eingeführten  Substitutionen  II',  HI',  IV'  haben  je 
die  Determinante  {—  1)  und  es  kann  also  unmöglich 

11'  III'  IV'-- I' 
sein,  wie  es  doch  nach  (7)  bei  holoedrischem  Isomorphismus  der  Fall  sein 
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müßte!  -  Wir  werden,  nach  dem  so  Bewiesenen,  fortan  unter  den  homo- 
genen Ikosaeder Substitutionen  kurzweg  die  120  binäi'eii  Substitutionen  voji 
der  Determinante  +  1  verstehen,  welche  den  60  nicht  homogenen  Sob- 
Htitutionen  des  x  entsprechen. 

Ich  werde  nunmehr  das  zentrale  Problem,  dessen  Erledigung  uns 
obliegt,  folgendermaßen  formulieren:  man  soll  aus  frei  veränderlichen  fünf 
Größen  3,,  z.^,  z.^,z^,  z-,  (den  Wurzeln  der  Gleichung  fünften  Grades)  ein^ 
Funktion  x{z^,  ...,S;)  zusammensetzen,  die  bei  den  60  geraden  Vertäu- 
bchungen  dei  z  die  60  Jkosaedersubstttutionen  erleidet.  Aus  unserem  fun- 
damentalen &atz  folgt  sofort,  daß  es  eine  derartige  rationale  Funktion  von 
fünf  frei  veränderlichen  Großen  z  nicht  gibt  flkosaederbuch  S.  255).  Man 
schreibe  namlich,   indem  man  x  in  teilerfiemde  Polynome  als  Zähler  und 

Nennei   '.paltet    ^y-* ~^^      Die   '.o   eingeführten  'p,  i/'  würden  sich  bei 

ileii  bO  Vertaubchungen  dei  z  notwendig  homogen  linear  substituieren. 
Dabei  wurden  diese  homogenen  Subititutionen  den  Ikosaeder  Substitutionen 
des  X  einzeln  entsprechen,  man  hatte  alao  eine  mit  den  unhomogenen 
Ikosaedersubstitutionen  holoedrisch  isomorphe  Gnrppe  binärer  Substitutionen, 
und  eine  solche  Gruppe  existiert  nicht,  wie  wir  sahen. 

Die  gesuchte  Funktion  «(zj,  . . .,  Zj)  muß  also  von  ihren  Argumenten 
algebraisch  abhängen.  Und  damit  sind  wir  in  des  Gebiet  derjenigen 
Irrationalitäten  der  Gleichungstheorie  geführt,  die  ich  in  meinem  Ikosaeder- 
buch  (S.  158,  159)  akzessorische  nenne,  weil  sie  zu  den  unmittelbar  vor- 
handenen Irrationalitäten  (den  rationalen  Fun kfcionen  der  z)  —  mit  denen 
es  die  Galoissche  Gleichungstheorie  nach  ihrer  gewöhnlichen  Formulierung 
allein  zu  tun  hat  ■ —  als  etwas  Neues  hinzutreten.  Über  die  Leistungs- 
fähigkeit dieser  akzessorischen  Irrationalitäten  wissen  wir  vorläufig  nichts 
Allgemeines.  Wir  sind  vielmehi'  im  einzelnen  Falle  auf  tastende  Versuche 
angewiesen.  Sicher  wird  man  bei  der  Auflösung  irgendwelcher  höheren 
Gleichung  nur  solche  alizessorische  Irrationalitäten  zulassen  wollen,  die 
sich  aus  den  symmetrischen  Fimktionen  der  Gleichungs wurzeln,  evtl.  den 
vorgegebenen  Affektfunktionen  durch  niedere  Gleichimgen  berechnen.  Bei 
den  Gleichungen  fünften  Grades,  die  wir  hier  behandeln,  gilt  neben  den 
symmetrischen  Funkfcionen  der  z  auch  deren  Differenzenptodukt  (die 
Quadratwurzel  aus  der  Diskrirainante)  als  bekannt.  Der  Erfolg  zeigt,  daß 
wir  in  mannigfacher  Weise  ein  von  den  z  ikosaedrisch  abhängendes  x 
konstruieren  können,'  sobald  tvir  nw  die  Quadratumrzel  aus  einer  ge- 
eigneten  rationalen  Funktion  dieser  Größen  adjungieren   woUen^).     Die 


noch    die    fünfte  Einlieitawurael   e  =  e 
auftritt  und  die  bei  der  Bildung  ei 
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zweierlei  Methoden  ziu-  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  welche  ich 
in  meinem  „Ikosae  der  buch"  gebe,  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Platz, 
den  sie  der  Adjunktion  dieser  akzessorischen  Quadratwurzel  anweisen.  Bei  der 
ersten  Methode  wird  die  akzessorische  Quadratwurzel  (indem  man  die  Glei- 
chung fünften  Grades  durch  eine  Tschirnhausen-Transformation  in  eine 
sogenannte  Haiiptgleichung  fünften  Grades  verwandelt,  d.  h.  eine  Uieichnng, 
bei  der  die  Summe  der  Wurzeln  und  die  Summe  der  Würze Iqiradrate  ver- 
schwindet) vorwoggenommen.  Bei  der  zweiten  Methode  wird  zunächst  ein 
Schritt  auf  das  Ikosaederproblem  zu  getan  und  dann  erst  die  akzessorische 
Qaadratwurzel  adjungiert.  Wie  bereits  in  der  Einleitung  gesagt,  bevorzuge 
ich  hier  diese  zweite  Methode,  indem  ich  ihre  einzelnen  Schritte  in  einer 
solchen  Weise  formelmäßig  exponiere,  daß  sich  der  ganze  Ausatz  hernach 
in  sinngemäßer  Weise  auf  die  Gleichungen  sechsten  Grades  übertragen  läßt. 

Hier  in  numerierter  Eeihcnfolge  die  wesentlichen  Überlegungen  (der 
zweiten  Methode"); 

1.  Wenn  a;, ,  x.^  die  homogenen  binären  ISäO  Ikosaedersubstitutionen 
erleiden,  so  erfahren  die  Quadrate  und  Produkte 


ihrei'seita  nur  00  homogene  ternäre  Substitutionen  von  der  Determinante  1 
(deren  Gruppe  den  60  nicht  homogenen  Ikosaedersubstitutionen  von  -;- 
und  damit  den  60  geraden  Vertauschungen  der  fünf  Größen  2j,...,e., 
holoedrisch  isomorph  ist). 

2.  Dasselbe  gilt,  nach  den  allgemeinen  Grundsätzen  der  Invarianten- 
theorie, von  den  Koeffizienten  einer  in  den  x^,  x,^  quadratischen  binären 
Form.  Ich  werde  eine  solche  Form  hier,  um  unmittelbaren  Anschluß  an 
die  (auch  in  meinem  „Ikosaederbuch"  benutzte)  Schreibweise  von  Kro- 
necker und  Brioschi  zu  haben,  folgendei^maßen  bezeichnen: 

( 8 )  Aj^x^  ^2Ä^  x^  X.-J  —  A.^  a;* . 

Die  A^,  2Ag,  —  A^  substituieren  sich  nach  der  Ausdrucks  weise  der  In- 
variantentheorie zu  den  Xi ,  x^x^,  x^  kontragredient. 

3.  Wir  schließen,  daß  es  ohne  weiteres  möglich  sein  wird,  aus  irgend 
vorgegebenen  fünf  Größen  2^ ,  .  ■  ■ ,  2^,  solche  rationale  Funktionen  zu  bilden, 
welche  bei  den  geraden  Vertausohimgen  der  z  sich  genau  so  substituieren, 
wie  die  A^,,  Aj,  A.-..  In  der  Tat  habe  ich  in  der  bereits  in  der  Einleitung 
genannten  Arbeit  aus  Bd.  15  der  Math.  Annalen  [Abb.  LVII]  einen  all- 
dementsprechend jedenfalls  zu  benutzen  ist  Zahlen  nir  sie  wie  laan  strenge  ge- 
nommen tun  mußte  mit  zu  den  akzessorischen  Irrationalitäten  so  hat  man  akzes- 
sorische Irrationalitäten  in  der  Gleichungstheorie  von  Anfang  an  namlich  schon  bei 
der  Redaktion  der  zyklisehen  Gleiehuneen  auf  reine  Gleichungen 
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gemeinen  Ansatz  gegeben,  demzufolge  mao  immer,  wemi  zwei  (.iToßenieihen 
(hiei'  die  z  und  die  A)  holoedrisch  ■  isomorphe  homogene  Imeaie  faubshtu- 
tionen  erleiden,  aus  den  Größen  der  einen  Art  in  maum^fath&tei  Weise 
rationale  Funktionen  zusammensetzen  kann,  die  sich  wie  großen  der  zweiten 
Art  subetitnieren. 

4.  Wir  reproduzieren  hier  nicht  diesen  allgemeinen  Ansatz  (was  un- 
nötig weitläufig  wäi'e),  sondern  geben  hier  gleich  die  abgekürzte  Form, 
in  die  er  sich  bei  unserem  speziellen  Problem  zusammenziehen  läßt  imd 
in  der  er  mit  den  auf  Gleichungen  fünften  Grades  bezüglichen  Entwick- 
lungen von  Kronecker  und  Brioschi  in  unmittelbaren  Kontakt  tritt. 
Es  handelt  sich  um  folgende  Punkt«: 

4a.  Man  kann   aus  den  «, ,  x,   sechs  quadratische  Ausdrücke  bilden: 

(9)  V5'iCj^2,  e'  x\  ^  x^x^—  f,^''  xt  (e  —  e  "  ;  !■  =  0,  1,  2,  y,  4), 
die  sich  bei  den  Ikosaedersubstitutionen  mit  gewissen  (hier  nicht  näher 
anzugebenden)  Zeichenweehseln  vertauschen. 

4b.  Sei  ferner  w(3j,...,zl)  eine  rationale  Punktion  der  z,  die  bei 
der  zyklischen  Vertauschung  der  in  natürlicher  Reihenfolge  genommenen  z 
ungeändert  bleibt.     Wir  bilden  die  Differenz 

"(^1  ^a  H  ^4  ^.i)  ~  "^{H  ^i  h  ^3  ^i) 
und  erheben  sie  ins  Quadrat,  Wir  haben  dann  eine  „metazyklische*' 
Punktion,  die  ui  heißen  soll,  während  die  fimf  weiteren  Werte,  die  aus 
ihr  durch  die  geraden  Vertauschungen  der  z  entstehen,  in  geeigneter 
Reihenfolge  mit  uf.  bezeichnet  werden  mögen  (v  =  0,  1,  2,  3,  +).  Man  kann 
dann  die  Vorzeichen  der  verschiedenen  u  so  wählen,  daß  sich  die 

(10)  it„,M„     (v  =  0,  1,  2,  3,  4) 

bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  genau  so,  nämlich  auch  mit  den- 
selben Zeichenwechseln,  linear  substituieren,  wie  die  Ausdrücke  (91  hei 
den  korrespondierenden  Ikosaedersubstittitionen  der  Xi,x^. 

4e.  Wir  schließen,  daß  die  folgende  Form  der  z  und  der  x 

(11)  Qiz]x)  =  Vb-u^-  x,x^-\-  2Jii-U" ^1  +  ^1^^.  -  ^*''  ^l) 
ungeändert  bleibt,   wenn  man   auf  die  z  die  geraden  Vertauschungen  und 
gleichzeitig  auf  die  x^,  x^   die  koiTespondierenden  Ikosaedersubstitutionen 
ausübt. 

4d.    Wir  setzen  jetzt,  in  Übereinstimmung  mit  (8): 
Q(z'x)  =  A^xl    |-  2A^XjX.2  —  Ä,,x'^ 
und  finden  diurch  Vergleich: 
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Hiermit  haben  wir  in  der  Tat  aus  den  z^ ,  ..  .,z^  Größen  Ag,A^^,  A^ 
zusammengesetzt,  die  sich  bei  den  geraden  Yertauschiingen  der  z  in  der 
gewollten  Weise  tertiär  substituieren. 

5.  Wir  werden  das  hiermit  erreichte  Resultat  in  der  Folge  gelegent- 
lich dahin  kurz  aussprechen,  daß  wir  sagen:  wir  haben  den  z^,  ...,z^  eine 
quadratische  binäre  Form  (8)  „kovariant"  zugeordnet.  Die  Disimminante 
von  (8): 

(18)  A^A^  +  A^A^ 

ist  als  binäre  Invariante  dabei  eine  solche  Funktion  der  Zj^,...,z^,  die 
sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändert;  sie  ist  also  eine 
rationale  Funktion  der  Koeffizienten  der  vorgelegten  Gleichung  fünftel) 
Grades  und  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante. 

Nun   ist   aber   doch   das   Ziel,   den  2^,...,s^  nicht  eine  quadratische 
Form  oder  eiji  ,, Punktepaar'  des  binären  Gebietes: 
(14)  A^  x^  ,+  2A^x^  x^  -  A„  xl  =  0, 

sondern  einen  Quotienten  --- ,  einen  „Punkt",  kovariant  zuzuordnen.  Wir 
erreichen  dies  in  einfachster  Weise,  indem  wir  die  quadratische  Gleichung 
(14)  auflösen  und  dementsprechend  schmben: 


(lo)  ^-_^^^..^ ^^ ._. 

6.  Hiermit  haben  wir  unsere  zentrale  Aufgabe  gelöst:  ows  den  z^, 
ein  solches  x  zusammenzusetzen,  welches  bei  den  geraden  ^ 
der  z  die  Ikosaedersubstitutionen  erleidet.  Man  beachte,  daß  die  Ag,  A^,  A^ 
nach  Nr.  4d  rationale  Funktionen  der  z  sind,  bei  deren  Konsti-uktion  keine 
andere  Irrationalität  als  die  fünfte  Einheitswurzel  e  benutzt  ist.  Und  unter 
der  Quadratwurzel  steht  (nach  Nr.  5)  eine  solche  Verbindung  der  ji^,,  A^,  A^, 
die  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  ändert.  Wir  sind 
also  mit  Hilfe  solcher  akzessorischer  Irrationalitäten  zum  Ziele  gekommen, 
die  man  in  der  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  füglich  als  niedere 
Irrationalitäten  bezeichnen  wird. 

7-  Wie  man  nun  weiter  den  Parameter  X  der  Ikosaedergleichung,  der 
unser  x  (15)  genügt,  als  Funktion  der  Koeffizienten  der  Gleichung  fünften 
Grades,    deren  Wurzeln   die  z^,  ...,z^   sind,   bzw.  der   Quadratwurzel  aus 
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ihrer  Diskriirdiiante  berechnet,  und  wie  man  schließlich  die  z  mit  Hüte 
der  Koeffizienten  und  der  adjungierten  Quadratwurzeln  durch  das  x  rational 
darstellt,  also  die  Gleichung  fünften  Grades  mit  Hilfe  der  Ikosaedergleichung 
wirklieh  auflöst,  möge  hier,  unter  Verweis  auf  das  „Ikosaederbueh"  un- 
erörtert  bleiben"). 

8.  Wohl  aber  möge  noch  zusammenfassend  klar  hervorgehoben  werden, 
wieso  man  mit  Fug  und  Recht  von  einer  so  gewonnenen  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  reden  kann.  Es  ist  nicht  nur  eine  Eeihenfolge 
von  Schritten  angegeben,  die  maji  im  gegebenen  Falle  numerisch  würde 
durchlaufen  können,  so  daß  man  die  Zahlenwerte  der  z^,  . . .,  z.  tatsächlich 
erhält,  es  ist  vielmehr  auch  eine  volle  funktionen theoretische  Eineicht  in 
die  innere  Natur  des  Auflösungsproblems  erreicht.  Schließlich  sind  doch 
die  z^ , . . . ,  z^  die  verschiedenen  Zweige  einer  von  den  Koeffizienten  der 
Gleichung  fünften  Grades  abhängigen  fünfwertigen  algebraischen  Funktion 
von  zunächst  sehr  unübersichtlicher  Bauart.  Diese  fünf  Zweige  u-erden 
in  demjenigen  Bationalitätshereiche,  der  durch  die  Koeffizienten  der  Glei- 
chung fimften  Grades,  die  Quadratvmrzel  aus  ihrer  Diskriminante  und 
die  zu  adjungierenden  ahzessorischen  IrraMonalitäten  gegeben  wird,  durch 
eine  einzige,  nur  von  einem,  dem  Sationalitäisbereiche  ungehörigen  Para- 
meter abhängige  höhere  IrraUonalität  durchsichtigster  Bauart,  die  Ikosa- 
ederirrationalität,  dargestellt . 

Ich  möchte  an  dieser  Stelle  noch  eine  mehr  persönliche  Bemerkung 
über  die  Beziehung  meiner  Arbeiten  über  die  Gleichungen  fünften  Grades 
zu  denjenigen  von  Kronecker  einschalten,  um  so  lieber,  als  Sie  ja,  hoch- 
geehrter Herr  Kollege,  über  die  Kroneckerschen  Manuskripte  verfügen 
und  dadurch  in  der  Lage  sind,  meine  Angaben  in  authentischer  Weise  zu 
vervollständigen.  Kronecker  und  Erioachi  haben  bekanntlicJi  in  ihren 
«raten  Arbeiten  über  Gleichungen  fünften  Grades  (aus  dem  Jahre  1858) 
gerade  dieselben  Größen  Ag,  A^,  A^  benutzt,  die  ich  vorhin  (in  Nr.  4b) 
angab;  sie  haben  dann  die  Gleichung  sechsten  Grades  konstraiert,  der 
^  =  5^0^  genügt  und  die  Brioschi  wegen  ihres  engen  Zusammenhanges 
mit  gewissen  von  Jacobi  für  die  Transformation  der  elliptischen  Funk- 
tionen aufgestellten  Gleichungen  eine  Jacobische  Gleichimg  nennt;  sie 
haben  endlich  angegeben,  daß  man  durch  Adjunktion  einer  Quadratwurzel 
zu  einer  Gleichung  mit  nur  einem  Parameter  gelangen  kann.  Diese  Quadrat- 
wurzel bezeichnet  eine  akzessorische  Irrationalität,  die  der  in  Formel  (15) 
benutzten  gleichwertig  ist.  Weiterhin  stellte  dann  Kronecker  (1861) 
den  fundamentalen  Satz  auf,  den  ich  in  meinem  „Ikosaederbueh"  als 
Kroneckerschen   Satz   bezeichne  und  mit  dessen  Darlegung  und  Beweis 

")  [In  den  obon  abgedruckten  Abh.  LIV  u.  LVII  ist  das  „Problem  der  Ä"^  in  dem 
hierin  Betracht  kommenden  Sinne  nach  einigen  Richtungen  weitergehend  du  roh  geführt.] 
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ich  mein  Ikoaaederbueh  kröne;  den  Satz,  daß  es  unmöglich  sei,  ohne 
Heranziehung  akzessorischer  Irrationalitäten  von  der  allgemeinen  Gleichung 
fünßen  Grades  eine  Besohiente  mit  nur  einem  Parameter  zu  bilden.  Ich 
beweise  diesen  Satz  a.  a.  0.,  wie  vorher  (1877)  in  Bd.  12  der  Math.  An- 
nalen  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abh.  LTV],  indem  ich  mich  anl  die  oben 
besprochene  Eigenschaft  der  Ikosaedergruppe  berufe,  beim  Übergang  zm: 
homogenen  Schreibweise  ihre  Substitutionen  mindestens  zu  verdoppeln; 
mein  erster  Beweis,  den  ich  1877  in  den  Sitzungsberichten  der  Erlanger 
physikalisch-medizinmchen  Sozietät  gab  (Sitzung  vom  13.  Januar),  war 
noch  wesentlich  umständlicher.  Ich  habe  nun  vor  24  Jahren  (Ostein  1881) 
Gelegenheit  gehabt,  mit  Kroneoker  über  diese  Dinge  ausführlich  zu 
sprechen.  Es  ergab  sich,  daß  Kronecker  bei  seinen  Untersuchungen  die 
Ikoaaedersubstitutionen,  denen  er  doch  so  nahe  gekommen  war,  nicht 
gekannt  und  dementsprechend  für  seinen  Hauptsatz  keinen  ausreichenden 
Beweis  gefunden  hatte!  Es  ist  dies,  wie  ich  meine,  eine  auch  unter  all- 
gemeinen Gesichtspunkten  sehr  bemerkenswerte  Tatsache.  Denn  sie  be- 
stätigt an  einem  besonders  interessanten  Falle,  was  Gauß  so  oft  hervor- 
hebt: daß  die  Auffindung  wichtigster  mathematischer  Theoreme  vielmehr 
Sache  der  Intuition  als  der  Deduktion  ist  und  daß  die  Herstellung  der 
Beweise  ein  von  der  Auffindung  der  Theoreme  sehr  verschiedenes  Geschäft 
ist.  Ich  bin  später  mit  Kroneekcr  aiif  den  Gegenstand  nie  zurück- 
gekommen, hörte  aber  vor  einigen  Jahren,  daß  Kronecker  nach  dem 
Erscheinen  meines  „Ikosaederbuches"  in  einem  Kolleg  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  zur  Ikosaeclertheorie  Stellung  genommen 
habe.  Es  würde  mich  (und  jedenfalls  auch  andere  Mathematiker)  sehr 
interessieren,  zu  erfahren,  was  in  den  hint erlassenen  Papieren  von  Kron- 
ecker über  diese  Dinge  enthalten  sein  mag^  und  ich  möchte  also  den 
Wunsch  an  Sie  richten,  das  einschlägige  Material  zn  sichten  und  bald  zu 
publizieren^''). 

Ein  neuer  Beweis  des  Kroneckerschen  Satzes  ist  bekanntlich  von 
Herrn  Gordan  in  Bd.  29  der  Math.  Annalen  gegeben  worden  (1887:  t)h&r 
biquadratische  Gleichungen^'-)).    Derselbe  ist  insofern  einfacher  zu  lesen  als 

'")  [Herr  Hensel  hat  mir  neuerdings  in  liebenswürdigerweise  sein  einschlägiges 
Material  aur  Verfügung  gestellt.  Dasselbe  umfaßt  neben  ca.  23  losen  Manuskript- 
blättern von  Kroneoker  selbst,  die  aber  nichts  Abgeschlo^enes  enthalten,  eine 
von  Stftckel  ausgearbeitete,  s.  Z.  von  Kroneeker  autorisierte  Naehachrift  seiner 
Vorlesung  vom  Winter  1885/86  „Über  die  Affekte  der  Gleichungen,  welche  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auftreten."  Ich  werde  weiter  unten  auf  S.  503 f. 
darlegen,  nie  sich  nunmehr  die  Sachlage  darstellt.     K,] 

")  Mau  vergleiche  auch  die  Darstellung  des  Gordanschon  Beweises  in  den 
Lehrbüchern  der  Algebra  von  Weber  und  von  Netto.  [In  seinem  Nachruf  auf 
Gordan  in  Bd.  75  der  Math.  Annalen  (1913/14),  8.  14—25  hat  M.  Noether  einen 
genauen  Vergleich  des  Gordansehen  Beweises  mit  dem  meinigen  angestellt.    K.] 


y  Google 


402  Substitutionsgi-uppeti  und  (.leu,liun|,stlieoiie. 

der  meinige,  ak  er  auf  eine  explizite  Kenntnis  dei  Ikosaedersiibstitutioneii 
nirgends  Bezug  nimmt.  Trotzdem  hängt  deiselhcj  wie  ich  hier  bemerken 
möchte,  mit  dem  Grundgedanken  meines  Beweises  auf  das  genaueste  zxi- 
sammen.  Wir  beide  benutzen  im  Anschluß  an  eine  Entwicklung  von 
Herrn  Lüroth  einen  Hilfasatz,  der  sieh  folgendermaßen  formiiÜeren  läßt: 
Wenn  eine  Gleichung  m-ten  Grades  mit  frei  veränderlichen  Wurzeln  z^^ 
32,...,3„  eine  rationale  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  besitzen 
soll,  dann  muß  es  eine  rationale  Funktion  x  der  Wurzebi  z^,  ...,z,,  geben, 
die  sich  bei  den  zur  Galoiaschen  Gruppe  der  Gleichung  gehörigen  Ver- 
tauachungen  der  z  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  transformiert.  Wir 
benutzen  ferner  gemeinsam  die  Überlegung,  daß  sich  diese  Gruppe  linearer 
Substitutionen  beim  Übergang  zur  binären  Schreibweise  in  eine  holoedrisch 
isomorphe  Gruppe  binärer  linearer  Substitutionen  umsetzen  lassen  muß. 
Natürlich  muß  diese  Gruppe  andererseits  mit  der  Galoisschen  Grupjje  der 
vorgelegten  Gleichung  modulo  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  der  letz- 
teren isomoi-ph  sein.  Jetzt  habe  ich  auf  S.  44  bis  47  meines  „Ikosaeder- 
buches"  den  Satz  gegeben,  daß  nur  folgende  Ginippen  linearer  Substitutionen 
einer  Veränderlichen  sich  holoedrisch  isomorph  in  die  binäre  Form  umsetzen 
lassen:  1.  Die  zyklischen  Gruppen,  2.  Die  Diedergnippen  von  ungeradem  n. 
Es  folgt,  daß  ei ne  Gleichung  n-tenOrades  mit  frei  veränderlichen  Wurzeln 
3^,  . . .,  2,^  nur  dann  eine  rationale  Resolvente  mit  nur  einem  Parameter 
zuläßt  (die  dann  soioi-t  in  eine  reine  Gleichung,  bzw.  eine  Diedergleichung 
von  ungeradem  n  umgesetzt  werden  kann),  wenn  ihre  Galoissche  Grvppe 
modtdo  einer  ausgezeichneten  Untergruppe  zu  einer  zyklischen  Gruppe 
oder  einer  Diedergruppe  von  ungeradem  n  isomorph  ist.  Eine  zugehörige 
Resolvente  mit  nur  einem  Parameter  läßt  sich  dann  nach  den  Prinzipien 
meiner  Arbeit  in  den  Math.  Ännalen,  Bd.  15  [vorstehend  als  Abh.  LVII 
abgedmekt]  auch  sogleich  herstellen.  Der  so  ausgesprochene  allgemeine 
Satz  umfaßt  nun  sowohl  den  Gordanschen  als  meinen  Beweis  desKron- 
eckerschen  Satzes.  Mein  Beweis  erledigt  sich  in  der  Tat  durch  den  Hin- 
weis, daß  die  Gruppe  einer  Gleichung  fünften  Grades  mit  adjungierter 
Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  [im  Sinne  von  Galois]  „einfach" 
ist  und  die  ihi-  holoedrisch  isomorphe  Ikosaedergruppe  linearer  Substitu- 
tionen einer  Veränderlichen  nicht  unter  die  Voraussetzungen  unseres  Satzes 
fällt.  Der  Gordansche  Beweis  dagegen  benutzt,  wenn  ich  ihn  recht  ver- 
stehe, die  selbstverständliche  Tatsache,  daß  die  betreffende  Gruppe  wie 
jede  Gruppe  sich  selbst  als  ausgezeichnete  Untergruppe  enthält.  Modulo 
dieser  Untergruppe  ist  sie  zur  Identität  kongruent.  Und  die  identische 
Substitution  fällt  unter  die  Voraussetzung  unseres  Satzes.  Es  gibt  also 
in  der  Tat  Resolventen  mit  einem  Parameter,  die  aber  für  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades  gänzlich  unbrauchbar  sind,  nämlich  lineare. 
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deren  WuraeJ  eine  solche  Funktion  der  s.^,...,z^  ist,  welche  bei  den  ge- 
raden Vertauschiingen  der  z  ihren  Wert  überhaupt  nicht  ändert!  Aber 
andere  (rationale)  Eeaolventen  mit  nur  einem  Parameter  gibt  es  nicht, 
oder  besser:  jede  rationale  Resolvente  unserer  Gleichung  fünften  Grades 
mit  nur  einem  Parameter  ist  linear  und  also  unbrauchbar. 

So  viel  über  die  Ikosaedersubstitutionen  und  die  durch  sie  vermittelte 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.  An  Stelle  der  „unären"  Sub- 
stitutionen a;'  =  e  "  *,  welche  die  Wurzeln  einer  reinen  Gleichung  unter- 
einander verknüpfen,  sind  „binäre"  lineare  Substitutionen  zweier  homogenen 
Variabein  a^j,  x^  getreten.  Und  hiermit  ist  zugleich  der  Weg  zu  neuen 
Verallgemeinerungen  geöffnet.  Man  hat  einfach  Gruppen  linearer  Substi- 
tutionen mehrerer  homogener  Variablen  heranzuziehen!  Ich  kann  hier 
unmöglich  die  Überlegungen  wiederholen,  die  ich  in  dieser  Hinsicht  zuerst 
im  15.  Bande  der  Math.  Annalen  (1870)  [vgl.  Abh.  LVII]  gab,  oder  die 
Ausführungen  nennen,  die  sich  später  darangeschlossen  haben.  Es  genüge, 
diesbezüglich  auf  Webers  Lehrbuch  und  auf  den  ebenfalls  bereits  zitierten 
Enzyklopädieartikel  von  Wiman  zu  verweisen'-}.  Wir  denken  uns  in  der 
Folge  eine  Gleichung  sechsten  Grades  nebst  der  Qimdraiwurzel  aus  ihrer 
Diskriminante  gegeben,  deren  Galoissche  Gruppe  also  aus  den  ;i60  ge- 
raden Vertauschungen  der  Wurzeln  z^,  2.-,,  . . .,  z„  besteht.  Es  wird  darauf 
ankommen,  die  kleinste  Zahl  homogener  x^,  a;^,  . . .,  rc„  zu  benutzen,  bei 
denen  eine  mit  diesen  ii60  Vertauschungen  isomorphe  Gruppe  linearer 
Substitutionen  möglich  ist.  Ei-wiese  sich  dieser  Isomorphismus  als  holo- 
edrisch, so  würden  wir  nach  der  Vorschrift  meiner  Arbeit  in  den  Math. 
Annalen,  Bd.  15  [vorstehend  als  Abh.  LVII  abgedruckt]  sofort  rationale 
Funktionen  der  z^,  z.^,  . . .,  z^^  hinschreiben  können,  die  sich  bei  den  860 
geraden  Vertauschungen  der  z  wie  die  x^,  . . . ,  X/,  linear  substituierten.  Aber 
es  zeigt  sich,  daß  auch  hier  (wie  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades)  der 
Isomorphismus  ein  meroedrischer  [von  der  Art  ist,  daß  jeder  Vertauschung 
der  s  mehrere  (drei)  lineare  Substitutionen  der  x  entsprechen],  so  daß 
wir  vor  die  Frage  gestellt  werden,  ob  wir,  bzw.  wie  wir  mit  Hilfe  niederer 
akzessorischer  Ii-rationalitäten  überhaupt  durchkommen? 

Einen  ersten  Ansatz  zur  Erledigung  der  so  formulierten  Fragestellung 
habe  ich  in  Bd.  28  der  Math.  Annalen  gemacht  (1886,  Zur  Theorie  der 
■allgemeinen  Gleichungen  sechsten  und  siebenten  Grades)  [vgl.  die  vor- 
stehend abgedruckte  Abh.  LVIII].  Daß  es  eine  ternd/re  Gruppe  linearer 
Substitutionen  geben  sollte,  die  mit  den  1160  geraden  Vertausehungen  von 

''^)  Eine  erste  iiberaichtliehe  Orientierung  gibt  auch  der  Vortrag  IX  moincs 
gelegentlich  der  Weltausstellung  in  Chicago  gehaltenen  ifi«ins/o«'''oH(wp's'tm  (Macttiillan, 
New-York,  1894t.     [Vgl.  die  Vorbemerkungen  im  eegenwartigen  Bande    S   '2fiO,J 
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sechs  Dingen  isomorph  wäre,  schien  damals,  auf  Grund  der  vorläufigen 
Untersuchung  dieser  Frage  durch  Herrn  C.Jordan,  ausgeschlossen;  eine 
solche  Gruppe  wm:de  erst  1889  von  Herrn  Valentiner  entdeckt  (Ed.  0 
der  Serie  V  der  Abhandlungen  der  Dänischen  Akademie:  De  endelige 
Transformations'Qruppers  Theori)  und  nach  Struktur  und  zugehörigen 
fundamentalen  Invarianten  zum  erstenmal  von  Herrn  Wiman  1895  vinter- 
suchfc  (Math.  Annalen,  Bd.  47:  Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  ebenen 
Kollineationen).  Ich  habe  mir  also  damals  für  die  allgemeine  Gleichung 
sechsten  Grades  —  und  zugleich  auch  für  die  allgemeine  Gleichung  siebenten 
Grades  —  eine  isomorphe  Gruppe  qimternärer  Kollineationen  konstruiert, 
und  habe  gezeigt,  daß  man  bei  der  Zurückführung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen sechsten  und  siebenten  Grades  auf  die  entsprechenden  quatemären 
Gleichungsprobleme  je  mit  zwei  akzessorischen  Quadratwurzeln  ausreicht^^). 
Der  hiermit  gegebene  Ansatz  ist  nun,  was  die  Gleichungen  sechsten 
Grades  angeht,  auf  die  wir  uns  hier  beschränken**),  seit  der  Entdeckung 
der  Val  entin  er -Wimangruppe  bis  auf  weiteres  überflüssig  geworden. 
Ich  bemerke  dies  ausdrücklich,  weil  hier  die  Stelle  ist,  wo  HerrLachtin, 
wie  zu  Eingang  dieses  Briefes  erwähnt,  einen  unnötigen  Umweg  macht.  Um 
nämlich  die  Gleichungen  sechsten  Grades  mit  der  Valeutinergmppe  in  Verbin- 
dung zu  bringen,  geht  Herr  Lachtin  durch  die  in  Bd.  28  der  Math.  Annalen 
[  Abh.  LVIII]  gegebene  Entwicklung  hinduroh.  Dies  ist  nicht  uninteressant^^), 
aber   für  den  nächsten  hier  zu  erreichenden  Zweck  keineswegs  notwendig. 

^'l  Die  Gruppe  welche  ich  a  a  0  für  die  Gleichungen  echsten  Crades  in  Vor 
schlag  bringe  entlialt  sogar  "20  Kollineationen  ho  daß  e  bei  ihrer  Benutzunp  nicht 
notig  ist  die  Quadratwurzel  a«e  der  Disknminaiite  dei  Gleiihnng  se  hsten  trades 
^  orab  zu  ad]ungieren     Dagegen  umt'ißt  d  e  Gruppe    welcl  e  dtn  Gleiehungcn  8  ehpnteii 

<  ridps  entapriLht    nm  —  =  35''0  Koilineaf  ouen 

'*)  Pur  die  Gleichungen  nebe  tm  Grade«  Heibt  dei  qua  ernare  ^nsati  1  eetthen 
es  ist  aber  unmöglich  die  hierauf  tezughehen  inteiessanten  Fraaen  im  Tevte  weiter 
zu  verfolgen 

"J  Herr  Laohtin  bemerkt  daß  sich  bei  der  quatcniaien  Gruppe  die  Fkcl  en 
zweiten  Grade«  im  Eaume  ganz  ahnlth  lineai  vortäuschen  wie  bei  der  Valentiner 
Wimangruppe  die  Kirvea  dritter  Otdnuag  dei  Ebene  Von  lucr  aus  kann  man  («le 
beiiauttg  bemerkt  sei)  ohne  Ksondere  Muhe  7u  derselben  Poim  Z  gelangen  die  loli 
unten  unter  (18)  mitteile     Man  hat  nur  7U  beachten    daß  die  Wurzeln  ',  ^ 

der  Gleichung   sechsten    Giadci     und   ebeneo   deien   Quadiate    i^  „    nach 

meinen  Entwicklungen  in  Rd  2^  der  Math  Annalen  \%g\  Abh  LMIl  iin  Baume 
emen  Imearen  Komplex  festigen  un  1  daß  diese  beiden  Komplexe  zuHammen  mit 
dem  ebeudort  eingeführten  Einheitskomplex  durch  ihre  gemeinsamen  Linien  eine 
Flache  iicetien  Otadei  bestimmen  Irgendeine  akzeBSOnache  Iirationahtat  tritt  hierbei 
noch  nicht  auf  Es  ist  dann  in  keinei  Weise  notig  Bioh  beim  Übergang  i  om  Eaume 
zur  Ebene  so  wie  Herr  Laohtin  tut  auf  die  verhaHnismaQig  komplizieiten  Formeln 
7u  beziehen  durch  welche  ich  m  Bd  '8  der  Math  Annalen  den  Wurzeln 
einen  Raumpunii  zigeordnet  habe  Also  aich  in  dieser  1^1111.1^11  ka  11  de:  Ai  "itz 
lon  Henn  Lachtin  noch  abgekürzt  werden 
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Der  Obecgang  von  den  Gleichungen  seclisfcen  Grades  aurValentiner- Wim  an - 
gruppe,  wie  ich  ihn  in  meiner  römischen  Notevon  1899  [vorstehend  alsNr.  LX 
abgedruckt]  andeutete  und  den  ich  jetzt  ausführlicher  exponieren  will, 
bedarf  der  Anlehnung  an  die  quaternäre  Substitutionsgruppe  in  keiner 
Weise.  Der  Deutlichkeit  halber  will  ich  die  in  Betracht  kommenden 
Überlegungen  wieder  in  eine  Eeihe  von  Nummern  spalten,  deren  Auf- 
einanderfolge die  Analogie  mit  dem  oben  bei  den  Gleichungen  fünften 
Grades  befolgten  Gedankengange  deittljcb  hervortreten  läßt.  Folgendei-- 
maßen: 

1.  Die  Aufgabe  ist,  aus  frei  veränderlichen  sechs  Größen  z^,z.-,,  . . .,  z,^ 
solche  drei  Funktionen  x^,  x^,  x^  zusammenzusetzen,  deren  Verhältnisse 
bei  den  Ü60  geraden  Vertauschungen  der  z  die  360  Kollineationen  der 
Valentiner-Wimangruppe  erleiden. 

la.  Nun  hat  bereits  HeicWiman  i  a  0  bemerkt,  daß  sich  die  An- 
zahl der  Valentineroperationen  wenn  man  \on  den  Kollineationen  der 
Ebene  zu  den  entsprechenden  ternaren  Imeaien  Substitutionen  übergeht, 
mindestens  verdreifacht  Es  ist  also  von  ^ornheiein  ausgeschlossen,  daß 
die  gesuchten  «, ,  x^,  x^  rationale  Funktionen  der  s,  z  ,  . . .,  3^  sein  könnten. 
Wir  wollen  die  homogenen  Valentine rsubstitutionen  fortan  so  fixieren,  daß 
ihre  Determinante  durchweg  gleich  SiTW  ist.  Ihre  Zahl  beträgt  dann  genau 
;^-360  =  1080  und  es  entsprechen  der  identischen  Kollineation  die  drei 
Substitutionen : 

(16)  Xi  =  }''x^,  x.^  =  j''x.^,  x^=^j'x^     ij --=  e  '   ;  ^=^0,1, 2). 

1  b.  Wir  bemerken  jetzt,  daß  bei  diesen  1080  homogenen  Substitutionen 
die  zehn  Glieder  dritter  Ordnung,  die  man  aus  den  x  aufbauen  kann: 

xf,  x^x^,  . . . 

ihrerseits  nur  ;J60  lineare  Substitutionen  erleiden  (deren  Gruppe  mit  der 
Gruppe  der  geraden  Vertan achungen  der  z^,  z^,  . .  -,  z^  holoedrisch  isomorph 
sein  wird). 

2.  Wir  bilden  nun  ferner  eine  beliebige  kubische  ternare  Form 

a,^^  x^  -\-  ;■)  ajj2  x^  x^-\-  ... 

(die,  gleich  Null  gesetzt,  eine  „Kurve  dritter  Ordnung"  in  der  Ebene  der 
X  darstellt).  Die  Koeffizienten  a^^,,  80^,3,  . ..  verhalten  sich  bei  beliebigen 
linearen  Substitutionen  der  Xj^,x^,Xg  zu  den  x^,x^Xj,...  kontragredient. 
Sie  erleiden  also  bei  den  Substitutionen  der  Valentiner  gruppe  ebenfalls 
genau  360  lineare  Substitutionen,  die  mit  den  360  geraden  Vertauschungen 
der  £^,z.j,  ■..,£„  eindeutig  zusammen  geordnet  werden  können. 
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;i.  Wir   schließen   hieraus,    daß    es   ohne    weiteres    möglich   ist,    zehn 
rationale  Polynome  der  frei  veränderlichen  Größen  Sj,  3.,,  . . .,  z^^  zu  bilden: 

welche  sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  genau  so  substituieren. 


bei  den  korrespondierenden  Substitutionen  der  Valentine rgruppe,  —  also 
den  Wuizeln  z,  wie  wir  es  kurz  ausdrücken,  in  rationaler  Weise  eine 
Kurve  dritter  Ordnung  hovariaiü  zirzuordnen. 

3a.  Um  es  anders  auszudrücken:  Man  kann  auf  mannigfache  Weise, 
ohne  Benutzung  akzeasorischer  Irrationalitäten'"),  eine  von  dm,  z  und  x 
abhängige,  in  den  x  kubische  Form  bilden: 

(17)  Q(z^,  ..  .,Zg\x^,x,^,  Xg)  ^  <Pij^  ■  ajj  +  ;!  i^j^^  -  x'l  x.^,  . . . , 

welche  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  x^,x«,Xg  die  Valentiner svbstitu- 
Honen  und  gleichzeitig  auf  die  z^,  . .  ■,  z„  die  korrespondierenden  geraden 
Vertauschungen  ausübt. 

4.  Was  die  wirkliche  Herstellung  einer  solchen  Form  ß  angeht,  so 
unterlasse  ich  wieder,  den  aligemeinen  aber  weitläufigen  Prozeß  heranzu- 
ziehen, den  ich  für  alle  derartigen  Aufgaben  in  Bd.  15  der  Math,  Ännalen 
[Abh.  LVII]  gab,  sondern  entwickle,  genau  wie  bei  den  Gleichungen  fünften 
Grades  an  der  entsprechenden  Stelie,  eine  abgekürzte  Methode,  die  sich 
(im  Laufe  des  vergangenen  Winters)  aus  meiner  Korrespondenz  mit  Herrn 
Gordan    ergeben  hat.     Man  hat  folgende  Beziehungen    zu   kombinieren: 

4  a.  Bei  den  360  Kolüneationen  der  Valentin  er- Wimangruppe  spielen, 
wie  zuerst  Heri'  Wiman  nachwies,  zwei  Systeme  von  je  sechs  Kegel- 
schnitten eine  wichtige  Rolle.  Die  sechs  Kegelschnitte  jedes  der  beiden 
Systeme  vertauschen  sich  bei  den  360  KoUineationen  auf  360  Weisen  unter 
sich.  Die  Gleichungen  dieser  2  ■  6  Kegelschnitte  sind  (bei  Zugrunde- 
legung eines  geeigneten  kanonischen  Koordinatensystems)  zuerst  von  Herrn 
<Terba]di  aufgestellt  worden  (Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Pa- 
lermo, t.  XII,  1898:  Sul  grwppo  semplice  di  360  coüineazioni  piane,  I; 
vgl.  auch  die  bereits  1882  in  den  Atti  di  Torino,  Bd.  XVII,  8.  358 ff. 
veröffentlichte  Note:  Sui  gruppi  di  sei  coniche  in  involuzione).  Ich  will 
hier  die  korrespondierenden  ternären  quadratischen  Formen,  indem  ich 
mich  auf  das  eine  System  von  sechs  Kegelschnitten  beschränke,  nach  dem 
Vorgange  von  Herrn  Gordan  gleich  mit  der  Determinante  1  ausstatten. 
Wir  können  dann  schreiben; 

'")  Abgesehen  natürlich  von  den  nuinerisulien  Irrationalitäten,  welche  in  den  Substi- 
tutionen der  Valetitiner-Wimatigruppe  auftreten.  Es  sind  dies  (in  Übereinstimmung 
mit  den  im  Te\te  folgenden  Formeln  (18)  usw.)  die  Quadratwurzeln  \'^  und  \f5- 
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^1  =  ^i  +  ?'  ^^  +  ?'^  ^1 : 
A.J  =.  x'l  +  J'^3;|  -f-  /   Xg  , 

aQ\          -1               --;-  1  —  \—  15    /       o      ,          n      I          o  ,      I      /  —  3    -7    v'—  l  ö  \  /  \ 

'     «,  =         -  o      —  (.il^i  +^i +^a  )   I   V 4 \{x.-,x^  —  x.^x^  —  x^x.-,), 

K  -=  '~^~i~^-{xl  +  xl  +  xt)  +  {^'^'^l'~]{~x^x.,+x^x^-x^x^), 

Die  fcj,,..',  fc^  sind  durch,  die  Forderung,  daß  ihre  Detecmioante  gleich  1 
sein  soll,  nur  je  bis  auf  eine  dritte  Einheits würzet  bestimmt.    In  der  Tat 
vertauschen  sich  auch  die  vorstehenden  k  bei  den  1080  Valentinersubstitu- 
tionen  unter  Multiplikation  mit  gewissen  dritten  Binheitswurzeln. 
4b.  Wir  wollen  nunmehr  aus  irgend  drei  der  k: 
¥,  k'\  h'" 
eine  in  deren  Koeffizienten  trilineare  Kovariante  imd  eine  ebensolche  Invariante 
bilden.  —  Als  erstere  wählen  wir  di& Funktionaideterminante  j  h'h"  k"'\,  die 
bei  Vertauschung  zweier  h  ihr  Vorzeichen  wechselt.    Als  Invariante  nehmen 
wir  eine  symmetrische  Verbindung  der  Koeffizienten  der  drei  k,   nämlicli 
denjenigen  Ausdruck,    der  bei  der  Entwicklung  der  Koeffizientendetermi- 
nante der  Form  Ä.' k'  -{•  X"  h" -^  V" k'"  mit  X' X" i'"  multipliziert  erscheint. 
Ich  will  denselben  hier  vorübergehend   mit  [k' k"  k'")  bezeichnen;    es  ist 
dies  im  vorliegenden  Falle  eine   einfache  numerische  Große.     Wir  bilden 
jetzt,  für  alle  möglichen  Tripel  k\  k'\  k'",  den  Quotienten 


{k'k"k"'')  ■ 
Man  zeigt,  daß  die  20  so  erhaltenen  Tertne  sich  bei  den  1080  Svbstituiionen 
der  Valentiner-Wimangruppe  gejiati  so  unter  eotl.  Vorzeichenänderung 
vertauschen,  wie  die  20  Differemenprodukte 

W'-z"')W"-z'){z'~z") 
bei  den  korrespondierenden  geraden  Vertawschungen  dei  z. 

4o.  Daher  haben  wir  in  der  über  alie  Tripel  erstreckten  Summe 

(19)        i(z"-^o('"'-'2')(=''-o-y|:""; 

ein  einfaches  Beispiel  einer  soichen  Form 

Q(2^,  . . .,  3y  |a;,  ^..Xg), 
wie  wir  sie  in  Nr.  3  a  suchten. 
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Allgemeinere  Beispiele  (die  wir  im  folgenden  indes  nicht  brauchen)  erhält 
man,  wenn  man  in  (19)  statt  des  Differenzenprodukts  der  s',  s",  2'"  ii^end- 
eine  Determinante 

!  z-ß    z">'    z'" 

.   ^ly       ^f,„      ^m 

einsetzt. 

4d.  Ordnen  wir  jetzt  die  Summe  (19)  nach  den  snkzessiven  Gliedern 
xl,xlx^^  ...,  indem  wir  wie  in  Formel  (17)  schreiben: 

(20)  Z  =  Ts-j,,  -xl-^-'i  <p,i3  ■xlx.,+  ..., 

so  haben  wir  in  den  'Pm,'Pm,---  genau  solche  rationale  Funktionen  der 
2j, . . .,  z^,  wie  wir  sie  iw  Nr.  3a  suchten. 

5.  Es  wird  nun  darauf  ankommen,  der  Kurve  dritter  Ordnung 

(21)  Z  =  0 

(deren  Koeffizienten  rational  von  den  z  abhängen,  [die  also  den  z  ko- 
variant  augeordnet  ist])  einen  Punkt  x-^-.oo^-.x^  unter  Heranziehung  mög- 
lichst niedriger  akzessorischer  Irrationalitäten  in  kovarianter  Weise  zuzu- 
ordnen. 

Die  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  bietet  hierzu  ver- 
schiedene Möglichkeiten.  Ich  will  hier  der  Kürze  halber,  wie  ich  es  in 
meiner  römischen  Note  [Nr.  XL]  tat,  einen  Wendepunkt  dei  Kurve  dritter 
Ordnung  wählen.  In  der  Tat  verlangt  die  Bestimmung  eines  solchen  Wende- 
punktes nach  der  bekannten  Theorie  von  Hesse  nur  solche  Irrationali- 
täten, welche  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  als 
niedere  Irrationalitäten  ansehen  kann:  Quadratwurzeln  und  Kubikwurzeln. 
(Die  Einzelheiten  sollen  hier  unerörtert  bleiben.)  Andererseits  ist  der 
Wendepunkt  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  gewiß  in  kovarianter  Weise 
verknüpft:  wenn  man  auf  die  Kurve  und  den  auf  ihr  gewählten  Wende- 
punkt irgendeine  Kollineation  ausübt,  so  wird  man  auf  der  entstehenden 
neuen  Kurve  unter  den  neun  überhaupt  auf  ihr  vorhandenen  Wendepunkten 
jedesmal  einen  bestimmten  erhalten.  Es  gilt  dies  insbesondere  von  den 
360  Kollineati onen  der  Valentiner-Wimangruppe. 

6.  Wir  denken  tms  jetzt  in  die  Koordinaten  x^:x^:  x^  des  von  uns 
gewählten  Wendepunktes  statt  der  Koeffizienten  <p^j^,  <Pij_^,  ■  ■  ■  der  Kurve 
dritter  Ordnung  ihre  aus  (20)  resultierenden  Werte  in  den  z^,  -  -.,  Ej  ein- 
getragen. 

6a.  Wenn  wir  in  diesen  Ausdrücken  der  x^:x^:  x^  die  Sj,  . . .,  s^  be- 
liebig in  gerader  Weise  vertauschen,  erleiden  sie  die  eindeutig  bestimmten 
Kollineationen  der  Valentiner-Wimangruppe.   Wir  schließen  daraus,  daß 
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die   rationalen  Funktionen   der  *,  z      welche   nach   4nbringung  aller 

Deduktionen  in  den  Vusdiucken  der  ^^  x  ^J  unterhalb  der  auftretenden 
Quadratwurzeln  und  Kubil  wurzeln  \erbleiben  bei  den  geraden  Vertau- 
achungen  dei  z  ungeandert  bleiben  Sie  können  also  als  rationale  Funk- 
tionen der  Koefljzienten  dei  \orgelegten  Gleichung  sechsten  Grades  und  der 
Quadratwurzel  aus  ihrer  Di=(kiiminante  dargestellt  werden  Daher  werden 
wir  die  bei  der  Ausrechnung  des  Wendepunlttes  eifordeihchen  Irrationali- 
täten mit  Fug  und  Recht  als  akzessorische  Irrationalitäten  niederen  Cha- 
rakters bezeichnen  dürfen. 

6  b.  Wir  haben  also  mit  der  Berechnung  der  Koordinaten  x,:x^:Xg 
eines  Wendepunktes  imserer  C^  in  der  Tat  der  Aufgabe  entsprochen,  auf 
die  es  hier  ankam:  a«s  den  frei  veränderlichen  z  unter  Adjunktion  akzes- 
sorischer In-ationalitäten  elementaren  Charakters  Größen  a:,:x^:  x^  zu 
bilden,  wekAe  hei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  die  360  Kollineationen 
der  Valentiner -Wimangruppe  erleiden. 

Dies  ist  die  Ausführung  des  speziellen  Inhaltes  meiner  römischen 
Note  [Nr.  LX],  welche  ich  hier  zu  geben  dachte. 

Öc.  Man  wird  vielleicht  noch  eine  genauere  Auseinandersetzung  der  in 
Nr.  6  a  benutzten  SchluBweise  wünschen.  Am  einfachsten  wäre  es,  an 
der  Kurve  (21)  die  bekannten  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  eines 
Wendepunktes  einer  Kurve  dritter  Ordnung  führen,  alle  durchzurechnen 
und  die  Richtigkeit  der  Behauptung  damit  tatsächlich  zu  bestätigen.  Im 
übrigen  kann  man,  wie  mir  Herr  Gordan  bemerkt,  die  ganze  Schwierig- 
keit der  Schlußfolgerung  folgendermaßen  umgehen.  Man  stelle  einfach  die 
Gleichung  neunten  Grades  auf,  der  die  neun  Werte  genügen,  welche  eine 
absolute  Invariante  der  Valentiner-Wimangruppe  (z.  B.  das  sogleich 'zu 
nennende  v)  in  den  neun  Wendepunkten  annimmt!  Diese  Gleichung  muß 
für  alle  360  Kurven  dritter  Ordnung  (welche  durch  die  Substitutionen  der 
Valentiner-Wimangruppe  und  also  durch  gerade  Vertauschung  der  s  aus- 
einander hervorgehen)  dieselbe  sein.  Ihre  Koeffizienten  sind  aJso  nach  Weg- 
werfung gleichgültiger  Faktoren  selbst  solche  rationale  Funktionen  der  s, 
welche  sieh  bei  den  geraden  Vei tauschungen  der  z  nicht  ändern  Dibei 
kann  der  Affekt  dieser  Gleichung  neunten  Grades  kein  anderer  sein  als 
der  der  ursprünglichen  Wendepunkt sgleichung  '>ie  wird  al'io  ebenfalls 
durch  Quadratwurzeln  und  Kubikwurzeln  gelost  unter  denen  dann  aber 
selbstverständlicherweise  nur  silche  rationale  Funktionen  der  z  stehen  die 
sich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  z  nicht  andern  Adjungieten 
wir  jetzt  einen  der  so  resultierenden  neun  ^\elte  unserer  absoluten  In- 
variante (also  etwa  des  v),  so  wird  sith  aus  ihm  und  dei  &le!chung(21) 
der  Kurve  dritter  Ordnung,  bzw  dei  Gleichung  ihrei  Hesseschen  Kur\e, 
der  zugehörige  einzelne  Wen  lepunkt    t^   x     Tj  rational  bpreehnen      Und 
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damit  ist  die  Behauptung  der  Nv.  6  a,  betreffend  die  bei  der  Berechnung 
des  Wendepunktee  erforderlichen  IiTationalitäten,  von  selbst  mit  bewiesen, 
7  a.  Die  weitere  Behandlung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  wird  nun 
ohnehin  in  der  Weise  erfolgen  müssen,  daß  wir  für  den  herausgegriffenen 
Wendepunkt  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  die  absoluten  Invarianten  der 
Valeutiner-Wimangi'uppe  berechnen.  Nach  den  Angaben  von  Herrn 
Wiman   hat  die  Valentiner-Wimangruppe  drei  niedrigste  Invarianten; 

(22)  F,  H,  * 

beziehinigsweise  von  den  Graden  6,  12  und  80  in  den  x^,  x^,  x^.  Aus 
ihnen  setzen  sich  die  beiden  fundamentalen  absoluten  Invarianten  zusam- 
men, die  ich  im  Anschlüsse  an  die  sogleich  zu  nennende  Arbeit  von 
Herrn  Lachtin  hier  mit  v  und  tv  bezeichne: 


Jjagen  wu  hiei  tur  j.^  i  i  die  Koridnateii  unseres  Wendepunktes  ein. 
so  weiden  die  v  u  rationale  Punktionen  der  Koeffizienten  der  Gleichung 
sechsten  Grades  und  der  Quadratwurzel  au'»  ihrer  Diskriminante  bzw.  der 
zwischendurch  emgefuhrten  akzessorischen  Irrationalitäten.  Die  Berechnung 
der  a.j  r  ^,  aus  den  somit  helannien  v  u  ist  das  Normalproblem,  auf 
uelches  wir  die  iuflosung  dei  Gletchnngen  sechsten  Grades  reduzieren. 
Es  ist  so  Hie  eis  nun  ^or  uns  steht  ein  Problem  mit  zwei  willkürlichen 
Paiametern  dadurch  ausgezeichnet  daß  sich  alle  seine  360  Lösungssysteme 
x^  ^J  z  aus  einem  beliebigen  derselben  duifh  die  360  von  vornherein  be- 
kannten Kollineationen  der  \  alentmer  M  imangruppe  ergeben.  Irgendeine 
Methode  die  Parameteizahl  mit  Hilfe  fernerer  niederer  Irrationalitäten  auf 
eins  herab  zudrücken,  ist  nicht  zur  Hand.  Versucht  man  beispiele  weise 
dem  Wendepunkte  x^:x^:x^,  den  wir  auswählten,  einen  Pimkt  x^:x^:x'^ 
der  Kurve  sechster  Ordnung  j?  =  0  in  kovarianter  Weise  zuzuordnen  und 
damit  statt  des  Normalproblems  (23)  das  folgende  zu  setzen: 

so  stößt  man  bei  dem  gewöhnlichen  Ansätze  (Schnitt  der  Kurve  F  ^  0 
mit  einer  vom  Punkte  x^:x^:a:.^  kovariant  abhängenden  geraden  Linie) 
auf  eine  Hilfsgieichung,  die  selbst  wieder  vom  sechsten  Grade  ist! 

Der  Vollständigkeit  wegen  verlangen  wie  endlich  noch  ümkehrformeln 
aufzustellen,  d.  h.  die  Wurzeln  s^,  , . .,  2„  der  vorgelegten  Gleichung  sechsten 
Grades  durch  das  einzelne  Lösungssystem  x^:x^:x^  von  (23)  und  die  als 
bekannt  vorausgesetzten  Größen  rational   zu  berechnen.     Hiermit  ist  der 
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algebraische  Teil  der  von  uns  hier  zu  skizzierenden  Auflösung  der  Glei- 
chungen sechsten  Grades  vollständig  umschrieben'^'). 

7  b.  Der  transzendente  Teil  aber  wird  verlangen,  aus  den  Gleichungen  {2'S ) 
die  x^:x^:  x^  irgendwie  durch  unendliche  Prozesse  wirklich  zu  berechnen. 
Einen  ersten  Ansatz  hierzu  macht  Herr  Laehtin  in  einer  umfangreichen 
Arbeit,  welche  zuerst  russisch  (1901)  im  22.  Bande  der  Moskauer  Mathe- 
matischen Sammlung  und  dann  1902  in  deutscher  Bearbeitung  in  Bd.  56 
■der  Math.  Anualen  erschienen  ist"^). 
Schreiben  wir: 

\F  yF  yF 

so   erweisen   sich   die  y  als  Lösungssystem  von  drei  simultanen  partiellen 
Differentialgleichungen,  welche  die  drei  zweiten  Differentialquotienten 

dv-'  iivdw'  iiw^ 
durch  die  beiden  ersten  (-^  und  —■]  und  das  y  selbst  linear  ausdrücken. 
Herr  Laehtin  hat  a.  a.  0.  gezeigt,  daß  die  Koeffizienten  dieser  Differential- 
gleichungen rationale  ganze  Funktionen  der  absoluten  Invarianten  v,  w 
sind,  die  gewisse  angebbare  Grade  nicht  übersteigen.  Dagegen  hat  er  die 
numerischen  Koeffizienten  dieser  Polynome  nicht  ausgerechnet.  Die  hier 
verbleibende  Lücke  wird  nun  gerade  dnrcli  die  Arbeit  des  Herrn  Gordan, 
auf  die  ieh  im  Eingang  dieses  Briefes  verweise,  ausgefüllt.  In  der  Tat 
ist  es  Herrn  Gordan  dort  gelungen,  die  in  Rede  stehenden  paiiieÜen 
Differentialgleichungen  explizite  aufzustellen.  Es  ist  damit  ermöglicht, 
die  j/^,  j/j,  j/g  nach  Potenzen  von  v  und  w  oder  auch  von  beliebigen 
linearen  Funktionen  von  v  resp.  w  in  Reihen  zu  entwickeln,  und  es  kann 
dann  nicht  mehr  schwer  sein,  die  Bereiche  zu  bestimmen,  in  denen  die' 
verschiedenartigen  so  entstehenden  Reihen  konvergieren,  —  also  das  trans- 
zendente Problem  in  direkter  Weise  zii,  lösen'^). 

8.  Der  Vollständigkeit  wegen  muß  hinzugefügt  werden,  daß  das  spezielle, 
durch  die  Gieichmigen  (24)  vorgestellte  Normalproblem  bereits  eingehender 
funkfcionen theoretisch  diskutiert  ist.    Herr  Pricke  hat  1896  auf  der  Prank- 

''")  [Mau  denkt  unwillkürlich  daran,  die  Betrachtungen  des  Testes  nach  dem 
Muster  der  Erörterungen,  die  ich  auf  Grund  der'Gordanschen  Arbeiten  auf  S.  426 ff, 
zu  den  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Subelitutionen  ge- 
geben habe,. au  vervollständigen,     K.| 

'")  Die  Di^erentialresdvente  einer  alijebraischen.  Gleiehung  sechsten  Grades  allge- 
meiner An.    (Math.  Ännalen,  Bd.  56,  S.  445—481.) 

'")  [Die  Aufstellung  dieees  Differentialgleichuugasystems  entspricht  ganz  dem, 
was  Herr  Boulanger  für  die  Ö„,,  und  ö,„,  geleistet  hat.  Vgl.  hierzu  die  Fußnote  ■■-) 
auf  S.  423,     K.j 
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furter  Natui'fors  eher  Versammlung  die  der  Valentiuer-Wimangruppe  ent- 
sprechende Zerlegung  der  zur  Kurve  F  =  0  gehörenden  Riemannscheii 
Fläche  (vom  Geschlecht  10)  in  Fundamentalbereiche  behandelt  imd  eine 
nahe  Beziehung  derselben  zirr  Zerlegung  der  Halbebene  in  Kreisbogondrei- 
ecke  von  den  Winkeln 


bemerkt-"),  Herr  Lachtiu  hat  dann  1898  im  51.  Bande  der  Math,  Annalen'-'^) 
diese  Angaben  bestätigt  und  die  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung aufgestellt,  welcher  —  im  Falle  der  Gleichungen  (24)  —  die  mit 
einem  geeigneten  Faktor  multiplizierten  Größen  x,,  in  bezug  auf  den  Para- 
meter t  genügen. 

Ich  bin  am  Ende  meiner  Darlegungen.  Die  Analogie  der  vorge- 
schlagenen Auflösung  der  Gleichungen  sechsten  Grades  mit  der  Auflösung- 
der  Gleichungen  fünften  Grades  durch  die  Ikosaedergleichung  tritt,  hoffe 
ich,  überzeugend  hervor.  Eine  feinere  Durchführung  der  Einzelheiten,  wie 
sie  für  die  Gleichungen  fünften  Grades  seinerzeit  von  Herrn  Gordaii  und 
mir  gegeben  wurde  imd  in  geometrischer  Form  in  meinen  „Vorlesungen 
über   das   Ikosaeder"  zur  Darstellung    gelangte,    muß    vorbehalten  werden, 

Göttingen,  den  22.  März   1905. 


[(.^ordau  hat  dfii  ^oiatehtnd  I  eruhrt^n  fragen  nui  nurh  puio  einieitetide  -ilj 
handlui^  wjdmen  können  (Math  Aimalen  Bd  fiS,  19U9  !0  Übei  eine  K!ain.'h<' 
Bthnearfoim)  Er  eneicht  dort  e)ne  wesenthche  Vereinfachung  der  zur  Bildung  ge 
figneter  3,,  x^,  a,  erforderlichen  akzesaonechen  Irrationabtat  Statt  der  Kurve  dritter 
Ordnung    der  iE  tbene,    welche    ich   dem   Wertayatem    z^  z„    rational    zuordnete 

benutzt  er  namlich  einen  Konnex  (],lj,  also  eine  in  den  i  und  den  kontragiedienten 
u  bilmeare  Form  (deren  Koeffizienten  wieder  eo  als  rationale  ganzfi  Punktionen  der  ' 
angesetzt  werden  mu'Ben,  daß  die  Form  bei  den  360  Vertauschimgen  der  z  und  den 
entspiechenden  fuiearen  Substitutionen  dei  a  und  m  unverändert  bleibt)  Um  dann 
einen  zu  den  Vettauschungen  der  :  „ko Varianten"  Punkt  v  au  tinden  bat  man  nur 
mehr  eine  Wuizel  emer  leiuht  aufzustellenden  kubischen  Uleichung  zu  be&timmen 
nambch  einen  Fispunbt  des  Konnexem  aufzusuchen 


°')  Vgl  Jahresbencht  der  Deutsohen  Mathe matikei  Vereinigung  Bd  "i  Übet 
cme  einlache  diu.j.'pe  von.  360  Operationen  |  Heir  Frn  ke  hat  in  der  Folge  i>eme  ^in 
sohlagigen  L  ntersuehungen  noeli  wesentiteli  fortgeBet?t  und  inabeTOndere  die  haupt 
sachlichen  Resolventen,  welche  das  Pi  obleni  der  Ö,^  für  F-O  besitzt,  \  nm  funktionell 
theoretiEohen  Standpunkte  aus  einheitlich  abgeleitet;  Vgl  die  zu-ammenfa säende 
Darstellung  von  1912  im  Anhang  zu  Bd  11  der  von  Flicke  und  mir  herausgegebenen 
\  orleiungen  über  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen  (S  554— -662  ein  Beitiag 
zur  Traniformationstheone  der  automorphen  Fuiiktionenj     K  ] 

^^)  Die  Differenttaliesolvent''  etner  algebraischen  Gleichung  sechsten  0>adi3  mit  emei 
druppe  360.  Ordnung.     (Math.  Ännalen,  Bd,  51,  1898/99,  S.  463—472.; 
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In-besondeie  gelingt  es  Gordan  eine  Bilinearfirra  der  gewollten  Art  anfzn 
Btellen  deren  Grad  in  den  z  «echa  betragt  Indessen  hat  Herr  CoMe  bald  darauf 
durch  SV ^tematischen  Formenbiiduiigaprozeß  gezeigt  (Math  Annalen  Bd  70  1910  11) 
daß  man  nur  bis  zum  vierten  Gride  zu  gehen  braucht  Er  stellt  auch  die  zogehoiige 
kuhische  Gleichung  wirtlich  auf  und  skizziert  den  weiteren  Gang  der  dann  noch  zui 
Bpstimmung  der  ■'  erforderlichen  algebraischen  Rechnung      K] 

[Ich  gehe  zum  ÖLhluß  hier  noch  die  auf  S  4M1  iußnote  '  )  in  -iuaaicht  ^estuUten 
aut  den  Kroneikerachen  Satz   bezuglnhen   4usfuhrungen 

\oiah  der  Volhtandigkeit  h'Jber  eiiuge  kurze  Andeutungen  über  meinen  ui 
spi  unghohen  Beweis  vom  Janiiai  1877  Ich  hatte  damals  mit  dem  Umstände  operiert 
daß  alle  Ikoaaederformen  und  auch  die  Tetraederfcrm  qtiaden  Grad  besitzen 
Dieser  Ümatand  lat  natürlich  aemeraeita  eine  Folge  der  (on  mir  m  Abb  LIV  m  den 
Vordergrund  gerückten  Verdoppelung  der  Anzahl  der  homogenen  Substitutionen 
welche  =unach  auch  damals  heieits  der  eigenthche  Beweisgiund  war 

Im  tJbrigen  habe  ich  noch  genauer  auf  die  Bezugnahme  zwischen  Kronefker  und 
mir  von  Ostern  l'^Sl  einzugehen  Kronecker  hat  mir  damals  em  aus  dem  JaJire  l'<61 
stammeiideB  Maimskript  lorgelegt  von  dem  i  h  den  für  mich  m  Betracht  kommenden 
Teil  abachreiben  konnte  (die  Abschrift  tr^t  daa  Datum  des  23.  März).  Kroneeker 
setzt  doit  zum  Bewejfl  aemea  Theoreme  genau  so  em  wie  ich  es  später  getan  habe, 
mdem  er  den  Lurothachen  Satz  betr  rationale  Kurven  (den  dieser  in  den  Math. 
Annalen  Bd  <l  [1875  voroffent licht  hati  antizipiert  und  von  da  zu  der  Aufgabe 
kommt    aus  funt    fiel   leranderltohen   Gr  ßen  a„  r^   eine   rationale  Funktion  — 

zu  bilden  nelcbe  oich  bei  den  60  geraden  Vei tauseh ungen  der  x  linear  transformiert. 
Dann  aber  begegnet  ihm  ein  merkwürdiger  Lapsus  Da  sich  Kroneeker  mit  dem 
allgememen  Begiiff  emer  C  ruppe  linearer  Substitution  [einer  VeränderÜclienl  damals 
noch  nicht  veitraut  gemacht  hatte  schließt  er  irrtümlicherweise,  die  in  Betracht 
kommenden  60  lineaien  Transformationen   mußten  aus   der   Wiederholung   derselben 

lineaien  bubetitution  entstehen   —  also  ^  on  einer  zyklischen  (  leichung  60,  Grades  ab- 

V 
hangen,  waa  (nach  Galoisschen  Grundaatzen)  selbstverständlich  unmöglich   ist.      Bei 
dieser  Überiegung  hatte  sich  Kronecker  damals  beruhigt. 

In  der  Vorlesung  von  1385—86  ist  dieser  Fehler  natürlich -richtiggestellt.  Ganz 
wie  bei  mir  wird  geschlossen,  daß  eich  bei  den  geraden  Vertauschungen  der  an  sich 
durchaus  willkiirliehen  x„,  ...,Xi  die  Polynome  9?  und  v  binär  linear  substituieren 
mußten,  femer,  daß  ein  solches  binäres  Verhalten  bereits  unmöglich  ist,  wenn  man 
eines  der  x  festhält  und  nur  die  andern  x  in  gerader  Weise  t'ertanacht.  Bei  dem 
Beweise  dieser  Unmöglichkeit  finde  ioh  noch  eine  unnötige  Komplikation.  Ich  zeigte 
oben,  S.  485,  daß  schon  bei  der  Vierergruppe  (welche  die  vier  x  paarweise  vertauscht) 
die  in  Betracht  kommende  Unmöglichkeit  hervortritt.  Statt  dessen  kombiniert 
Kronecker,  um  zu  einem  Widerspruch  zu  gelangen,  eine  Operation  der  Vierergtuppe 
mit  der  zyklischen  Vertauschung  dreier  x.    Das  ist  weniger  durchsichtig. 

Abgesehen  von  diesem  Nebenpunlcte  iat  sachlich  volle  Übereinatimmung  vor- 
handen. Es  bleibt  nur  eine  subjektive  Differenz,  die  ich  schon  auf  8.  158,  159  des 
Ikosaederbuohes  ausführlich  zur  Sprache  brachte,  die  ich  aber  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit auch  hier  nicht  unberührt  lassen  will.  Kroneeker  hat  das  Verdienst,  eben  bei 
seinen  ünterauchungen  über  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades,  zwischen 
den  natürlichen  Irrationalitäten  (welche  rationale  Funktionen  der  x^,  ...,Xi  sind) 
und  den  anderen,  die  ich  akzessorische  nenne,  zum  ersten  Male  klar  unterschieden 
zu  haben.    In  seiner  ersten  Mitteilung  von  1858^2)  macht  er  übrigens   selbst  noch  un- 

■")  Comptes  RenduB  1858,  1  (Bd.  46)  (Brief  an  Hermite), 
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bedeuUicb  von  einei  akzesBfiri sehen  Quadratwurzel  Gebiauch  Eist  in  der  bpateien 
Arbeit  von  1861  'j  glaubt  er  den  Gebrauch  aizesson^cher  Irritiocalitaten  in  der 
Gleich ungilheone  überhaupt  unteisagen  zu  sollen  In  seiner  Vorlesung  l'^H'i — 86 
halt  er  an  diesem  Verdikt  fest  die  Ver«endung  der  akzeesonsehen  Iirationahtaten 
Bei  ftlgebiaiBc!  wertluB  weil  sie  die  Gattungen  ausemanderreiße  t  m  dieser 
Forderung  Nachdruck  zu  geben  nennt  er  sie  das  Abelsche  Postulat  —  Dem 
gegenüber  bm  ich  in  meinen  hier  ^uretehend  abgedruckten  Äibeiten  wie  im  Ikosaeder 
buch  gleich  anderen  Tutoren  der  Natui  und  der  Leistungsfähigkeit  der  gegebenen 
falle  auftretenden  akzewomchen  Irratic  nalitaten  nach  Moghohkeit  nachgegangen 

Ea  liegt  hier  ein  prmzipiellei  UntersLhied  in  der  Denkweise  vor  Ich  »lU  nicht 
nceh  erst  besondeis  urgieren  daß  Abel  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  \ufloaung 
der  Gleichungen  durch  Wurzelzeichen  tortgetetzt  die  Einheit  an  urzeln  t  verwendet  die 
un  Zusammenhang  seiner  Betrachtungen  dooh  au(h  akzesborische  In  ation alltaten  sind 
(vgl  oben  S  486  Fußnote  ^)|  was  übrigens  Kronecker  weiteihm  selbst  ebenfaün  tut 
weil  er  sonst  ubeihaupt  nicht  vom  Zusammenhang  der  Gleichung  fünften  Grade?  mit  den 
Ia(obi>ichen  Cleiohungen  sechsten  Grades  winde  handeln  können  Ich  will  auch 
nicht  ausfuhren  daß  es  ■vllgemein  m  dei  Zahlentheoiie  wie  m  der  Fuuktionentheorie 
in  vielen  Fallen  voiteilhaft  ist  Veihaltnis^e  in  algebraischen  Körpern  durth  einfache 
Beaiehungen  m  ubei^e ordneten  algebraischen  ja  t ranzenden ten  Körpern  zu  erläutern 
Sondern  ich  will  nui  das  t  rundsatziiche  betonen  Soll  man  wo  sich  neue  Erscheinungen 
( ilso  hier  die  Leistungsfähigkeit  dei  akzessoriiahen  Irrationahtaten)  daibieten  zu 
gunsten  einer  emmal  gefaßten  svBtematinchen  Ideenbildung  die  Weiterentwicklung 
abschneiden  oder  vielmehr  das  s^  stematische  Denken  alb  zu  eng  auruckschieben  und 
den  neuen  Problemen  unbefangen  nachgehen'  Soll  man  Dogmatikei  =em  )lei  wie 
ein  Naturforscher  bemuht  sein    aus  den  Dingen  selbst  immei  neu  zu  leinen? 

\us  den  Ongmalnotizen  Kioneckers  die  mir  Heir  Hensel  uber«indte  ist 
nichtfe  besonderes  zu  entnehmen  Es  handelt  sich  in  der  Hauptsache  um  23  einseitig 
besehriehene  Folioblatter  von  denen  sich  1 — 10  auf  die  Arbeit  von  IS5b  und  11 — 23 
auf  die  von  1861  bezieben  Bemerkenswert  ist  daß  die  Stellen  die  ich  mn  IbM 
abschrieb  daim  fehlen  Dafür  finden  sieh  aut  den  Ruok'jeiten  der  Blatter  1"  18 
Rechnungen  mit  fünften  Einheitsn urzeln  vermöge  deren  sich  KronecLer  offenbar 
überzeugt  hat    da£  die  Ggo  dei  gebiochenen  Ikosandersubstitutionen  wirklich  existieit 

Die  Kritik  die  n.h  hiernach  an  dem  übersandten  Material  übe  soll  dei  hohen 
Stellung  welche  ich  den  Kroneokerschen  üntersuoliungen  über  die  Cleiohungen 
fünften  Grsdea  m  den  vorstehend  niederabgedruckten  Abhandlungen  wie  insbesondeie 
in  der  histonichen  Daistellung  des  Ikosaederbuehea  (vgl  S  141  —  löl  daselbst)  7U 
weise  in  keinei  Weise  etwas  abbrechen  Kroneoker  hat  zuerst  den  Ptad  gefunden 
der  in  die  prinzipiellen  Fragen  der  Theone  limemtuhrt  nui  i5t  er  ihn  anfang''  nicht 
zu  Ende  gegangen  und  hat  spater  w(  ugetens  formal  ibgelehnt  andeie  auf  dem 
wdteien  Wege  zu  begleiten      K 


-')  Berliner  Monatsberichte  1861,  abgedruckt  in  Grelles  Journal,   Bd.  59. 
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A.  Lineare  Differentialgleichungeii. 

(AUi«iidlung  LXII  Ms  LXIX.) 
B.  Allgemeine  Mechanik. 

(Abhandlung  LXX  bis  LXXX.) 
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Zop  Entstehung  meiner  Beiträge  zur 
mathematischen  Physik. 


n  Stellen  dieser  Ausgabe  (z.  B.  in  Bd.  1,  S.  50,  in  Bd.  2,  8.  a59) 
habe  ich  mein  ursprüngliches  Interesse  für  Physik  erwähnt.  Ich  wollte  die  vor- 
aoliiedenen  Gebiete  der  Mathematik  nur  assimilieren,  um  mich  dann,  so  ausgerüstet, 
der  physikalisohew  Forsoliuug  auzuwenden.  Die  Umstände  haben  ee  aber  mit  sich  ge- 
bracht, daß  ich  mich  diesem  Ziele  nur  sehr  wenig  habe  nähern  tonnen.  Die  kleinen  ■ 
Aufeätze,  welche  hier  als  dritter  Abschnitt  des  2.  Bandes  folgen,  mögen  das  Wichtigste 
wiedergeben,  was  ich  auf  physikalischem  Gebiete  veröffentlicht  habe  (abgesehen  von 
den  bereite  in  Bd.  1  dieser  Ansgabe  abgedluckten  Abhandlungen  XXIX  bis  XXXIII 
aur  RclatiTJtätstheorie).  Es  handelt  sieh  im  vorliegenden  Bande  einerseits  um  Arbeiten 
über  lineare  Differentialgleichungen  der  Physik,  speziell  Lam^sche  Funktionen,  hyper- 
geometrische Funktionen  und  Oszillationsfragen  (Abh.  LXII  bis  LXIX),  andererseits 
um  kleinere  Beiträge  zur  Mechanik  (Abh.  LXX  bis  LXXX).  Bei  der  ersten  Gruppe 
dieser  Arbeiten  leitet  die  Entwicklung  fast  unwillkürlich  auf  funk tionen theoretische 
Frt^en  über,  die  im  Zusammenhang  erst  in  Bd.  3  behandelt  werden  sollen,  wodurch 
die  Abgrenzung  der  beiden  Bände  einigermaßen  unscharf  wird.  Immerhin  kommen 
bei  den  hier  abgedruckten  Arbeiten  wesentlich  Eealitätsf ragen  zur  Sprache.  Bei  der 
zweiten  Gruppe  war  es  nirgends  mein  Bestreben,  neue  physikalische  Theorien  auf- 
zustellen, sondern  nur,  überkommene  mathematische  Ansätze  (die  durchaus  der  Phä- 
nomenologie angehören)  zu  kläre»,  bzw,  ihr  Ergebnis  der  Anschauung  zugänglich  ku 
machon. 

Die  erste  förderliche  Anregung  für  meine  diesbezüglichen  Arbeiten  empfing  ich 
bei  meiner  Übersiedelung  nach  Leipzig  1880  durch,  den  Verkehr  mit  Carl  Neumann. 
Von  hier  aus  sind  die  beiden  Aufsätze  über  Lameache  Funktionen  entstanden,  die 
ich  18S1  in  den  Math.  Annalen  Bd.  18  veröffentlichte  (Abh.  LXII  und  LXIII).  Auch 
meine  Schrift  über  „Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer 
Integrale",  die  ich  1882  folgen  ließ,  die  jedoch  erst  in  Bd.  S  dieser  Ausgabe  als 
Abb.  XCIX  zum  Abdruck  kommen  wird,  läßt  die  physikalische  Beeinflussung  nicht 
verkennen;  sienimmt  ihren  Ausgangspunkt  geradeau  vom  physikalischen  Denken,  Aber 
erat  in  meinen  ersten  Göttinger  Jahren  (von  Ostern  1886  an)  bin  ich  dazu  gekommen, 
zusammenhängende  Vorlesungen  über  Mechanik  und  mathematische  Physik  aufzu- 
nehmen. (Vgl,  die  Bemerkungen  auf  S.  259  des  vorliegenden  Bandes.)  Wiederholte 
Besuche  in  Frankreich  und  insbesondere  in  England  haben  mich  in  meinen  Bestre- 
bungen wesentlich  gefördert  und  meinen  Blick  erweitert.  Auf  dem  Gebiete  der  Diffe- 
rentialgleichungen mögen  neben  meinen  weiteren  Aufsätzen  über  Lameache  Funk- 
tionen, hypergeometrische  Funktionen  und  Oszillationsfragen  (Abb.  LXIV  bis  LXIX) 
hier  gleich  folgende  zwei  Bücher  genannt  werden:  Pockcls,  Über  die  Differential- 
gleichung Am  +  k^n  =  0  und  deren  Auftreten  in  der  mathe malisehen  Physik"  (Leipzig 
1891)  und  Böcher,  Über  die  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie"  (Leipzig 
1894),  welche  beide  aus  von  mir  gehaltenen  Vorlesungen  entstanden  sind,  wie  die 
Verfasser  im  einzelnen  belegen,    und  von  denen  ich  das  erste  außerdem  mit  eigenen 
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Bemerkungen  verseilen  habe.  Meinem  Bekanntwerden  mit  dei  enghschen  Mechanik, 
heHOnder*"  mit  den  Ideen  Hamiltons  und  Maswella  v^rdankeü  die  Nr  LXX  bis 
LXXII  und  TXWII  bis  LXXVIIl  ihre  Entslehung  Im  Zusammenhang  hiermit  im 
erwaJint  daß  die  deutsehen  A  legaben  folgender  eiigh»>i,her  Lehrbuther  von  mir  ver 
anhßt  wniden  Rout}  D  e  D^nauj  k  der  Sy&teme  starrer  Korper  ^Leipzig  lfiU3» 
Lamb  Lelrbuoh  der  HvdrtdjnimiL  (Leipzig  1907)  Lo\  e  Lehrbuch  der  EhsU 
Zitat  (Leipzig  190"; 

Im  übrigen  machte  ich  schon  an  einer  anderen  htelle  die  er  Auogabe  die  he 
DieiiuDg  daß  sieh  mein  ganze«  Arbeitsprogiamm  von  1&93  an  tortw, breitend  geandeit 
hat  da  ich  infolge  Schwarz  Wegberufung  nach  Berlin  die  Verpflichtung  empfand 
den  mathematischen  Unten  ichtsb  et  neb  an  der  Univeiaitat  Gottingen  nlheitig  aus 
zuge=talten  Indem  H  Weber  und  bald  darauf  an  seiner  Stelle  Hilbert  mir  zur 
Seite  traten  welche  an  ihrem  Teile  eine  weitgehende  teu  mathematische  Lehrtatig 
keit  entwickelten  wandte  ich  auch  wesentlich  dei  organiBatoriBchen  beite  dei  Um 
versjtat  sauf  gäbe  iu  Den  Wendepunkt  bildet  sozusagen  die  unter  Nr  LXXIII  ab 
gedruckte  Begrüßungsrede  die  ich  bei  der  Eröffnung  der  mit  der  Chicagoer  Welt- 
au^teliung  \on  1893  verknüpften  wissenschaftlichen  Kongresse  hielt  [Über  meine  an 
diesen  Kongreß  anschließenden  Vorlesungen  in  Evanston  fllbnoisi  machte  ich  schon 
auf  &  'S  dieses  Bandes  einige  Bemerkungen  )  Die  amerikanische  Rei^e  gab  mir  dann 
weitere  Impulse  lur  deren  Durehtuhrnng  ich  die  weitgehende  und  entscheidende 
Unterstützung  von  Althoft  erhielt  der  damals  im  Ministerium  noch  Referent  tur 
die  Universitäten  wai  aber  beieiti  einen  weit  über  diese  Stellung  hinauBgehenden 
Einfluß  auf  den  gesamten  Untemehtsbetrieb  entwickelte  Ich  muß  geradezu  sagen 
daß  die  außei ordentlich  anregende  Kraft  welche  Althoff  allen  Disziplinen  de« 
n  issen Schaftsbetriebes  und  spater  des  Unterrichtes  überhaupt  hat  zuteil  werden  la=«  n 
auch  mich  in  ihren  Bann  geschlagen  und  für  lange  lahre  meine  Tätigkeit  bestimmt 
hat  Die  eine  der  beiden  Hauptautgaben  denen  ich  m  i-h  zunandte  bezog  suh 
daiauf  an  der  Universität  und  zunächst  in  t.oftmgen  durch  Gründung  und  Belebung 
neuei  Institute  die  wichtigsten  Zweige  der  Angewandten  Mathematik  und  Phy=ik 
die  =eit  dem  Tode  von  Gauß  mehr  und  mehr  verkümmert  naien  nieder  zur  Geltung 
zu  bringen  Die  andere  Autgabe  bestand  dann  dem  Lnterncht  an  den  Schulen  eine 
dem  langst  eireicUten  Fortsthritt  der  W  sscnschaften  entsprechende  Prägung  zu  geben 
Diese  beiden  Aufgaben  haben  mich  in  den  folgenden  zwei  Jahrzehnten  um  sfi  mehr 
beschäftigt  als  es  nicht  nur  daiauf  ankam  äußere  Einrichtungen  zu  schaffen  =ondern 
auch  deren  Betneb  gegen  allerlei  W  iderstande  wirklich  zu  beleben 

Dabei  konnte  nicht  da^on  die  Rede  sein  daß  ich  auf  Vernathlassigung  der 
Reinen  Mathematik  hinarbeitete  Blieb  ich  doch  z  B  all  die  Jahie  hinduroh  in  der 
Red-ikticn  der  yatheiiiati  eben  Annalen  m  die  ich  seit  (.  lebschs  Tode  (1872)  emge 
treten  war  Ihren  klarsten  4usdiuck  hndet  meine  Tendenz  in  dem  Unternehmen  dei 
mathematisrhen Enzyklopädie  andemichionseinenAnfangenaniHerb  1 1894)  wesent 
lieh  mitgearbe  f et  habe  Es  sollte  über  den  btand  der  ganzen  Mathematik  einsohließ 
heb  ihrer  Anwendungen  Beucht  erstattet  werden  Da  gerade  die  Anwendungen'" 
besondere  bchwiengkeiten  machten  I  weil  zwischen  ihren  Vertretern  und  denen  dei 
Reinen  Mithematik  Entfremdung  eingetreten  war)  spannte  ich  mich  für  diese  be 
sonders  ein  Ich  unternahm  behufs  Anknipfuag  persönlicher  Beziehungen  (um  für 
die  em^eluen  \rfcikel  geeignete  BearbeitPr  zu  finden "1  vielfache  Re  sen  und  habe 
inshe  ondere  \on  isgq  ab  die  Redaktion  des  Bandes  Mechanik  selbst  geleitet, 
wobei  mir  bal  i  Ooniad  Müller  der  zuniebst  Assistent  bei  mir  war  als  wichtigster 
Mitarbeiter  zur  Seite  tiat  Das  Werk  ist  ja  noch  nicht  abgeschlofcsen  aber  soviel 
darf  wohl  schon  ]etzt  ausgesprochen  werden  daß  es  gelungen  ist  eine  große  Zahl 
geeigneter  Mitarbeiter  der  \  evschiedensten  Richtungen  für  ein  gcniemsames  Ziel  dauernd 
m  Anspi  ich  au  nehmen 

')  Eine  dieser  VoHesiiiigen  ist  als  Nr.  XLVl  im  vorliegenden  Bande  abgedruckt. 
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loh  habe  aber  auch  eonst  immer  mehr  den  Weg  eingeschlagen,  nicht  selbst  die 
Arbeit««  auszuführen,  Bondcrn  durch  Gewinnung  anderer  PerBönliehkeiten  die  wert- 
voll erscheinenden  Ziele  beratend  und  hesohlußf aasend  zu  fördern.  Durch  die  Unter- 
stützung von  Alt  hoff  gelang  mir  insbesondere  1898  das  Zustaudeb  ringen  einer 
„Göttinger  Vereinigung  zur  Förderung  der  Angewandten  Mathematik  und  Physik" 
aus  maßgebenden  Verlretern  der  deutschen  Großindustrie,  welche  die  naturgemäß 
knappen  Beitrage  des  Staates  zum  Bau  und  zur  Einrichtung  neuer  UniversitätB- 
institute  durch  freie  Spenden  wesentlich  unterstiitaten.  Ea  ist  in  der  Folge  durch 
diese  Vereinigung  für  die  Göttinger  Universitätseintiohfcungen  viel  Wertvolles  ge- 
schaffen worden.  Um  diese  Neugründungen  zu  beleben,  habe  ich  namentlich  auch 
vielfach  an  den  Semiflftren  teilgenommen,  welche  meine  neuberufenen  Kollegen  über 
Angewandte  Mathematik,  einschließlich  Geodäsie,  Astronomie  und  Versicherungswesen, 
sowie  über  technisehe  Mechanik  und  teohnisohe  Elektrizitätslehre  veranstalteten.  Von 
dem  ganzen  auf  diese  Dinge  bezügücheii  Betrieb  kann  in  der  gegenwärtigen  Ausgabe, 
in  der  es  sich  nur  um  den  Wiederabdruck  selbständig  wissenschaftlicher  Arbeiten  im 
engeren  Sinne  handelt,  nur  wenig  die  Rede  sein.  Es  mußte  aber  überhaupt  davon 
gesprochen  werden,  weil  sonst  die  Entstehung  der  kleineren  Beiträge  Nr.  LXXIV  bis 
LXXX  unverständlich  ist.  Die  Einzelheiten  der  Entwicklung  schildern  zwei  Fest- 
schriften, welche  die  Güttinger  Vereinigung  1908  und  1918  gelegentlich  ihres  lOjährigea 
und  20  jährigen  Bestehens  ausgab,  sowie  eine  weitere  Festschrift  „Die  physikalischen 
Institute  der  Universität  Göttingen"  {1906).  Diese  sind  zwar  überhaupt  nicht  im 
Buchhandel  erschienen;  jedoch  sind  Exemplare  derselben  zusammen  mit  den  umfang- 
reichen Protoltolien,  welche  über  die  jeweiligen  Versammlungen  der  Vei'einigung  be- 
richten, auf  der  Göttinger  Universitätsbibliothek  zur  Einsichtnahme  hinterlegt.  Für 
die  Femerst  eh  enden  geben  das  beste  Bild  über  die  ganzen  hiernach  in  Betracht 
kommenden  Bestrebungen  zur  Förderung  der  Angewandten  Mathematik  und  Physik 
die  beiden  Bände,  die  ich  mit  meinem  verstorbenen  Freunde  E.  Eiecke  zusammen 
veröffentlichte:  „über  Angewandte  Mathematik  und  Physik  und  ihre  Bedeutung  für 
den  Unterricht  an  höheren  Schulen"  (Leipzig  1800)  und  ^Neue  Beiträge  zur  Frage 
des  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts"  (Leipzig  1902). 

Beide  Schriften  sind  bei  Gelegenheit  von  Ferienkursen  für  die  Fortbildung  der 
Oberlehrer  entstanden.  Diese  Ferienkurse  waren  damals  Neueinrichtungen,  und  spe- 
ziell habe  ich  es  durchgesetzt,  daß  auch  die  Mathematik  an  ihnen  beteiligt  wurde.  Hier- 
mit komme  ich  zu  meinen  Bestrebungen,  dem  Schulunterricht  eine  neuzeitliche  Prä- 
gung zu  geben.  Für  den  Verein  zur  Förderung  des  mathematischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts,  der  Ostern  1895  in  Göttingen  zum  ersten  Male  tagte  ließ 
ich  das  Buch  „Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie 
(Leipzig  1895)  erscheinen,  das  Herr  Tägert  nach  einer  Vorlesung  von  mir  aus 
gearbeitet  hat.  Als  Festgabe  für  den  gleichen  Verein  sollte  1896  ein  Schriftohen  über 
den  Kreisel  folgen.  Aus  meinen  diesbezüglichen  Vorlesungen  ist  aber  unter  den  Händen 
meines  damaligen  Assistenten  Sommerfeld  ein  umfangreiches  Buch  gewoiden  „Über 
die  Theorie  des  Kreisels"  (erschienen  in  vier  Heften,  Leipzig  1897  bis  1910)  In  den 
Ideenki'eis  der  Kreiseltheorie  gehören  die  unten  abgedruckten  Nr.  LXXIV  bis  LXXVI, 
von  denen  die  beiden  letzien  gelegentlich  einer  zweiten  Reise  nach  Amerika  1896  zum 
Jubiläum  der  Universität  in  Princeton  entstanden  sind.  Ich  möchte  ferner  meine  von 
St  h  i  mm  ackherauigegebenen Vorlesungen  „Vortiäge  über  den  mathematischen  Unter 
rieht  (Leipzig  190b)  sowie  die  \on  Heilmger  ausgearbeitete  Vorlesung  Elementar 
mathematik  ^om  höheren  '-■tandpunkte  aus"  (Autographie  m  zwei  Teilen  Leipzig 
1908/09)  erwähnen  von  denen  die  erste  die  Art  de*-  Mathematikunterricht s  an  den 
versrhiedenen  Schulgattungen  vet^le  cht  und  insbesondere  auch  über  die  Entwicklung 
der  (.ottmger  Um\ ersitatseinnchtungen  Bericht  erstattet  nährend  die  jiweite  solche 
n  issen'jcbaftliche  Probleme  behandelt  die  der  Lehrei  an  den  höheren  Schulen  un 
bedingt  kennen  sollte  um  «einem  Unterricht  die  richtige  Orientierune  zu  geben  Di^se 
VoiIp   inge!    smd   ganz  im  Sinne  der  von  dei  \pr^ammlung  fleut'j''her  Nat  irf  r^rher 
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und  Ärzte  auf  Grund  langer  Kommisaionsverhandlungen  I9Ü5  ausgegebenen  Meraiier 
Lehrpläne,  bei  deren  Aufstellung  ich  wesentlich  mitwirkte,  gehalten.  Schon  tor- 
her  hatte  ich  an  den  FerBchiedensten  Schul  konferenzen  teil  genommen,  und  von  1908 
an  habe  ich  10  Jahre  laug  die  in  Betracht  kommenden  Interessen  im  preußischen 
Herrenhaus  als  Vertreter  der  UniversitÄt  verfochten.  Ich  habe  mich  damals  ina- 
beeondere  auch  für  die  zweckmäßige  Ausgestaltung  der  Fachechulen  und  schließlich 
der  Volksschulen  interessiert.  Gleichzeitig  (1908)  trat  ich  an  die  Spitze  der  vom 
Internationalen  Mathematiker-Kongreß  in  Rom  eingesetzten  Internationalen  Mathe- 
matischen Unter richtB-KommissiOH  (IMUK),  welche  über  die  Didaktik  und  Organi- 
sation des  mathematisohen  Unterriohtß  sämtlicher  zivilisierter  Länder  berichtete.  Hier- 
bei ist  Deutschland  mit  5  Bänden  (=  9  Teilbändeu):  „Abhandlungen  über  den  mathe- 
matischen Unterricht  in  Deutschland,  veranlaßt  durch  die  IMUK"  (Leipzig  1909  bis 
1916)  und  mit  einem  Band:  „Berichte  und  Mitteilungen,  veranlaßt  dnroh  die  IMÜK) 
(Leipzig  1909  bis  1917)  vertreten.  Der  Weltkrieg  hat  diesem  Zusammenarbeiten  selbst- 
veratändhoh  ein  Ende  gemacht.  Immerhin  ist  umfangreiches  Material  verarbeitet 
worden;  über  das  Geleistete  gibt  ein  Schlußbericht  des  Generalsekretärs  Fehr  (ver- 
öfientliobt  im  IvEnseignement  Mathömatique,  Bd.  21,  1920/21 )  znsammenfasBende  Aus- 
kunft. Hoffentlich  ist  die  große  Arbeit  trotz  der  Verschiebung  aller  Verhältnisse  nicht 
verloren,  sondern  wird  in  einer  glücklicheren  Periode  wieder  zur  Geltung  kommen. 

Ich  habe  oben  erzählt,  wie  ich  bestrebt  war,  den  universellen  Geist  von  Gauß 
in  Anpassung  ou  die  neuzeifliohen  Verhältnisse  wieder  im  Mathematik  Unterricht  der 
Universität  üeltiing  zu  verschaffen.  Im  Zusammeuliang  damit  möchie  ich  noch  er- 
wähnen, daß  ich  1897  nach  dem  Tode  Scheringa  die  Leitung  der  Herausgabe  von 
Gauß'  Werken  übernahm.  Meine  nichtigsten  Mitarbeiter,  in  deren  Händen  die 
eigentliche  Eedaktion  dieses  Unternehmens  It^,  waren  Brendel  und  später  neben 
ihm  Schlesinger,  Für  die  einzelnen  Hauptkapitel  wurden  geeignete  Bearbeiter 
herangezogen.  Über  diese  Tätigkeit  habe  ich  bisher  14  Berichte  in  den  Göttinger 
Nachrichten  (wieder  .abgedruckt  in  den  Mathematischen  Annalen)  veröffentlicht.  Es 
sind  einige  neue  Bände  mit  wertvollem  Material  erschienen,  die  unsere  Kenntnis  von 
Gauß' Arbeiten  wesentlich  vervollständigen,  und  der  Abschloß  der  Ausgabe  ist  in  Sicht- 

Es  ist  manchem  Mathematiker  so  gegangen,  daß  auf  seine  wisEcnschafllich  pro- 
duktive Periode  eine  mehr  praktisch  aktive  folgte.  Das  Ideal,  nach  beiden  Seiten 
gleichzeitig  tätig  zu  sein,  läßt  sich  in  unserer  unruhigen  Zeit  wohl  kaum  mehr  ver- 
wirklichen. Rückblickend  bin  ich  nun  zu  meinen  rein  mathematischen  Arbeiten  zu- 
rückgekehrt. Um  so  lieber  gebe  ich  hier  an,  wie  ich  mich  insbesondere  über  den 
Betrieb  der  Anwendungen  bei  Gelegenheit  geäußert  habe. 

Auf  dem  dritten  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  zu  Heidelberg  (1904) 
machte  ich  bei  der  Eröffnung  der  Abteilung  für  Angewandte  Mathematik  folgende 
Ausführungen°)r  „...  Vergleicht  man  die  Gesamt  Wissenschaft  der  Mathematik  mit 
einer  Festung,  so  repräsentieren  die  verschiedenen  Teile  der  Angewandten  Mathematik 
die  Außenfurtg,  welche  die  Innenwerke  nach  allen  Richtungen  umgeben,  und  über 
welche  die  Verbindung  mit  dem  Vorgelände  hinüberführt.  (Jemsinsam  allen  Teilen 
der  Angewandten  Mathematik  ist  dementsprecbeud  nur  dies,  daß  der  mathematisohe 
Gedanke  hei  ihnen  in  notwendige  und  untrennbare  Verbindung  zu  einem  Gebiete 
anderweiter  wissenschaftlicher  Frageste  Hangen  tritt.  Die  Angewandte  Mathematik 
steht  dadurch  in  ausgesprochenem  Gegensatz  zu  demjenigen  Zweige  unserer  Wissen- 
schaft, den  man  als  Zitadelle  der  Festung  ansehen  mag,  zur  /ormalen  Mathetaaüh 
(im  Leibnizschen  Sinne),  d.  h.  zu  derjenigen  Behandlung  mathematischer  Fragen, 
welche  nach  Möglichkeit  von  jeder  konkreten  Bedeutung  der  vorkommenden  Größen 
oder  Symbole  absieht  und  nur  nach  den  äußerlichen  Gesetzen  fragt,  nach  denen  die- 
selben kombiniert  werden  sollen. 

°)  Vgl.  die  Verhandlungen  des  Dritten  Internationalen  Mathematiker-Kongresses 
in  Heidelberg,  herausgegeben  von  Krazer,  Leipzig  1905,  S.  896  bis  397. 
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„Zum  Gedeihen  der  Wiesensehaft  ist  ohne  Zweifel  die  freie  Entwicklung  alltr 
ihrer  Teile  evforderlieli.  Die  Angewandte  Mathematik  übernimmt  dabei  die  doppelte 
Anfgabe,  den  zentralen  Teilen  immer  wiedor  von  außen  neue  Anregungen  zuzuführen 
nnd  umgekehrt  äie  Erträgnisee  der  zentralen  Forschung  nach  außen  zur  Wirkung  zu 
bringen.  Die  Geltung  der  Mathematik  innerhalb  des  weiten  Bereiches  soDBtlger  wesent- 
licher Interessen  erscheint  daher  in  erster  Linie  an  die  erfolgreiche  Betätigung  der 
Vertreter  der  Angewandten  Mathematik  gebunden.  Daher  sollen  wir  insbesondere  an 
derjenigen  Stelle  einsetzen,  wo  die  ausgiebigste  Gelegenheit  zu  einer  Einwirkung  der 
Mathematik  auf  weitere  Kreise  gegeben  ist:  beim  Jvgendunterrieht  .  .  ." 

In  der  Vorrede  zum  vierten  Bande  der  mathematischen  Enzyklopädie  (Mechanik, 
erschienen  1908)  sagte  ich:  „.  .  .  Mechanik,  überhaupt  Angewandte  Mathematik,  kann 
nur  durch  intethsive  BesckäfUgurtg  mit  den.  Dingen.  seÜtst  gelernt  werden;  die  Literatur 
gibt  nur  eine  Beihilfe.  Anleitung  znm  Beobachten  mechanischer  Vorgänge  von  früher 
Jugend  an,  und  auf  höherer  Stufe  Verbindung  des  mathematischen  Nachdenkens  mit 
der  Arbeit  im  I^boratorium,  Aes  ist,  was  behufs  gesunder  Weiterbildung  der  Mechanik 
daneben  tmd  vor  allen  Dingen  in  die  Wege  geleitet  werden  muß.  Die  moderne  Ent- 
wicklung hat  ja  auch  in  dieser  Hinsicht  in  vielversprechender  Weise  eingesetzt.  Möge 
die  Wissenschaft  der  Mechanik,  die  eine  Grunddisziplin  aller  Naturwissenschaft  ist, 
solcherweise  einer  neuen  Blüte  entgegengeführt  werden.  Möge  insbesondere  auch  das 
Wort  Leonardo  da  Vincis  sich  wieder  bewahrheiten,  daß  die  Mechanik  das  Paradies 
der  Mathematiker  ist !  .  .  . " 

Die  Gründung  der  neuen  „Zeitschrift  für  Angewandte  Mathematik  und  Mechanik" 
begrüßte  ich  mit  folgenden  Worten"):  „.  .  ,  Wenn  man  die  Darstellungen  auch  her- 
vorragendster Autoren  vergleicht,  findet  man  als  Aufgabe  der  mathematischen  Natur- 
wissenschaft meistens  nur  angegeben,  bei  gegebenen  E^ämissen  den  weiteren  Verlauf 
der  Erscheinungen  den  Naturgesetzen  entsprechend  zu  bestimmen,  sagen  wir  die  Bahn 
eines  Geschosses,  welches  mit  bestimmter  Geschwindigkeit  in  bestimmter  Richtung 
geschleudert  wird,  oder  auch  den  Verlauf  eines  Lichtstrahles,  der  ein  gegebenes  opti- 
sches Instrument  durchsetzt.  Aber  es  gibt  eine  darüber  hinausgehende  Problem- 
stellung, die  gleicherweise  der  mathematisohen  Überlegung  unterliegt:  das  Geschoß 
soll  so  geschleudert  werden,  daß  es  ein  bestimmtes  Ziel  erreicht,  das  Instrument  ho 
konstruiert  werden,  daß  die  mit  seiner  Hilfe  zustande  kommende  Abbildung  eine 
möglichst  vollkommene  ist.  Also  neben  die  kausale  Erklärung  bei  gegebenen  Daten 
tritt  die  Forderung  geeigneter  Festlegung  der  Anfangsbedingungen  nach  dem  Gesichts- 
punkte größter  Zweckmäßigkeit.  Es  scheint  mir,  daß  hiermit  eine  besondere  Anf- 
gabe aller  Angewandten  Mathematik  bezeichnet  ist,  eine  Aufgabe  zudem,  die  der 
Denkweise  und  der  Berufstätigkeit  des  schaffenden  Ingenieurs  besonders  naheliegt. 
Um  in  der  Sprache  unserer  Pädagogen  zu  reden:  es  ist  recht  eigentlich  funktionales 
Denken,  welches  hier  verlangt  wird;  der  volle  Überblick  über  den  Zusammenhang  der 
Ergebnisse  mit  den  jeweiligon  Daten  der  Anfgabe . . .  Das  Ziel  der  theoretischen  Natv,r- 
mssensekajl,  soll  nieht  nur  passives  Verstehen,  sondern  eine  aktive  Beherrschung  der 
Natur  sein  ..."  K. 


3)  Vgl.  Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  Bd.  65  (1921),  S.  3.42.  — 
Näheres  über  meine  Beziehungen  zu  den  Ingenieuren,  die  für  mich  alle  die  Zeit  besondere 
wichtig  gewesen  ist,  siehe  unten  in  den  Bemerkungen  am  Schluß  der  AbhXXXVIu.LXXX. 
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[Math.  Aiitialen,  Bd,  18  (1881 )/ 

Im  folgenden  beabsichtige  ich,  eine  Eigenschaft  der  Laraeschen 
Funktionen  zu  beweisen,  die  bei  geometrischer  Betrachtungsweise  außer- 
ordentlich nahe  liegt,  aber  doch  nicht  bemerkt  zu  sein  scheint.  Mein 
Theorem  bezieht  sich  unterschiedslos  auf  die  Lameschen  Funktionen  aller 
Ordnungen*),  mag  aber  zunächst  hier  am  für  die  Lameschen  Funktionen 
zweiter  Ordnung  (die  gewöhnlichen  Lameschen  Funktionen)  ausgesprochen 
werden.  Diese  Funktionen  sind,  von  den  eventuell  vorkommenden,  dann 
aber  nur  einfach  zutretenden  Faktoren  V 1  <  v  X  —bi*X'  —  c  abge- 
sehen, ganze  Funktionen  von  X  ,  von  denen  jedesmal  {t-|-1)  Funktionen 
des  Grades  i  zusammengehören  (vgl.  §  2  des  Nachfolgenden).  Man  weiß, 
daß  diese  Funktionen  alle  verschieden  und  dabei  reell  sind,  man  weiß 
ferner,  daß  sie,  gleich  Null  gesetzt,  je  t  getrennte  reelle  Wurzeln  er- 
geben, die  alle  in  dem  Intervalle  von  0  bis  c"  enthalten  sind,  —  und 
zwar  in  der  Weise,  daß  keine  Wurzel  mit  0  oder  mit  c'^  oder  auch  mit 
dem  zwischen  0  und  c"  eingeschalteten  Werte  6  zusammenfällt.  Mein 
Theorem  bezieht  sich  auf  die  Art  und  Weise,  wie  die  so  entstehenden 
(t  +  1 )  Seilen  von  je  r  Größen'  auf  die  Teilintervalle  von  0  bis  6 "  und 
von  b^  bis  c^  verteilt  sind.  Bein  kombinatorisch  genommen,  hat  man  für 
die  Verteilung  von  t  Größen  auf  zwei  Intervalle  (t  +  1)  Möglichkeiten: 
man  wird  in  das  eine  Intervall  r^  Größen  legen,  in  das  andere  i— t^, 
und  nun  t^  von  0  bis  t  laufen  lassen.  Mein  Satz  ist:  duß  jede  dieser 
Möglichkeiten  bei  einer,  und  natürlich  nur  hei  einer,  unserer  {r-\-l) 
Lameschen  Funktionen  eintrifft,  daß  also  die  Funktionen  und  die  ve^~ 
sckiedenen  Y erteilungsweisen  der  Wu/rzdn  einander  eindeutig  entsprechen.  — 
Der  Beweis    ist,    wie  ich  schon  andeutete,    so   einfach   wie   möglich.     Es 

'■)  Siehe  hier  und  im  foJgendeü:  Heine,  Handbuch  der  Kugelfimktionen,  Berlin 
bei  Reimer,  zweite  Auflage,  1878  {spiiter  als  H,  K.  zitiert).  Bezeichnungen  oder  Sätze, 
die  ich  ohne  nähere  Erläuterung  anwende,  sind  diesem  Werke  e 
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kommt  mir  darauf  an,  sieh  aiil  der  Kugel  die  geometrische  Bedeutung 
der  Lameschen  Produkte  E{fi')-E[v^)  klarzumachen  und  dann  die  auf 
der  Kugel  gewöhnlich  benutzten  Polarkoordinaten  als  einen  Grenzfall  der 
bei  dieser  Interpretation  verwandten  elliptischen  Koordinaten  zu  betrachten. 

§1- 
Elliptisehe  Koordinaten  auf  der  Kugel. 

Im  genauen  Anschlüsse  an  die  Bezeiehnungs weise  des  Heineschen 
Buches  seien  die  elliptischen  Koordinaten  ^^,  v^  eines  Punktes  der  Kugel : 

a:^-hy'^-\-z-----l 
als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

erklärt.  Es  soll  b',  wie  schon  erwähnt,  kleiner  als  c-  sein.  Dann  liegt 
die  eine  Wurzel,  die  ich  ^^  nennen  will,  zwischen  b'  und  c',  die  zweite, 
die  mit  »'^  bezeichnet  sein  soll,  zwischen  0  und  b  .  Wenn  im  folgenden 
gesagt  wird,  daß  X  =  fi^  oder  ==  v^  sei,  so  wird  damit  angedeutet,  daß 
die  an  sich  unbeschränkt  veränderJiehe  Größe  i  in  eins  der  genannten 
Intervalle  eingeschlossen  sei. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  geometrisch  eine  Schar  von  Kegeln  zweiter 
Ordnung  mit  gemeinsamen  Fokallinien  dar,  wobei  man  zur  Bestimmung 
der  letzteren  die  beiden  Gleichungen 

(2)  y-0.    $  +  ^C.-<> 

erhält.  Diese  Fokallinien  werden  natürlich  von  sämtlichen  Kegeln  —  so- 
fern die  letzteren  reell  sind  —  eingeschlossen.  Aber  übrigens  haben  die 
Kegel  A*:=/('^  und  -!"  ^  »■■  verschiedene  Lage.  Die  ersteren,  die  ich  Ä'cji'e? 
rfer  e»'sie)ij4rt  nennen  will,  umschließen  die  2- Achse;  dia  Kegel  der  zweiten 
Art  sind  um  die  JC-Achse  herumgelegt.  Dabei  beachte  man,  daß  beide 
Kegelsysteme  als  Grenzfälle  zwei  (doppeltzählende)  Koordinatenebenen  ent- 
halten: die  Kegel  erster  Art  für  A"  =  c^  die  XY-,  für  X'^b^  die  XZ- 
Ebene,  die  Kegel  zweiter  Art  für  X  =b  ebenfalls  die  XZ-,  für  X'  =  0 
die  y^-Ebene.  Ich  werde  diese  Ebenen  die  Htmptebenen,  die  Kreise, 
in  denen  sie  die  Kugel  durchdringen,  die  Hmvptkreise  nennen.  Von  den 
Hauptkreisen  abgesehen,  besteht  jede  Kurve  X^  ^-  ^*  oder  ,1*  =  v^  auf  der 
Kugel  aus  zwei  Ovalen,  deren  Lage  in  dem  einen  oder  anderen  Falle  leicht 
vorzustellen  ist. 

Es  gilt  nun  vor  allem,  den  Grenzübergang  deutlich  aufzulassen,  der 
eintritt,    wenn  h    ^--  c'  wird.    Zuvörderst  sieht  man,  daß  dann  die  beiden 
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Pokallinien  (2)  in  die  X-Achse  zusammenfallen.  Iü  ihr  schneiden  sich 
übrigens  nach  wie  vor  die  beiden  Hauptkreise  y^^Q,  2=0,  die  ich  nun 
als  Hmipinberidiane  bezeichnen  wül.  Auch  der  dritte  Hauptkreis,  x^  0, 
der  jetzt  der  Äquator  heißen  soll,  ist  völlig  unverändert  geblieben.  Da- 
gegen haben  sich  die  übrigen  Kurven  der  ersten  oder  zweiten  Art  wesent- 
lich umgestaltet;  Die  einzelne  Kurve  erster  Art  ist  in  zwei  gegen  XZ 
{oder  XY)  unter  gleichem  Winkel  geneigte  Meridiane  zerfallen;  die  Kurve 
zweiter  Art  in  zwei  ParaUelhreise,  weiche  vom  Äquator  beiderseitig  gleich 
weit  abetehen.  Zum  Beweise  appelliere  ich  an  die  geometrische  Anschauung, 
Will  man  es  auf  analytischem  Wege  einsehen,  so  setze  man  in  (1)  zu- 
nächst einmal  b    schlechthin  gleich  c^;   die  dann   entstehende  Gleichung: 

definiert  für  A  =^v'^  auf  der  Kugel  die  gewollten  Parallel  kreise.  Ein 
andermal  setze  man  zuvörderst: 


—  wo  e,  größer  als  e'  sein  soll  — ■,  und  lasse  nun  e,  «'  unabhängig  von- 
einander unendlich  klein  werden.  So  reduziert  sich  (1)  nach  Weg  wer  fang 
verschwindender  Größen  auf  folgende  Gleichung: 

(*)  y'-'j", ,•■''. 

und  diese  repräsentiert  in  dei'  Tat  zwei  gegen  XZ  gleich  stark  geneigte 
Meridiane, 

§2. 
DeQnitiou  der  Lameschen  Fimktionea. 

Die  Kugelfunktion  mit  zwei  Variablen  werde  für  das  Folgende  in 
bekannter  Weise  definiert  als  homogene  Funktion  f  von  x,  y,  z,  die  der 
Gleichung 

genügt^}.    Der  Grad  der  Kugelfunktion  ist  dann  der  Grad  von  f  in  x,  y,  z. 
Es   wird  nun  Kugelfimktionen  n-ten   Grades  geben  können,   die,    ab- 
gesehen von  etwa  vortretenden  Faktoren  x,  oder  y,  oder  s  (die  aber  nur 


^)  Ich  möclite  hier  insbesondere  auf  die  DarsteUung  verweisen,  welche  Maxwell 
in  seinem  Treatise  on  eleetricity  and  magnetism  (Cambridge  1873)  gegeben  hat.  — 
Vielleicht  hat  die  Bemerkung  Interesse,  die  sich  auf  Grund  der  dort  entwickelten 
Detiöition  unmittelbar  ergibt:  daß  die  15  Symtnetrieebenen  des  Ikosneders  die  Nidl- 
stellen  einer  Kugelfunktion  repräsentieren. 
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in  eiiifachei  Multiplizität  vorhanden  sein  sollen)  in  lauter  Faktoren  von 
der  in  (1)  vorkommenden  Gestalt  zerfallen: 


Gleich  Null  gesetzt,  repräsentiert  ein  solches  f  ein  Aggregat  von  Kegeln 
(1),  dem  eventuell  noch  einige  Koordinatenebenen  zutreten.  Auf  der 
Kugel  werden  wir  also  als  Nullstellen  von  f  eine  Anzahl  Kurven  der 
ersten  oder  zweiten  Art  haben,  vielleicht  verbunden  mit  einigen  der  Haupt- 
kreise. Eine  solche  Funktion  f  soll  im.  iolguT^Aen  eine  Lamescke  Funktion 
vom  Ti-ten  Grade  genannt  werden,  und  zwar,  der  Deutlichkeit  halber,  eine 
Lamesche  Funktion  von  zwei  Parametern. 

Der  Zusammenhang  dieser  Definition  mit  der  gewöhnlichen  ergibt  sich 
sofort,  wenn  man  statt  der  x,  y,  z  der  Kugelpunkte  die  elliptischen 
Koordinaten  /(*,  v^  einführt.  Zu  dem  Zwecke  hat  man,  der  bekannten 
Theorie  zufolge,  zuvörderst  die  Gesamtheit  der  auf  der  Kugel  befindlicüen 
Nullstellen  durch  eine  Gleichung  in  X'  darzustellen: 

£(/)  =  0; 
dann  ist,   von  einem   konstanten  Faktor  abgesehen,   der  uns  hier  gleich- 
gültig sein  wird,  f  gleich  dem  Produkte 

S(^>).S(,'). 
Der  einzelne  Faktor  dieses  sogenannten   Lamesehen  Produktes  ist  das, 
was  man  gewöhnlich  als  Lamesche  Funktion  schlechthin  bezeichnet;   im 
Gegensatze  zur  Funktion  f  könnte  man  ihn  eine  Lamesche  Funktion  mit 
nur  einem  Parameter  nennen. 

Die  Funktion  E(l  )  enthält,  den  etwa  vorhandenen  Hauptkreisen  ent- 
sprechend, eine  Anzahl  Faktoren  der  Art  VA  >  V^  —  J  ,  Vx  —  c^;  nach 
Abtrennung  derselben  reduziert  sie  sich  auf  eine  ganze  Funktion  von  X   : 

Der  Index  t  soll  dabei  den  Grad  von  ^  in  A  bedeuten.  Lamesche 
Funktionen  desselben  Grades,  die  hinsichtlich  der  auf  die  Hauptkreise 
bezüglichen  Quadratwurzeln  übereinstimmen,  mögen  demselben  Typus  zu- 
gerechnet werden.  Es  gibt  dann,  wie  in  der  Einleitung  bemerkt,  jedes- 
mal (i-f-l)  Funktionen  desselben  Typus. 

Des  Näheren  stellt  sich  bei   gegebenem  n  die  Sache  folgendermaßen: 
1.    Sei  n  gerade.     Dann  muß  mit  dem  Aggregat  der  Kegel  (1)  not- 
wendig  eine  paare   Anzahl  von  Hauptebenen  verbunden  sein.     Man  hat 
also  folgende  vier  Typen,  deren  Bezeichnung  nach  dem  Vorauf  geschickten 
ohne  weitere  Erläuterung  verständlich  sein  wird: 
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TI,  B  -:-  Vi-  -  b'  ■  V/''  _  c'  .  ?'«^a('i'), 

IIL  E  -Vr  -  c-  ■  Vf  ■  (p,^(l^]. 


Von  Funktionen  der  ersten  Art  gibt  es,  dem  wiederholt  angeführten  Satee 
entsprechend,  ^-s— i  von  Funktionen  der  übrigen  Arten  je  -^ ,  im  ganzen 
alao  (2«.-|-l)  Lamcsche  Funktionen  des  n-ten  Grades,   wie  es  sein  muß, 
2.    Sei  n  ungerade.    Dann  hat  man  die  vier  Typen: 


(6) 


ir,  Ä'-        V/'.^„_^/=), 


Auch    diese    Tabelle    ergibt,    dem    erwähnten    Satüe    zufolge,    (2Ji--|-l"' 
Laraesche  Funktionen  des  n-ten  Grades. 


Bedeutung  imd  Beweis  meines  Theorems. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  berichtet,  hat  man  vor  allem  den  Satz, 
daß  die  verschiedenen  ganzen  Funktionen  (p,{k')  gleich  Null  gesetzt  lauter 
getrennte,  reelle  Wurzeln  ergeben,  die  sämtlich  in  dem  Intervalle  von  0 
bis  c^  liegen  und  weder  mit  0  noch  mit  b'  oder  mit  c^  zusammenfallen. 
Für  unsere  geometrische  Auf fassungs weise  heißt  dies,  daß  f=  E{fi^)  ■  E(v^) 
von  den  Hauptkreisen  abgesehen,  auf  der  Kugel  für  t  getrennte  reelle 
Kurven  verschwindet,  welche  sich,  nach  einem  zunächst  unbekannten  Gfe 
setze,  auf  die  Kurven  der  ersten  und  die  Kurven  der  zweiten  Art  ver 
teilen.  Eben  dieses  Gesetz  will  mein  Theorem  aufdecken.  Es  besagt 
daß  die  i^  +  l  demselben  Typiis  angehangen  L  am  eschen  Funktionen  ge- 
nau den  verschiedenen  hier  denkbaren  VerteUungsmöglichkeiten  entsprechen. 

Zum  Beweise  halte  man  an  der  geometrischen  Auf  fassungs  weise 
und  lasse  nun  den  Grenzübergang  des  §  1  eintreten,  welcher  der  Annahme 
6   =  c^  entspricht! 
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Da  niemals  zwei  Kurven  der  ersten  oder  der  zweiten  Art  miteinander 
oder  mit  einem  Hauptkreise  zusammenfallen  können,  so  degeneriert  jede 
Kurve  der  ensteu  Art  in  zwei  [gleich  stark  gegen  XZ  geneigte)  Meridiane, 
jede  Kurve  der  zweiten  Art  in  zwei  (gleicliweit  vom  Äquator  abstehende 
Paraüellareise.     Mittlerweiae  hat  die  Funktion 

/'(a.,y,2)  =  £(,.').B(v') 
nicht  aufgehört,  der  Differentialgleichung 

zu. .genügen.  Die  elliptisohen  Koordinaten  /t-,  )■-  aber  sind  in  die  gewöhn- 
lichen Polarkoordiiiaten  (p,  O-  übergegangen,  die,  im  Anschlüsse  an  f3},  (4) 
durch  folgende  Gleichungen  definiert  sind: 

(x^-  cos  i'},      y  ■—■  smß  ■  cos<p,     z  —  sini^  •  sin^;, 

COSip—— ,       G0617  ~    -j-- 

Man  hat  also  vor  allen  Dingen  (w^en  der  Lage  der  Nulistellen): 

Die  Funktion  f(x,  y,  z)  ist  in  eine  der  (2w  +  l)  in  hezug  auf  die 
X-Achse  symmetrischen  Kugelfunktion&i  verwandelt,  die  in  üblicher  Be- 
zeichnung lauten: 

f  P/ilfcOS^)  ■  COSihw, 

(8) 

■      \p\l\{cosif]-smhfp. 

Hier  hat  h  in  der  ersten  Zeile  die  Werte  0,  1,  . , .,  m,  in  der  zweiten  Zeile 
die  Werte  1 ,  2 ,  . . . ,  w  zu  durchlaufen. 

Aber  zugleich  ist  ersichtlich,  in  welche  der  (2  w  +  1)  Funktionen  (8)/' 
übergegangen  ist. 

Zmiächst,  was  die  Unterscheidung  der  beiden  in  (8)  enthaltenen  Formen 
angeht,  so  hat  man  ofEenbar  die  Regel: 

Es  entsteht  P\t)(co8&')  -am  h(p  oder  P\tl{af)sß)-  aoshff,  je  nachdem 
f{x,  y,  z)  für  p  =  0  verschwindet,  oder  nicht,  je  nachdem  also  das  zu- 
gehörige E  {l")  den  Faktor  "V  X^  —  h^  enthält  oder  nicht. 

Dann  aber  können  wir  auch  innerhalb  der  beiden  Arten  sondern.  In 
der  Tat  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

War  Tj  die  Anzahl  der  Kurven  erster  Art,  für  welche  f{x,y,z)  ver- 
schtoand,  und  befanden  sich  unter  dem.  Versdiwindungskurven  des  weiteren 
noch  o  Hav/ptmeridiane  (wo  o  nur  0,1,2  sein  kann),  so  ist  für  die  zu- 
gehörige Funktion  (8)    A  =  2  Tj  -f-  0 . 

Hiermit  aber  ist  die  fragliche  Funktion  (8)   vollkommen   bestimmt. 

Nun  sage  ich,  daß  auch  umgekelirt  beim  Grenzübe^-gange  die  einzelne 
Funktion  (8)  nur  aus  einer  einzigen  Lamischen  Funktion  entstehen  kann. 
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Denn  man  weiß,  daß  die  (2k  -f- 1)  zum  Vergleich  kommenden  Funktionen  (8) 
gleich  den  (2^+1)  überhaupt  vorhandenen  Lameschen  Funktionen  linear 
unabhängig  sind. 

Aus  allen  diesen  Sätzen  aber  folgt  unser  Theorem  unmittelbar.  Man 
kennt  bei  der  einzelnen  Funktion  (8)  von  vornherein  die  Meridiane,  für 
welche  sie  verschwindet.  Daher  kann  man  auf  die  'Anzahl  der  Kurven 
erster  {oder  zioeiter]  Art,  für  welche  die  verschiedenen  Lamischen  Funk- 
tionen verschwinden,  den  Rückschluß  machen.  Es  wird  genügen,  dies  nur 
an  einem  der  8  Fälle,  die  man,  dem  vorigen  Paragraphen  ziifolge,  bei 
geradem  resp,  ungeradem  n  zu  unterscheiden  hat,  ins  einzelne  dai'zulegen. 

Ich  nehme  zu  dem  Zwecke  bei  ungeradem  n  (Tab.  (6))  den  ersten  Fall: 

Ein  solches  Ä  versehwindet  für  die  Hauptmeridiane  y  =  0  und  s  =  0,  zu- 
dem für  den  Äquator,  x-^0.     Daher  entspricht  ihm  eine  Funktion 

P(t](coa§)  ■  smh(p 
mit  geradem  h.   Nun  gibt  es  solcher  Funktionen  {für  /(.  =  2,  4,  . . .,  (ii  —  1}) 
im  ganzen      ^    ,  also  ebenso  viele,  als  Funktionen  E  des  herausgegriffenen 
Typus.     Die  (—;,—)   Funktionen  der  zweierlei  Arten  entsprechen  einander 

also  eindeutig.    Aber 

P\h){ms  (i)  •  ainh  (p 

verschwindet  (für  gerades  A)  in  (h--  2)  Meridianen,  die  von  den  Haupt- 
meridianen verschieden  sind.  Daher  verschwinden  die  \—ä-)  Funktionen 
E[a^)  des  von  mir  herausgegriffenen  Typus  beziehungsweise  in  ^"~2~/ 
Kmvm  der  ersten  Art,  wo  h  die  Werte  2,  4,  . . .,  (n  —  1)  zu  durchlaufen 
hat.    Sie  sind  also  diu^ch  die  Anzahl  der  Wurzeln  l     verschieden,  welche 

zwischen  b'   und  c^  ergibt,  —  und  eben  dieses  behauptet  mein  Theorem. 

Daß  sich  das  Theorem  in  den  übrigen  Fällen  ganz  ebenso  ergibt, 
bedarf  wohl  keiner  Erläuterung  mehr. 

Man  erkennt  das  Charakteristische  dieses  Beweises.  Hätte  man,  wie  es 
gewöhnlich  geschieht,  X'^  einfach  als  Abszisse  gedeutet  und  dementsprechend 
EiX)  interpretiert,  so  hätte  sich  das  Intervall  ft^  ...  c^  beim  Grenzüber- 
gange in  einen  einzelnen  Punkt  zusammengezogen  und  es  würde  einer  tiefer 
gehenden  Untersuchung  vorbehalten  geblieben  sein,  die  verschiedenen  Wurzeln 
von  S(;t^!  =  0,  die  in  diesem  Punkt  koinzidieren,  nach  ihrem  Ursprünge 
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zu  klassifizieren.  Indem  wir  statt  dessen  £l(/i,^.)  •  E(v^)  auf  der  Kugel 
deuten,  verliert  der  Grenzübergang  für  die  geometrische  Auffassung  jeg- 
liche Ünstetigkeit,  und  das  Theorem,  um  welches  es  sich  handelt,  bietet 
sich  unmittelbar. 

§4. 
Hä»  Theorem  für  die  Lam^scheu  Funktionen  der  p-t^n  Ordming^}. 
Bei  den  Lameschen  Funktionen  p-tei  Ordnung  treten  an  Stelle  der 
drei  Werte  X'  =  (},  i'',  c^  imganzenp  +  l.  die^  reell  und  positiv  voraus- 
gesetzt, in  steigender  Größenordnung  mit  a^,  al,  . ..,  a^,  bezeichnet  sein 
mögen.  Eine  Lamösche  Funktion  des  n-ten  Grades  E  "  (p,  l  )  enthält  als 
■einfach  vertretende  Faktoren  eine  gewisse  Anzahl,  m,  von  Quadratwurzeln: 

--  wo  m  mit  n  zusammen  gerade  oder  ungerade  sein  muß,  aber  übrigens 
beliebig  ist  —  und  außerdem  eine  ganze  Funktion  f^^-g^j-ten  Grades  von  X^ 
<pn-iH{^  )■  Es  mögen  wieder  alle  diejenigen  Fimktionen,  welche  hinsicht- 
lich der  vortretenden  Quadratwurzeln  übereinstimmen,  demselben  Typus 
zugerechnet  werden.  Die  Zahl  der  linear  unabhängigen  Funktionen  des 
einzelnen  Typixa  ist  dann  jeweils: 

(,^l)(l-2j...(Tiy^l) 

\-2..-p-\ 
wo  T  der   Abkürzung  halber   statt   — -         geschrieben  ist.     Man   bemerkt, 
daß    dies   gerade   diejenige  Zahl   ist,    welche    angibt,    auf  wie  viele  ver- 
schiedene Weisen  t  Punkte  über  p  Intervalle  verteilt  werden  können. 

Mein  Theorem  ist  nun  dies:  daß  diese  Übereinsttmfibwng  keine  zu- 
fcUUge  ist.     Vielmehr  sage  ich: 

1.  daß  jedes  Polynom  ^^^(A  ),  gleich Nidl  gesetzt,  t  gelrennte,  reelle 
Wurzeln  ergibt,  welche  alle  zivischen  a^   und  a^  inne  liegen,  ohne  mit 

diesen  Grenzen  oder  den  Größen  a^  ...a^_^  zuaa/mmenzufaUen; 

2.  daß  die  verschiedenen  zu  demsdben  Typus  gehörigen  Polynome 
<Pt{1  )  sich  durch  den  Modus  der  Verteilung  ihrer  Wurzeln  auf  die 
p  Intervalle  von  a^  bis  «i,  von  a^  bis  a^,  . . .,  v<m  Op_j  bis  a^  unter- 
scheiden, so  zioar,  daß  jeder  Verteilungsart  eine  und  nur  eine  Funktion 
<f,(ß.' )  entspricht. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  kann  geradeso  bewiesen  werden,  wie  dies 
hinsichtlieh  der  Lameschen  Funktionen  zweiter  Ordnung  seit  Jange  ge- 
schehen ist;  man  vergleiche  das  Heinesche  Buch.     Um  den  zweiten  Teil 

')  Vgl.  H-  K.  S.  445. 
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des  Satzes  einzusehen,  hat  man  vor  allem  die  Art  und  Weise  zu  übeilegeiip 
wie  die  Kugel  des  Raumes  {3;^  . . .  ar^)  von  (j)-|-l)  Dimensionen: 

^0  +  ^1  -f  •  ■  ■  +  a;^  =  1 
durch  die  allgemeinen  elliptischen  Polarkoordinaten 

die  mittels  folgender  Gleichung  eingeführt  werden: 
(9)  /"  ,+    .''  ,  +  .--+-/^-;-0. 

in  p  Serien  von  (p  — l)-fach  ausgedehnten  Gebieten  zerlegt  wird.  So- 
dann lasse  man  af,  a|,  ■-.,a^  allmählich  einander  gleich  werden,  wobei 
sich  die  elliptischen  Koordinaten  in  die  gewöhnlichen  Polarkoordinaten 
i^j,  'ß'^,  . .  .\  &    verwandeln,  die  durch  folgende  Gleichungen  definiert  sind: 


(10) 


-  sinß-   cos  Ö„, 


T      =:  ain  #j  sin  ^2  ■  ■ 
:  _^  ^=  sin  ^j  ain  #g  . 


sin  )5„_ 


COB  & 

sin  I? 


^=  sin  #j  sin  i?j sin 

Dann  verwandelt  sich  das  Lamesehe  Produkt 

notwendig  in  eine  Kngelfunktion  des  folgenden  Typus"'): 
(U)  P\V,)ip,  cos  ,\)-P[l\\{p,  cos^J  ■■■-P(?Ii)(P'  '^"s 
Hier  soll  [)?  ],  je  nachdem, 

cos  (w     1  ■  -&  )     oder     sin  (n  ._  j  -  »J  ) 
und 


■[•».]. 


soll  irgendein  Zahlensystem  sein,  für  welches  keine  der  Differenzen 

n  — n,,  «1— M.j,  -  ■  ■!  »tp-9  —  "^jj-i 
negativ  ist.    Man  überblickt  die  verschiedenen  reellen  Gebiete,  für  welche= 
eine  solche  Funktion  (11)  auf  der  Kugel  verschwindet.    In  ähnlicher  Weise 
müssen  daher  die  Nullstellen  des  Produktes 

.E""(p,  3')-.B""(p,  xl)...E"'\p,  4) 
angeordnet  sein.  Und  eben  dies  behauptet,  nur  in  analytischer  FormiiHening, 
der  vorstehend  ausgesprochene  Satz. 

Leipzig,  Mitte  Januar  1S81. 

')  H.  K.  S,  411. 
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Köppor.  welche  von  konfokalen  Fläclien  zweiten  Grades 

begrenzt  sind. 

[Math.  Annaleii,  Bd,  !S  (1881).] 

In  dem  Werke  über  theoretische  Physik  der  Herrun  Thomson  und 
Tait^)  findet  sich  ein  bemerkenswerter  Abschnitt  über  Kugelfunktionen, 
in  welchem  eine  Reihe  neuer  Ideen  in  nur  zu  knapper  Form  e]itwickelt 
aind.  Ee  seien  r,  ■&,  <p  die  gewöhnlichen  Polarkoocdinaten  im  Räume. 
Dann  kommen  die  betreffenden  Angaben  im  wesentlichen  darauf  hinaus,, 
daß  man  für  jeden  Körper,  der  von  irgendwelchen  Flächen  r  =r-.  Oonst., 
^  =  Const.,  91  =  Const.  begrenzt  ist,  die  fundamentale  Potentialauf  gäbe  ^) 
diixch  richtige  Verallgemeinerung  der  gewöhnlichen  Kngelfunfctionen  er- 
ledigen könne.  Dabei  fehlt  allerdings  jeder  Ansatz  zur  Erbringung  der 
notwendigen  Konvergenzbeweise;  auch  ist  die  Darstellung  in  einer  Weise 
skizzenhaft,  daß  es  fast  unmöglich  acheint,  den  Sinn  mancher  einzelnen 
Behauptung  zu  verstehen.  Trotzdem  wird  jeder  Mathematiker  in  dsn 
genannten  Entwicklungen  einen  wesentlichen  Fortschritt  auf  dem  hier  in 
Rede  stehenden  Gebiete  erkennen, 

')  TheoretJBche Physik,  deutseh  von  Helmholtz  und Wertlieim,  1.  Teil,  Uraun- 
echweig  1871  (vgl.  S.  156 — 178  daselbEt).  —  Das  Original  ersohieu  liekanntlioh 
unter  dem  Titel  „Natura!  PhilOBophy",  1867,  doch  scheint  der  Abschnitt  über  Kngel- 
fuuktionen  zu  denjenigen  Teilen  des  Werkes  zu  gehören,  die,  einer  Bemerkung  der 
Vorrede  zufolge,  bereits  früher  gedruckt  worden  sind.  Wenigstens  zitiert  Herr  Thom- 
son den  betreffenden  „Appendix  B"  schon  im  Jahre  1862;  vgl.  eine  Arbeit  in  den 
PhiloaophicaJ  Transaotions  vom  Jahre  1.863;  „Dynamical  Problems  regarding  dastic 
spheroidal  skelh  arid'  S'pheroids  of  incompriasibU  liquid."  —  In  einer  neuen  Auflage 
der  „Natural  Phüosophy"  (Cambridge  1879)  findet  sich  derselbe  AbsoJmitt  wesent- 
lieh  umgearbeitet  und  erweitert;  doch  scheint  auch  diese  Darstellung  znm  unmittel- 
baren Verständnisse  noch  nioht  ausführlich  genug. 

^)  Als  Bolehe  sei  das  Problem  bezeichnet;  aus  den  Werten  des  Potentials  in  den 
Punkten  einer  Oberfläche  den  Verlauf  desselben  im  Inneren  des  von  der  OberMche 
begrenzten  Körpers  zu  bestimmen. 
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Wiederholte  Versuche,  mir  denselben  verständlich  zu  machen,  ließen 
die  Frage  in  mir  entstehen,  ob  nicht  das  Analoge  durch  Verallgemeinerang 
der  Lameschen  Funktionen  für  einen  Körper  zu  leisten  sei,  der  von 
irgendwelchen  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Man  würde 
dann  ein  allgemeineres  Problem  erledigt  haben,  welches  das  speziellere  der 
Kugelfunktionen  als  Grenzfall  in  sich  schließt,  und,  da  es  die  verschiede- 
nen sonst  zu  unterscheidenden  Möglichkeiten  gleichförmig  umfaßt,  einen 
leichteren  und  vollständigeren  Überblick  über  letztere  ermöglicht. 

Unter  vorläufiger  Beiseitelassung  aller  Konvergenzbetraohtnngeu  ist 
es  mir  nun  in  der  Tat  gelungen,  dies  allgemeinere  Problem  zu  erledigen. 
Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  man  fortwährend  sozusagen  mit  iw/pU- 
siten  Formeln  arbeitet.  Wo  man  im  Falle  der  Kugelfunktionen  a  priori 
bekannte  Reihenentwicklungen  unmittelbar  hinschreibt,  hat  man  es  hier 
mit  Lösungen  der  Lameschen  Differentialgleichung  zu  tun,  für  welche  die 
in  der  Differentialgleichung  auftretenden  Konstanten  selbst  ferst,  allgemein 
zu  reden,  aus  transzendenten  Gleichungen  berechnet  werden  müssen^). 
Aber  dies  hindert  nicht,  daß  diese  Konstanten  und  die  zugehörigen  Funk- 
tionen durchaus  eindeutig  bestimmt  sind,  und  hierauf  allein  kommt  es 
bei  der  allgemeinen  Entwicklung  an. 

Ich  werde  im  folgenden  den  etwas  weitschichtigen  Stofi  so  ordnen, 
daß  ich  vor  allen  Dingen  solche  Körper  betrachte,  die  sechs  verschiedene 
Begrenzungs flächen  besitzen.  Unter  ihnen  mögen  diejenigen  voranstehen, 
welche  sich  durch  keine  Hauptebene  (Koordinatenebene)  des  konfokalen 
Flächensystems  hindurchziehen  {§  1 — 5);  die  Betrachtung  komplizierterer 
Fälle  macht  hernach  keine  besonderen  Schwierigkeiten  mehr  (§  6).  Nun 
erst  gehe  ich  zur  Behandlung  von  Körpern  über,  die  weniger  als  secte 
Begrenzungsflächen  haben.  Doch  beachränlce  ich  mich  dabei,  um  ermü- 
dende Aufzählungen  zu  vermeiden,  im  wesentlichen  auf  das  Vollellipsoid, 
und  zeige  (§7),  daß  Lames  ursprüngh che  Behandlung  dieses  Falles  genau 
diejenige  ist,  welche  aus  meinem  allgemeinen  Ansätze  hervorgeht.  Dabei 
wird  das  Theorem  von  prinzipieller  Wichtigkeit,  welches  ich  neuerdings 
in  den  Math.  Annalen  in  einer  Note  über  Lamesche  Funktionen*)  publi- 
.ziert  habe. 


')  Etwas  ähnliches  kennt  man  von  den  Reihenentwickinngeu,  die  nach  Beseel- 
sehen  Fnnktionen  von  beliebigem  Index  fortschreiten.  —  Man  vergleiche  anoh  ver- 
schiedene Aufsätze  von  Liourille  und  Sturm  in  den  ersten  Bänden  des  Liouville- 
schen  Journale;  dieselben  haben  mit  den  im  Texte  zu  entwickelnden  Anschauungen 
viele  Berührungspunkte.  [Ich  bin  auf  diese  Abhandlungen  s.  Z.  erst  naohträglich 
aufmerksam  gemacht  worden,  so  daß  die  nahen  BeKiehungen  beider  Betrachtungsweisen 
leider  nicht  herausgearbeitet  sind.  Man  sehe  hierzu  den  Artikel  von  Böcher  »Rand- 
wertaufgaben bei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen"  (abgeao blossen  1900)  io  Bd.  II, 
der  mathematischen  Enzyklopädie.     K,] 

■')  Math.  Annalen.  Bd.  18  (18K1)  [siehe  die  vorstehende  Abb.  LXII], 
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§1- 

Die  elliptischen  Koordinaten  im  ßaume  und  die  Lam^sche 
Diflerentialgleicliung. 

Zur  Definition  der  eliiptischen  Koordinaten  werde  ich  setzen''): 

wo  der  „Modul"  Ä^  als  reelle  positive  Größe  <  1  genommen  werden  soll. 
Dann  sind,  wie  man  weiß,  die  drei  Wurzeln  X  bei  reellen  x,  y,  z  reell; 
ich  will  sie  fi,  v,  q  nennen,  wo  /i  den  zweischaligen  Hyperioloiden,  v  den 
Begelftächen  (den  einschaligen  Hyperboloiden),  q  den  Ellipsotden  des 
konfokalen  Systems  entsprechen  mag.     Man  hat  in  bekannter  Weise; 

(2)  I  h^^v  £1, 

1     1^0-^  +  c«. 
Eh  sei  mm  (  das  elliptische  Integral: 

(3)  *=-f-)   ----:^^--^-; 
^  '  j  VA-;.-r-;.-i 

für  ?.=n^v,Q   verwandele   sich   t   in   m,  v,  w.     Dann  schreibt  sich,   wie 
ntan   weiß,    die  Difierentialgleichung  des  Potentials  in  folgender  Gestalt: 
d^<t>  0ä_*  d^ 

(4)  --^■^'- H ^-^ f ^-^ =  0, 

und  man  genügt  ihr,  nach  Lame,  indem  man  <]>  gleich  dem  Produkte 
dreier  Funktionen  set4;t,  deren  einzelne  nur  von  einem  Argumente  ab- 
hängt : 

(5)  ^^S,iu)-E,{v)-Ejy)^£!,{/^)-E^{v)-E,{Q), 

und  die  verschiedenen  E  derselben  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
imterwirf  t : 

(6)  ^#  =  (^i  +  B).f(i). 

Daß  in  dieser  „Laine,scli&n  Diffei entialgleithatig'  A  und  B  zunächst  be- 
liebige reelle  Konstante  bedeuten  können  daß  fernei  H^,  E^,  E^  irgend 
drei  partikuläre  Lösungen  der  Differentialgleichung  bedeuten  dürfen,  ist 
a  priori  deutlich,  und  es  biauchte  hier  gar  nicht  heriorgehoben  zu  werden, 

")  DieBe  Definition  ist  m  der  Bezeichnung  ron  derjenigen  verschieden,  die  ich 
im  Anschlusae  an  Heine»"  K.ugelfuaktiinen  in  meiner  vongen  Note  über  Lamesohe 
Funktionen  [=Abh.  LXII]  gebraunht  hibe 
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wenn  iiiclit  durch  Lames  eigene  Intentionen  und  die  Untecauchungen 
Späterer  eine  mehr  partikuläre  Auffassung  eich  Bahn  gebrochen  hätte. 
Indem  Lame  E (Ä)  als  ganze  rationale  Funkfcion  von  V^,  V^  — £^i 
yx  ■—  1  bestimmen  wollte,  \eiw^ndelte  sich  für  ihn  A  ni  — 7^ —  und  B 
unterlag  einer  bestimmten,  nu menschen,  algeb irischen  Glleichung  die 
Parfcikularlösungen  Ej^,  E^,  Ej  wurden  identisch  Es  hat  dann  spater 
Hermite  in  seinen  vielgenannten  Unteiauchungen  über  die  Integration 
der  Lamösehen  Differenfcialgleichung  an  dei  Annahme  A  =  — -r —  fest- 
gehalten und  nui'  B  beliebig  genommen;  das  Gleiche  gilt  von  den  zahl- 
reichen Arbeiten  anderer,  die  sich  an  die  seinigen  ansehließen. 


Allgemeiner  Ansatz  lür  einen  Körper,  der  Ton  sechs  koiilokalen  riä«hen 
begrenzt  ist  und  die  Koordinatenebenen  nicht  dnrchdringt. 

Es  sei  nun  ein  Körper  gegeben,  der  von  sechs  konfokalen  Flächen 
zweiten  Grades  begrenzt  ist:  den  beiden  zweischaligen  Hyperboloiden  u  =  a^ 
und  fi  i^  a^  (a^  <  a^ ),  den  beiden  Regelilächen  v  =^  b^^  und  v  —  b^  (b^  <  6^ ), 
und  den  beiden  Ellipsoiden  g  =  c^  und  q  =  c^{c^  <  c^).  Indem  wir  hinzu- 
fügen, daß  sich  der  Körper  durch  keine  der  drei  Hauptebenen  des  kon- 
fokalen Systems  hindurch  erstrecken  soll,  ist  er  im  wesentlichen  völlig 
bestimmt;  denn  wir  wollen  immer  an  der  Voraussetzung  festhalten,  daß 
er  durchaus  im  Endlichen  gelegen  sei.  —  Auf  seinen  sechs  Begrenzungs- 
flächen seien  jetzt,  nach  einem  willkürliehen  Gesetze,  Potentialwerte  ge- 
geben; es  handelt  sich  danim,  die  zugehörigen  Potential  werte  für  das 
Innere  des  Körpers  zu  finden. 

Bekanntlich  dekomponiert  man  eine  solche  Aufgabe  zweckmäßiger- 
weise in  sechs  Einzelprobleme.  Man  läßt  die  Potential  werte  jeweils  nur 
auf  einer  der  begrenzenden  Flächen  beliebig  gegeben,  auf  den  anderen 
gleichförmig  Null  sein  und  sucht  die  solcher  Annahme  entsprechenden 
Potentialwerte  des  Innern;  hernach  addiert  man  die  sechs  so  gefundenen 
P  ar  tikul  arp  otential  e . 

Die  Vermutung  muß  nun  offenbar  die  sein,  daß  man  jedes  solche 
Partikularpotential  durch  eine  unendliche  Reihe  passend  ausgewählter 
Lamescher  Produkte  darstellen  könne; 

(7)  r{a,  ^,  ä)^-  l'C-E^{a)-E„_{r)-E.,ij>). 

Ich  verzichte  fürs  erste,  wie  schon  in  der  Einleitung  bemerkt,  darauf,  die 
Zulässigkeit  einer  solchen-  Reihenentwicklung  im  Sinne  der  modernen  An- 
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fordemngen  strenge  zu  beweisen").  Vielmehr  wünsche  ich  nur  zu  zeigen, 
daß  man  in  der  Tat  eine  und  nur  eine  solche  Reihenentwicklung  aufstellen 
kann,  die  den  übrigens  bekannten  Reihenentwicklungen  willkürlicher  Funk- 
tionen analog  iat.  Ich  gründe  diese  Analogie  auf  das  Vorhandensein  ge- 
wisser Haupt  eigens  chaften,  die  bei  der  gewöhnlichen  Fouriersehen  Reihe 
bereits  genügend  hervortreten. 

Es  sei  in  dem  Intervalle  von  0  bis  tt 

/■(  ^  I  =  «^  sm  c  -^  a   sm  ^  t  4"  ■  ■  ■ 
Dann  fasse   ich   da',  wesenththe  Veihalten  dei  rechter  Hand  auftretenden 
Funktionen  ni  den  folgenden  Sätzen  zuiimmen 

1  sie  sind  im  Intervalle  von  z  =  Q  bis  i  =  :t  durchaus  endlich  und 
weiden  an  den  Gienzen  lamtlich  gleich  Null 

J  zwischen  Lesen  Gienzen  verschwindet  die  ewte  Funktion  keinmal, 
die  zweite  einmal  nsf  so  daß  jedei  Zahl  \oti  Verschwindungsstellen  eine 
luid  nur  eine  Funktion  entspiuht 

3  für  irgend  zwei  veisihiedene  J^niltnien  hat  man  die  sogenannte 
Integi  aieigenschaft 


I  sin  ;pa;'sin  gx-dx  ---  0; 


und  verlange  nun,   daß  unsere  Reihenentwicklung  dieselben  Eigen 
mutatis  mutandis  aufweise. 

Ich  will  dabei,  um  die  Ideen  zu  fixieren,  hier  und  im  folgenden  an- 
nehmen, die  sechste  Begrenzungsfläche  unseres  Körpers  sei  diejenige,  welche 
dem  Ellipsoid  q  ^  c^  angehört.  Dann  soll  also  ij> {i-i' ,  v ,  q)  für  /i^=Oj  und 
fc  =  a^,  sodann  für  i- =  &^  und  v  =^  63,  sowie  für  ^  =  c^  verschwinden; 
es  soll  endlich  if[/i,  v,  c,),  während  /.i  von  a^  bis  «3  und  y  von  h,  bis  &j 
läuft,  eine  in  diesem  Bereiche  willkürlich  gegebene  Funktion  repräsen- 
tieren. Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  der  Reihenentwicklung  (7),  der  ent- 
wickelten Analogie  zufolge,  die  folgenden  Bedingungen  auferlegen: 

1.  Man  hat  die  Konstawien  A,  B  dtr  de,f,nitrendtn  Lameschen 
Differentiaigleichungen,  man  hat  femer  die  zugehörigen  Partikviarlösungen 
E^,E^,  Eg  in  der  Weise  auszuwählen,  daß  folgende  Gleichungen  statt- 
haben: 

E^(a^)  =  0,     S,  («.3)  =  0;     BsiW)  ===  0,     E^(b^)  =  0;     E^  (c,)  —  0, 
während   gleichzeitig   die  E  innerkalb    ihrer   Intervalle   endlich   bleuen. 

")  [Den  noch  fehlenden  Beweis,  daß  jedenfalls  jede  zweimal  stetig  differenzier- 
bare Funktion  eine  solche  Reihenentwieldung  gestattet,  hat  Herr  Hilb  mit  Hilfe  der 
Theorie  der  Intcgralgleiehungen  in  den  Math,  Annalen,  Bd.  63  (1906)  erbracht.] 
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2.   Unter  m,  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  verstanden  (die  auch  Null 
sein  können)  muß  immer  ein  und  nur  ein  Produkt 

existieren,    welches  m-mal  zwischen  a^  und  a^   und  n-mal  zwischen  &, 
und  \  verschwindet.  —  Ich  werde  ein  solches  Produkt  in  Zukunft  als 


3.  Für  die  so  definierten  unendlich  vielen  Produkte  soll  z.  B.  für 
das  in  Betracht  kommende  Oherfläckenstück  des  ElUpsoids  q^-c^  die 
Integraleigenschaft  bestehen: 

(8)  J{E,-E^-Eg)^_^-{E^-E^-E^l^'^,^'{v-/i)dudv  =  0, 

wo  die  Integration  über  den  Bereich  a^^u  ^  a^  und  ßi  ^v  ^ß^  zu 
erstrecken  ist.  Dabei  bedeuten  i  =  ß^,  c^;  ß^,  ß^  die  Werte,  welche 
X^a^,a^;  b^,b^  entsprechen"). 

Mein  Nachweis  wird  sich  darauf  beschränken  dürfen,  die  Verträglich- 
keit und  die  Vollständigkeit  dieses  Systems  von  Bedingungen  hervortreten 
zu  lassen.     Dies  soll  in  den  folgenden  Paragraphen  geleistet  werden. 

§3. 
Reduktion  der  Bedingungen. 

Ein  Teil  der  somit  aufgestellten  Bedingungen  ist  eine  Folge  der 
übrigen  oder  läßt  sich  auf  unmittelbare  Weise  erledigen. 

In  dieser  Richtung  behaupte  ich  zunächst,  daß  zufolge  der  Definition 
der  Lameschen  Funktionen  die  Integraleigenschaft  3.  eine  Folge  von 
1.  ist. 

Zum  Beweise  sei  der  Kürze  halber 

[Ä,(^)-£,W-£,fe)].,.-r,,,. 
gesetzt.     Dann  folgt  für  zwei  verschiedene  ip,    da  beide  der  Differential- 
gleichung des  Potentials  genügen,   aus   dem  Greenschen  Satze  sofort,  daß 
das  über  die  Oberfläche  unseres  Körpers  ausgedehnte  Doppelintegral: 


JK.. 


-<P^',n--~^---\d^ 


gleich  Null  ist;    dco   ist  dabei  das  Flächenelement  der  verschiedenen  Be- 
grenzungsflächen, -      bedeutet  eine  Differentiation  nach  der  jeweiligen,   in 

')  [Beim  Wiederabdruck  wurde  ein  Fehler  in  Formel  (8)  und  den  f 
den  Formeln  des  §  3  verbesHert,] 
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bestimmtem  Sinne  genommenen,  Normale.  Fünf  unserei  Begrenzungs- 
flächen  liefern  aber  überhaupt  keinen  Beitrag  zu  diesem  Integral,  da  für 
sie  <p^  ^  und  'pm\n'  beide  verschwinden.  Bei  der  sechsten  Fläche,  dem 
Ellipsoid  &  =  c^,  fällt  die  Noxmale  der  Richtung  nach  mit  dem  Durch- 
schnitte der  Flächen  fi  =  Const.,  i-  =  Const.  zusammen,  -—  wird  mit  — - 
proportionaP).     Daher  ist: 


und  es 

absieht 


folgt,  wenn  man  ■ 


e-g-fe-^-e-1    dE,(g)m_n 


^.(')).,,,.-2V'  _     ,    _ 

on  einem  nicht  in  Betracht  kommenden  Faktor 


Hiei'  kann  der  erste  Faktor: 


(-».), 


(»K\ 


'.)<-(f) 


nicht  identisch  Null   sein.     Denn   sonst   würde   durch  Integration  folgen: 

(S^)^__^  =  Const.  (£?jV,„' 
während    doch    die    beiden    E^    verschiedenen    Lameachen    Differential- 
gleichungen genügen   sollen.     Somit  folgt   das  Verschwinden   des  anderen 
Faktors  und  also^)  das  Verschwinden  von  (8),  was  zu  beweisen  war. 

Ich  sage  ferner,  daß  mam,  den  Gleichungen 

E^  (»i)  =  0,     E^  {\)  ==  0,     -Es  (cj  =-  0, 
die  unter  (l)  mit  aufgeführt  sind,   durch  bloße  Wahl  der  Partikular- 
lösungen  E^,E^,E^  der  Lameschen  Differentialgleichung  genügen  kann. 

Im  Interesse  des  Folgenden  will  ich  dies,  so  einfach  es  ist,  geome- 
metrisch  erläutern.  Ich  will  k  (also  evtl.  /x,  v  oder  q)  als  Abszisse  deuten 
und  somit  von  einer  Kurve  (E,  l)  sprechen.  E  genügt  in  bezug  auf  X 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung;  man  darf  also  zur  Indivi- 
dualisierung der  Kurve  (E,  I)  einen  Punkt  derselben  und  die  Tangente 
in  diesem  Punkte  beliebig  annehmen.  Unsere  Forderung  ist  hiemach  ge- 
wiß erfüllbar;  denn  sie  verlangt  nur,  drei  Kurven  (E^,  V),  (E^,  A),  (E^,  X) 


«)I 


2   dn       \ 
4      V-^, 


—  fc^'fi  — li'-v  — A'-v—  1 


-(s-^){S~y)dudv.\ 
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SO  zu  bestimmen  dtß  sie  beziehungsweise  durch  die  drei  Punkte  der 
Abazissenachse  > — a^  A  — 6,,  >l  =  Cj  hindurcblaufen.  Sie  ist  sogar  auf 
unendlich  i  lele  Weisen  zu  erfülien,  indem  man  die  Eichtungen  der  Kurven 
in  diesen  Punkten  behebig  annehmen  kann.  Indess  ist  die  sonach  existie- 
rende Unbestimmtheit  für  unsere  Zwecke  gleichgültig.  Denn  eine  Änderung 
der  Anfangsiichtung  bedeutet  ja  nur,  daß  das  betr.  E  mit  einem  kon- 
itanten  Faktor  multipliziert  wird,  und  ist  also  für  unseren  Ansatz,  in 
welchem  M^  E„  E  ohnehin  mit  einem  beliebigen  Faktor  verbunden  ist, 
duichau<!  irrelevant  Diesen  Überlegungen  entsprechend  will  ich  ferner- 
hin untei  .E,  E  ff,  drei  solche  Parti kularlöaungen  verstehen,  welche  die 
BedmgungpT 

ff,(Oj)-.    0,     EJ\)  -0,     E,{c^)^  0 
)edenfall'-  eifullen 

Daß  dtpse  E^  ^  !  Eg  in  den  für  sie  in  Betracht  konitnenden  Inter- 
vallen dann  jedenfalls  endlich  sind,  wie  wir  unter  (1)  ebenfalls  verlangten, 
folgt  aus  dei  Foini  der  Lameschen  Differentialgleichung  auf  Grund  be- 
kannter Konvergenzbetraehtungen. 

Es  bleibt  also  mir  noch  den  Gleichungen 

ffj(a,j)  =  0,  E.{b,)'-=0, 
■es  bleibt  femer  der  Forderung  (2)  zu  genügen.  Für  beides  hat  man  noch 
die  Konstanten  A ,  B  der  Lameschen  Differentialgleichung  zur  vollen  Ver- 
fügung. Sie  aber  reichen  auch  gerade  aus,  um  beides  zu  erzielen.  Dies 
zu  beweisen  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  beiden  Paragraphen.  Ich  be- 
trachte zu  dem  Zwecke  neben  X  abwechselnd  auch  das  Integral  t  als  un- 
abhängige Variable  und  stelle  also  neben  die  Kurven  (ff,  X)  die  entspre- 
■chenden  Kurven  {E,  t). 

§4- 
Der  Verlauf  der  Kurven  (-E,  t). 

Die  geometrische  Beziehung  zwischen  Ä  und  dem  Integrale  (; 


'-h 


:-k-k--x-\ 


ist  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  genügend  bekannt.  Wir 
haben  hier  nur  die  reellen  Werte  von  /  von  0  bis  +  oc  ins  Auge  zu 
fassen,  die  sich  auf  die  drei  Intervalle  von  0  bis  A^,  von  k'-  bis  1  und 
von  1  bis  -{-CG  verteilen.  Läuft  X  von  0  bis  k'^,  so  bewegt  sich  t  als 
ebenfalls  reeüeGröQe  von  0  bis  «j,  wo  2(0^  die  reelle  Periode  des  ellip- 
tischen Integrals  bedeutet  und  der  größeren  Bestimmtheit  wegen  positiv 
gedacht  werden  mag.    Wächst  X  über  fc-  hinaus,  so  erhält  t  zunächst  rein 
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imaginäre  Ziiw&chs'i,  bis  es,  für  l^-l,  in  Wj-j-^^a  übergegangen  ist, 
wo  2*  Mg  die  imaginäre  Periode  de'^  Integrals  bedeuten  soll  und  w^  eben- 
falls eine  j  ositive  Große  \  erstellen  mag,  ¥ür  i  >  1  entsprechen  den 
reellen  Inkiementen  vor  1  wieder  reelle  Änderungen  von  i,  und  erteilt 
man  was  gestattet  ist  dem  ^j  m  diesem  Intervalle  das  negative  Vor- 
zeichen so  geht  t  tiir  ^  —  "l-nu  m  i<:o„  über.  Der  ganze  Weg,  den  t  in 
einer  komplexen  Fbene  zurücklegt,  wenn  /  von  0  bis  -\-  oo  läuft,  ist 
sonach  durch  tolgende  Figur  gegeben: 


0  tt  to, 

Fig  1 
Ich  habe  die  Bufhstaben  ii  i,  it  hmzuge'ichrieben,  entsprechend  den  par- 
tikularen Benennungen,  welche  t  m  den  betr.  Intervallen  trägt  (vgl.  §  1). 
über  diesem  Li nieiizufie  ah  Basis  denke  man  sich  nun  die  Kurven  {E,t) 
konstruiert,  mdem  man  E  etwa  ak  vertikale  Ordinate  senkrecht  gegen 
die  koraplext  Ebene  t  auftragt  Im  allgemeinen  wird  {E,t)  von  {E,k) 
der  Gestalt  nach  veisthieden  sein,  auf  das  merkwürdige  Verhalten  an  den 
Stellen  /  =:^  0 ,  A°.  I ,  rv  habe  ich  hernach  noch  besonders  aufmerksam  zu 
machen.  Aber  (E,  t)  wird  dann  und  nur  dann  die  Ebene  (  trefien,  wenn 
{E,  k)  die  Abszissenachse  X  trifft,  —  und  das  ist  fürs  erste  die  Hauptsache. 
Es  mögen  wieder  (  =  k^,  ß^,;  ß^,  ß^  die  Werte  sein,  welche  i--^  a^,  a.,; 
ij,^.,  entsprechen;  vergleiche  die  beigesetzte  Figur: 


Dann  betrachten  wir  eine  Kurve  [E^,u),  die  ^ou  (t  — fc^,  eine  andere 
{E^,v),  die  von  v  ■— ß^  ausläuft,  und  unser  Nachweis  hat  sich  dem 
vorigen  Paragraphen  zufolge  daranf  zu  beschranken,  zu  zeigen:  daß  es 
immer  ein  einziges  Wertepaar  A,  B  der  Konstauten  m  dei  Lameachen 
JMffereniitilgleichung  gibt,  für  welches  (E^  u)  zutschen  a^^  und  k,  und 
E^,v)  zwischen  ß^  und  ß^  genau  (m +'l),  bezieh''ingsweisi  (n -|~  1) 
Halboszillationen  ausführt. 

Klein,  Oeiaromelte  math.Aböandlungen.   IL  34 
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Nun  kann  man  aber  über  den  Verlauf  der  Kurven  (E,  t)  aus  der 
Differentialgleichung  (6),  die  man  folgendermaßen  schreiben  mag: 

(9)  -^'--Al  +  B, 

gewisse  allgemeine  Schlüsse  ziehen.  Wenn  nämlich  dt  ein  reelles  Inkre- 
ment  bedeutet,  so  sagt  ein  positiver  Wert  der  linken  Seite  in  (9),  daß 
die  Kurve  (E,t)  der  Ebene  t  die  konvexe  Seite  zukehrt,  daß  die  Kurve 
(E,  t),  wie  ich  einen  Augenblick  sagen  will,  in  bezug  auf  die  Ebene  ( 
divergiert;  ein  negativer  Wert  bedeutet  Konvergens  der  Kurve.  Ist  aber 
dt  rein  imaginär  (wie  im  Intervalle  v),  so  wird  die  Bedeutvmg,  wie  man 
sofort  sieht,  genau  umgekehrt:  dem  positiven  Werte  entspricht  die  Kon- 
vergenz, dem  negativen  die  Divergenz, 

Hierzu  nun  nehme  man  den  Satz:  daß  eine  stark  konvergierende 
Kurve  notwendig  bereits  im  kleinen  Intervalle  oszilliert,  sowie  den 
ferneren,  daß  A^~\-B  höchetens  einmal  (wenn  nämlich  —-5-  positiv  ist) 
zioi&chen.  X^^O  und  X  =  -\-co  das  Zeichen  wechselt.  So  scheint  es  von 
vornherem  möglich,  für  (i'^,  m)  und  {E^,v)  das  oben  Verlangte  zu  er- 
zielen Man  wird  ÄX-\-  B  für  A  =  a^  jedenfalls  negativ,  für  X  =  h^  jeden- 
falls positiv  nehmen  müssen,  da  {E^,  u)  im  Intervalle  (k^,  a^)  und  [E^,  v) 
im  Intervalle  [ß^,  ß^  oszillieren  soll.  Ich  sage  aber  geradezu,  daß  die 
Zahl  dieser  Oszillationen  ausreicht,  um  A  und  B  eindeutig  zu  bestimmen'^''). 
Man  ersieht  dies  am  besten,  wenn  man  wieder  X  als  Abszissenachse  einfuhrt 
und  ri  =  AX-[-B  als  Gleichung  einer  geraden  Linie  deutet,  wie  dies  nun 
geschehen  mag. 

Bestimmung  der  Konstanten  A,  B. 

Der  Ausdruck  }j  =  AX-j- B  soll  jetzt,  wie  bereits  gesagt,  über  der 
Absziesenaehse  X  als  gerade  Linie  gedeutet  werden,  und  wir  fragen  zu- 
nächst, wie  diese  gerade  Linie  verlaufen  muß,  damit  wenigstens  die  Kurve 
(Ej,  X)  in  ihrem  Intervalle  die  richtige  Zahl  von  Halboszillationen  aus- 
fuhrt, beziehungsweise,  welche  Enveloppe  von  den  unendlich  vielen  Geraden, 
die  dieser  einen  Bedingung  genügen,  umhüllt  wird. 

Sicher  hat  diese  Enveloppe  eine  horizontale  Tangente.  Man  setze 
in  (9)  A  =  0.     So  kommt 

'j^:.^B 


'■"')  [Von    hier   stammt   der  Name  Oszillationstheorem,    den    ieh   später  viel   | 
brauchte.    Vgl,  z.  B.  Abh.  LXIV.    K.] 


y  Google 


LXUI.  Randwertaufgabe  für  von  konfokalen  Fläohen  bogreiizte  Körper.  TiSl 
und  also,  wegen  i'^(ß^)=0: 

Die  somit  gegebene  Kurve  (E^,u)  vollführt  nan  von  it  =  «,   bis  u  —  «., 
(m  +  ])  Halboszillationen,  wenn 

genommen  wird.     Wir   haben  also  als  horizontale  Tangente  unserer  En- 
veloppe: 

Man  überzeugt  sich  ferner,  daß  unsere  Enveloppe  kein  Paar  paral- 
leler Tangenten,  also  auch  keine  Wendeiangente  besitzen  kann.  Denn  ist 
^----Al-\-£,  ■>]'■—- A  k -\- B\  so  ist  (mit  Eüeksiclit  auf  das  Vorzeichen) 
ri  im  ganzen  Intervalle  (a^,  «^)  entweder  größer  oder  kleiner  als  ri\  und 
die  Kurve  E^,  welche  rj  entspricht,  oszilliert  daher  durchweg  langsamer 
oder  schneller  als  die  Kurve  für  )/. 

Nunmehr  nehme  man  Ä  sehr  groß  positiv,  B  so,  dalJ  trotzdem 
Äa^~\- B  einen  negativen  und  zwar  einen  sehr  stark  negativen  Wert 
repräsentiert.  Dann  oszilliert  die  Kurve  {E^,  X)  in  der  Nähe  von  X  =  a^ 
sehr  lebhaft,  und  schbn  in  einem  kleinen  Intervalle  hinter  a^  werden 
(«i+ 1)  Halboszillationen  eingetreten  sein.  Wir  müssen  also  .B  so  wählen, 
daß  AX-\-  B  dicht  hinter  Ä  =  o^  bereits  verschwindet,  und  von  da  ab 
positiv  wird,  daß  also  die  betr.  Kurve  {E^,  u)  sehr  bald  hinter  a^  von 
der  Konvergenz  zur  Divergenz  übergeht.  —  Analoge  Betrachtungen  gelten 
für  solche  Ausdrücke  ^  :i +5,  die  für  /  =  «^  einen  bedeutenden  negativen 
Wert  aufweisen,  während  gleichzeitig  (j^^,  A)  nur  f-r-lmal  im  Inter- 
vall (ßi,»a)  oszillieren  soll.  Das  heißt  aber  geometrisch:  daß  unsere 
Enveloppe  sich  von  der  bereits  bestimmten  horizontalen  Tangente  nach 
abwärts  zieht,  und  daß  sie  die  beiden  Linien  X  =  a^  und  k  =  a.^  zu 
Asymptoten  hat. 

Alles  in  allem  genommen  hat  also  unsere  Enveloppe  schematisch 
folgende  Gestalt: 


n 
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Ganz  analoge  Betrachtungen  stelle  man  niinmehr  fiii'  das  Intervall 
{6^,63)  an,  in  welohem  (n  +  1)  Halb  Oszillationen  von  {E„,  X)  eintreten 
sollen.  Dann  wird  nur,  mit  Kückaicht  anf  das  rein  imaginäre  dv,  der 
Unterschied  Platz  greifen,  daß  die  betr.  Horizontaltangente  eine  positive 
Ordinate  besitzt  und  die  Enveloppe  nach  oben  gekehrt  ist.  Die  beiden 
Enveloppen  haben  also  gegeneinander  die  folgende  Lage; 

Nun  waren  unsere 
Behauptungen  gegen  Ende 
des  vorigen  Paragraphen 
auf  den  einen  Satz  zurück- 
geführt worden,  daß  die 
Zahlen  m,  n,  welche  das 
Verhalten  der  Kurven  Ej, 
E^  in  ihren  bez.  Intervallen 
charakterisieren,  allein  hin- 
reichen, um  Ä,  B  zw  be- 
stimmen. Dies  heißt  offen- 
bar, daß  unsere  zwei  En- 
veloppen eine  und  mir 
eine  gemeinsame  Tangente 
besitzen  soUen.  Und  daß  dies  in  der  Tat  zutrifft,  daß  also  unser  Beweis  erledigt 
ist,  zeigt  ein  Blick  auf  unsere  Figar.  Zwei  Kurven,  die  so  gegeneinander 
liegen,  wie  unsere  beiden  Enveloppen,  haben  notwendig  eine  und  nur  eine 
gemeinsame  Tangente,  Man  kann  also  in  der  Tat  die  Bedingungen  des 
§  2  befriedigen  und  das  dort  formulierte  Problem  in  dem  auseinander- 
gesetzten Sinne  erledigen^^). 

Man  beachte  noch  dieses.  Im  Falle  der  letzten  Figur  ist  A  notwendig 
positiv.  Setzen  wir  also  A  --^  ~^f~  "id  nennen  3  den  Grad  der  Lam^schen 
Funktion,  so  ist  der  Grad  ein  reellei'.  Hätten  wir  dagegen  das  Intervall 
(&i  ftol  (zwischen  k'  und  1)  mit  dem  Intervalle  (c,  c  )  {zwischen  1  und 
-f  <v)  zu  kombinieien  gehabt  uns  also  damit  beschäftigt  eine  willkürliche 
Funktion    zu   reprasentieien     die    auf    einem    Stucke    eines   zweisehaligen 


1  [ha  wurde  mir  "ipiiter  gesagt  daß  die  Hullkune  auch  so  gestaltet  sein  kann 
1  eistehende  Figur  ieigt  sie  bietet  dann  aUo  \oikonimni=se  dar  »ne  sie  froher 
i^in  Ibh  XX\IX  dieses  Bandes  bei  Kurven  viertel  Masne  an^^fuhrhcli 
I  eapiophen  wurden  Für  die  im  Te\t  angesteilten  Betrachtungen 
welohe  die  Kurven  als  UmhuUungsgebilde  von  Geraden  ansehen  maeht 
dies  keinen  Unterschied  Man  übersetze  die  bathl^e  m  das  Duabsti 
sehe  Dann  handelt  es  sich  etwa  daium  daß  zwei  einander  über 
kreuzende  Kurven  deien  Ocdinaten  mit  wachsendei  Abszisse  bez  au 
ebmen  ind  abnehmen  '■ich  gerade  einmal  treffen  unabhängig  da^oii 
b  die  Kur\en  ein  wenig  geschlangelt  iind  odei  nicht      K  J 
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Hyperboloids  gegeben  ist,  so  wäre  A  notweadig  negativ,  s  also  imaginm 
von  der  Form  —  J  +  i«'  geworden.  Dasselbe  wäre  eingetreten,  wenn  wir 
Oszillationen  einerseits  zwischen  a^,a..,  andererseits  swischen  c^,c,  ver- 
langt hätten  nnd      ''*~---.    kleiner    als    -^ — '—^    gewesen    wäre   [y.,  y^ 

sollen  die  Integralwerte  bedeuten,  die  c^,  c.j  entsprechen,  nnd  r -|- 1  die 
Zahl  der  Halbdszillationen  zwischen  Cj,  c„  sein).  Diese  Bemerkungen 
schließen  als  partikuläre  Fälle  gewisse  Sätze  in  sich,  die  man  ans  der 
Theorie  der  Kugeffiinktionen  kennt"). 


Körper,  begrenzt  von  beliebigen  sechs  kontokalen  Fläelien. 

Es  hat  jetzt  keinerlei  Schwierigkeit,  diese  Untersuchungen  auf  den 
Fall  eines  beliebigen,  endlichen,  von  sechs  konfokalen  Flächen  begrenzten 
Körpers  auszudehnen,  m^  sich  der  Korpei  von  ineni  Oktanten  les 
Koordinatensystems  in  einen  zweiten  hinüberziehen  odei  mag  ei  sogar  so 
gedacht  werden,  daß  er  gewisse  Teile  dei  Räume  mehrfach  ausfüllt^"). 
Man  wird  einen  aolchen  Körper  in  der  Wei=ie  beschieiben  laß  man  nicht 
nur  die  Parameter  a^,  a»;  &i,  &a  und  c^,  c  der  begrenzenden  Flachen  an- 
gibt, sondern  hinzufügt,  wie  durch  das  Innere  des  Korpers  hindurch  a, 
in  Oj,  b^  in  \,  c^  in  c^  übergeht.  Die  folgenden  drei  Figuren,  welche 
sich  nur  auf  das  Intervall  Oj,  a^  beziehen,  werden  genügen,  um  die  un- 
begrenzt vielen  hier  denkbaren  Möglichkeiten  verständlich  zu,  machen,  und 
zugleich  erläutern,  wie  man  jeden  Körper  der  gemeinten  Art  durch  eine 
schematische  Figur  definieren  kann: 

0  g,  a.,  k- 


Fig.  6. 

'  I  kuge) funktioneil  v off' imaj^inäreui  Grade  werden  bei  Thomson  und  Tait  in 
dem  genannten  ippendi^  erwähnt.  Andererseits  wurde  bekanntlich  Herr  Mehler 
zur  Betrachtung  derselben  geführt;  er  nennt  dieselben  Kegel  Funktionen.  Man  vgl.  die 
Aufsätze  von  Mobler  und  Meuniann  im  18.  Bd.  der  Math.  Ännalen  (1881),  S.  161 
und  S  19  ft  —  Ich  will  dabei  hinzufügen,  daß  der  erste  anf  Kegel Eunktionen  bezüg- 
Jiche  Aufsatz  des  Herrn  Mehler  im  fiS.  Bande  des  Crelleschen  Journals  erschien 
(1868)  «nd  von  l'^e?  datiert  ist. 

")  Efl  hat  keinen  Zweck  diese  Möglichkeit  hier  auszuschließen,  weil  die  Methode 
der  l-eliiiHins.  t  r  =ip   iiPi,elbe  ist,  wie  im  anderen   Falle, 
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Die  Modifikition  lei  mstrc  b  sliei igen  Betrachtungen  zu  unterworfen 
sind,  ist  dirrch  diesf  Figuren  \  n  selbst  gegeben.  Es  handelt  sich  im 
wesentlichen  laru  n  zu  ii  ter  ichen  wie  die  Konstanten  A ,  B  der  Lame- 
sehen  Diffet entiaJgUiüiung  bescJaffen  setn  müssen,  damit  die  Kurve 
{jEj,  X)  eine  beliebig  loifpgebenp  Zahl  {m-r'l)  von  HalbosziUationm 
avsfuhrt,  uenn  a^  auf  dem  voigeachnebenen  Wege  in  a.,  übergeht. 
Wir  werden  also  zunächst  untersuchen,  wie  sich  allgemein  die  Kurve 
{E^,  X)  verhält,  wenn  das  zwischen  a^  und  o^  bewegliehe  X  an  einer  Grenze 
X.=^h^  oder  ;l  =  0  anlangt  und  dann  seinen  Bewegungssinn  umkehrt. 
Sodann  werden  wir  frt^en,  wie  nunmehr  die  Enveloppe  aller  derjenigen 
Linien  t^  ■=  A^  -\~  B  beschaffen  sein  wird,  für  welche  \E^ ,  ).)  im  gegebenen 
Intervall  die  gewünschte  Zahl  von  Nutistellen  autweist. 

Was  den  ersten  Punkt  betrifft,  so  beachte  man  vor  allem,  daß  das 
Integral 


-fc=-Ji- 


bei  der  genannten  Umkehr  von  /  ungehindert  weiterläuft.  Ich  will  des 
bestimmteren  Ausdrucks  wegen  den  Fall  der  Figur  6a  zugrunde  legen,  bei 
welchem  die  Umkehr  in  X  =  k^  erfolgt.  Wenn  dann  t  von  0  auslaufend 
bei  X  =  a^,  «3,  Ä^,  wie  wir  oben  annahmen,  die  Werte  cc,^,  a^,  coj  aufweist, 
so  erreichtes,  während  X  von  k''  zu  a^  zurückkehrt,  den  Wert  2(w^  — k^, 
wie  nachstehende  Figur  erläutert: 


y,         _._„  1 ■ -n~ « 

Wie.  7. 
Hinsichtlich  der  Kurve  (fij,  u)  ist  also  nur  dieses  geändert,  daß  das 
Intervall,  in  welchem  die  (m+  1}  Halb  Oszillationen  stattzufinden  haben, 
über  ö>j  hinausgreift;  Eine  Änderung,  die  für  luisere  Betrachtungen  durch- 
aus irrelevant  ist.  Hieraus  folgt  zumal,  daß  E,  auch  im  neuen  Intervalle 
durchaus  endlich  bleibt. 

Wir  übertragen  jetzt  (i?^,  u)  in  (E^,  X),  indem  wir  bei  jedem  X  als 
Ordinate  diejenigen  E  auftragen,  welche  den  entsprechenden  Weiten  von 
u  zugeordnet  sind.  Hierbei  will  insbesondere  berücksichtigt  sein,  wie  sich 
iS-^,X)  an  der  Stelle  A  =  fc*  verhält.     Man  hat  allgemein: 

dE       dE    ^r. — i T  a    i       ^ 

—  =.-_-=  --.■•yX-X  —  h--l  —  \. 

Wenn  also  -3—  an  der  betreffenden  Steile  nicht  verschwindet,  so  ist  -jv 
notwendig  unendlich  groß:  die  Linie  X  =  k''  wird  von  der  Kurve  (S^,  X) 
in   einem   bestimmten  Punkte  berührt;   vom  BerühruiigspunHe  ab   läuft 
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die  Kurve,  indem  sie  sich  umbiegt,   mit  einem  neuen  Zweige  rückwärts. 
Wenn  aber  -j-    gleich  Null  ist,  so  kommt  durch  iortgesetztes  Diff erentiieren : 
drE 

/dE\  du^  _ 

~k"{h"-\)     ■ 

Überdies  beachte  man,  daß  die  Kurve  (£\,  «)  jetzt  notwendig  in  bezug 
auf  M  ^=  (ü^  symmetrisch  ist.  Die  Kurve  {E.^.,X)  existiert  jetzt  also  nur 
in  einem  Zuge, , der  von  X^a^  bis  A  =  W^  und  dann  rückwärts  von  X  =  k- 
bis  ^^a.j  durchlaufen  wild.  Derselbe  trifft  die  Linie  X^=k'^  unter  einem 
Winkel,  der  v<m  den  Werten  der  A,  B,  E  abhängt.  Es  ist  hier  also  die 
Möglichkeit  gegeben,  daß  (E^,  X)  in  das  zweite  Intervall  i;^  ^  ?.  ^  1  hineiD 
reell  fortgesetzt  wird. 

Diese  Überlegungen  hindern  in  keiner  Weise  die  Betrachtung  der 
Enveloppen  des  |5;  die  Eeaultate  gestalten  sich  nur  etwas  anders.  Zu- 
vörderst ist  ersichtlich,  daß  die  horizontale  Tangente  der  Enveloppe  die 
folgende  geworden  ist: 

Dann  aber  sage  ich  (indem  ich  immer  am  Falle  der  Figur  1  festhalte), 
daß  X==a^  allerdings  Asymptote  geblieben  ist,  daß  die  andere  Asymptote 
aber  in  l—k^  übergegangen  ist,  daß  also  die  Enveloppe  eine  Gestalt  hat, 
wie  sie  folgende  Figur  versinnlicht : 


~A 


h'jg,  ä. 

In  der  Tat,  wenn  ij  --^  A^  -r  B  eine  sehr  steile  Linie  vorstellt,  so  darf 
derjenige  Teil  des  uns  vorgeschriebenen  Intervalls,  in  welchem  i]  negativ 
■  ist  und  in  weichem  daher  die  Oszillationen  unserer  Kurve  stattfinden,  nur 
sehr  wenig  ausgedehnt  sein.  Dieser  Überlegung  läßt  sich  aber  nur  Rechnung 
tragen,  indem  wir  die  Asymptoten  in  der  angegebenen  Weise 
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Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  daß  sich  die  Lage  der  Asym- 
ptoten und  somit  die  Uesamtgestalt  der  Enveloppe  in  allen  übrigen  Pälien 
ähnlich  bestimmt;  im  Falle  der  Figur  6c  z.  B.  würden  ^  —  0  und  /  =  h'^ 
die  beiden  Asymptoten  sein. 

Man  sieht  aber  sofort,  daß  die  so  gewonnenen  Enveloppen  noch  immer 
dieselbe  Schlußweise  gestatten,  wie  sie  in  g  5  für  den  dort  betrachteten 
speziellen  Fall  begründet  wurde.  Zwei  Enveloppen  iiber  verschiedenen 
Intervallen  haben  immer  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Tangente,  mag 
der  Weg,  der  innerhalb  des  einzelnen  Intervalls  vom  einem  Endpunkte 
zum  anderen  Endpunkte  führt,  beschaffen  sein  wie  er  wiU. 

Diese  Schlußweise  bildet  aber  den  Kern  unserer  Überlegungen,  und 
es  bleiben  die  letzteren  also  auch  für  den  allgemeinen  uns  jetzt  vorliegen- 
den Fall  in  Geltung,  was  zu  beweisen  war. 

Vielleicht  ist  es  zur  vollen  Deutlichkeit  nützlieh,  noch  eine  Bemerktmg 
über  den  Wert  E.^{c^)  hinzuzufügen.  Es  können  c^  und  Cj  so  verbunden 
sein,  wie  die  Figur  aufweist; 

0  k^  I ;;,  c, 

Kg.  9. 

Man  wird  dann  unter  i?ä(c.j)  denjenigen  Wert  verstehen,  den  £^3  annimmt, 
wenn  i  von  c,   aus  zunächst  bis  1  abnimmt  und  dann  erst  bis  c,  wächst. 


Das  Vollellipsoid. 

Wenn  die  vorhergehenden  Untersuchungen  für  einen  Körper  verwertet 
werden  sollen,  der  weniger  als  sechs  verschiedene  Begrenzungsflächen  hat, 
so  bedürfen  sie  zunächst  einer  gewissen  Verallgemeinerung,  Unsere  Funk- 
tionen .S^,  .ß^,  .E,^  waren  dadurch  bestimmt,  daß  sie  für  gewisse  feste 
Werte  von  X  und  außerdem  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen  zwischen 
diesen  Werten  verschwinden  sollten.  Aber  man  sieht  leicht,  daß  dieselbe 
Methode,  vermöge  deren  wir  dieemdeutigeEestimmtheit  der  betr.  jß'j,  E^,  E^ 
erschlossen,  auch  noch  in  anderen  Fällen  anwendbar  ist.  Wir  können  sie 
z.  B.  Wort  für  Wort  wiederholen,  wenn  E^  zwischen  a^  und  a^  nach  wie 
vor  m-mal  verschwinden  soll,  aber  bei  a^  und  a^  irgendwelchen  anderen 
Bedingungen   genügt,    z.  B,  einen   verschwindenden   Differentialquotienten 

-3 —  besitzt. 

Diese  Bemerltung  findet  bei  Körpern  der  nun  zu  betrachtenden  Art 
im  folgenden  Sinne  Verwertung.  Solche  Körper  besitzen  notwendig  eine 
oder   mehrere   Symmetrieebenen.     Nim   ist   es  ein   allgemeines  Verfahren, 
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dessen  man  sich  bei  der  Potentialaufgabe  für  symmetrische  Körper  seit 
je  bedient  daß  man  emen  solchen  Körper  längs  der  Symmetrieebenen 
zerschneidet  und  dann  fui  den  einzelnen  so  entstehenden  Teil  gewisse 
Fundamentalauf gaben  lost  Dieselben  verlangen  sämtlich,  ein  Potential 
so  zu  bestimmen  daß  es  auf  der  ursprünglichen  Oberfläche  des  bei  der 
Zerschneidung  entstandenen  Teiles  willkürlich  vorgegebene  Werte  annimmt; 
sie  unterscheiden  ''ich  dadurch  daß  auf  der  einzelnen  begrenzenden  Ebene 
entweder  das  Potential  selb=!t  oder  aber  sein  nach  der  Normale  genommener 
Differentialquotient  verschwinden  soll.  Die  Lösung  der  anfänglichen  Po- 
tentialaufgabe erwachst  mdem  wir  die  verschiedenen  bei  diesen  Einael- 
problemen  gefundenen  Potentiale  durch  die  Symmetrieebenen  hindurch 
fortsetzen  und  übrigens  zu'.ammenaddieren. 

Betrachten  wir  nun  gleich  den  Fall  des  Vollellipsoids.  Wir  zerschneiden 
dasselbe  vorab  längs  semei  drei  S3Tnmetrieebenen.  Der  so  entstehende 
Ohtant  kann  als  ein  Körper  aufgefaßt  werden,  der  von  seuhs  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  ist.  Nur  die  eine  Begrenznngsebene 
nämlich  vertritt  eine  einzelne  Fläche  zweiten  Grades:  das  ist  die  Koordi- 
natenebene YZ  und  die  Fläche  /.i  =  0.  Die  beiden  anderen  repräsentieren 
Stücke  von  verschiedenen  Flächen;  die  Ebene  XY  z,  B.  gehört  zum  Teil 
(soweit  sie  von  der  Fokaleüipse  des  Systems  umschlossen  wird)  dem 
Ellipsoid  g=-'  i,  ziim  Teil  der  Regelfiäche  v  =  l  an.  —  Für  diesen  Ok- 
tanten  haben  wir  nun,  indem  wir  bei  jeder  der  drei  Koordinatenebenen 
die  beiden  in  Betracht  kommenden  Annahmen  auseinanderhalten,  im 
ganzen  acht  Einzelprobleme  zu  unterscheiden. 

Es  wird  genügen,  nur  die  beiden  extremen  Fälle  genauer  zu  be- 
sprechen: bei  dem  einen  handelt  es  sich  um  Herstellung  eines  Potentials, 
das  auf  sämtlichen  drei  Koordinatenebenen  verschwindet,  bei  dem  anderen 
soll  der  nach  der  Normale  genommene  Differentialquotient  bei  sämtlichen 
drei  Koordinateneb  enen  gleich  Null  sein. 

Im  ersten  Falle  haben  wir  nur  einen  besonderen  Fall  der  in  §§  2 — 5 
behandelten  Aufgabe:  ra^  rückt  in  ^^^0,  a^  und  b^  fallen  in  X  ^  k"^, 
&.-J  und  c^  in  i  =  i  zusammen.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  E^,E^,  E^  von 
etwa  zutretenden  in'el&vanten  Faktoren  abgesehen,  dieselbe  Partikiäar- 
lösung  der  Lamesehen  Differentialgleichtmg  vorstellen.  Denn  Ej^  und  E^ 
verschwinden  nun  beide  für  .1  =  i^  E^  und  E^  beide  für  A  =  l.  Aller- 
dings läßt  sich  ii\,  da  {E^^,  l)  dem  früheren  zufolge  die  Linie  A  =  A^  be- 
rührt, nicht  reell  über  diese  Linie  hinaus  fortsetzen.  Aber  eine  leichte  Über- 
legung läßt  erkennen,  daß  .E^  in  dem  Intervalle  {i  >  ifc^)  rein  imaginär  ist, 
also  nach  Abtrennung  des  irrelevanten  Faktors  i  das  gewollte  E^  liefert.  — 
Alles  übrige  bleibt  so  wie  im  allgemeinen  Falle.  Die  verschiedenen 
Ej-E^-E^,  welche  in  der  Eeihenentwicklung  des  gesuchten  Potentials  auf- 
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treten,  entsprechen  nach  wie  vor  den  verschiedenen  möglichen  Zahien- 
kombinationen  m,  n,  die  die  Anzahl  der  Verschwindimgsstellen  in  den 
Intervallen  0  —  k"  und  k"  —  1  ergeben. 

Im   zweiten  Falle  haben   wir   die   neue  Form  der  Grenzbedingungen. 

Für  ,u  =^  0,  k'  soll  -^^ ,  für  v  ~  Ic'^,   1  soll  -^^  und  für  p  =^  1  soll  -  j— 
'  du  dv  dw 

verschwinden^*).  Hieraus  ergibt  sich  ohne  weiteres  (wie  schon  im  vorigen 
Paragraphen  angedeutet  wurde),  daß  E^^E^.E^  nur  verschiedene  Benen- 
nungen derselben  Partikularlösung  E  sind;  denn  die  Kurve  {E'j_.  l)  z,  B. 
zieht  sich  jetzt  vom  Intervalle  ja  in  das  Intervall  v  iingehindert  hinüber. 
Übrigens  aber  werden  wir  zur  Lösung  unserer  Potentialaufgabe  genau  an 
den  Bedingungen  des  §  2  festhalten.  Wir  werden  das  gesuchte  Potential 
mis  einer  unendlichen  Zahl  von  Produkten  E^-E^-E^  zusammensetzen, 
von  denen  das  einzehie  meder  durch  die  Anzahl  m  seiner  Verschmndungs- 
stellen  im  Intervalle  jjl  und  die  Anzahl  n  seiner  YerschwindurtgssteUen 
im  Intervalle  v  charakterisiert  sein  wird.  Daß  für  eine  solche  Reihen- 
entwicklung auch  wieder  die  Integraleigensehaft  gilt,  folgt  ähnlich  wie  in 
§  3  aus  dem  Greensehen  Satze. 

In  entsprechender  Weise  behandele  man  die  übrigen  sechs  Fälle. 
Dann  ist  man  offenbar  genau  zu  demjenigen  Verjähren  gekommen,  wdches 
Lame  für  das  dreiachsige  Ellipsoid  aufgestellt  hat.  Denn  ich  zeigte  in 
meiner  bereits  in  der  Einleitung  zitierten  Note  [Abh.  LXII],  daß  die  ge- 
wöhnlichen Lameschen  Funktionen  genau  in  der  Weise  ihre  Nullstellen 
über  die  beiden  Intervalle  /i,  v  verteilt  haben,  wie  wir  es  hier  von  den 
sukzessiven  Gliedern  unserer  Reihenentwicklung  verlangen.  In  einer  Hin- 
sicht führt  Lames  ursprünglicher  Ansatz  weiter  als  der  meinige.  Man 
verstehe  unter  a,a',a"  Eins  oder  Null,  je  nuchäem  E^-E^-E^  für  /=0, 
h'^,  1  verschwindet,  oder  nicht.  Dann  folgt  bei  Lam6  sofort,  daß  A,  die 
erste  in  der  Differentialgleichung  auftretende  Konstante,  den  folgenden 
Wert  hat: 

A  ^  (2(«^  +  «)  +  °  +  ''V°")(2(m-r«.)  +  o  +  ^'  +  o-"-i-l),,^^ 

Bei  der  von  mir  gegebenen  Entwicklang  bedürfte  es  dazu  zuvörderst  des 
Nachweises,    daß  E^^  E^=-  E^    im  vorliegenden  Falle   eine   algebraische 

'■*)  Vgl.  die  Formel  für  -,—  auf  8.  .'i34  und  die  für  — -  in  der  Ji'ußnote  ')  auf 
S.  527. 

^]  [Die  zur  linearen  Differentialgleichung  (Ü)  gehörigen  Esponenteu  bei  oo  sind 
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Funktion  von  l  ist'*).  —  Dagegen  liegt  bei  Lame  das  Theorem  über  die 
Verteilung  der  Nullstellen  auf  die  verschiedenen  Intervalle  ziemlich  fern^'), 
wahrend  es  bei  meiner  nunmehrigen  Darstellung  als  selbstverständlicher 
Ausgangspunkt  gilt. 

Leipzig,  den  14.  März  1881. 

'*)  [Den  Nachweis  hierfür  findet  man  in  dem  Buch  von  Böclier;  ,.Uber  die  Reihen- 
entwicklungen der  Potentialtheorie ",  Leipzig  1894,  S.  213f.] 

)  Uffeobai  bedeutet  dies  Theorem  für  die  Berechnung  der  gewöhnlichen  Lame- 
Bohe  Fu  ktionen  daß  man  die  Gleiohungen  höheren  Grades,  von  denen  die  Be- 
st n  m  ug  der  zugehörigen  Konstanten  B  abhängt,  a  priori  separieren  kann.  Ich 
m  chte  mir  vorbehalten,  auf  diesen  Gegenstand  bei  einer  späteren  Gelegenheit  einzu- 
gehe       [Siehe  unten  Abh  LXVL] 
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LXIV.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Lameschen 
Funktionen. 

[Na eliri eilten  der  Kg!.  Gesollschaft  der  Wissenschaften  za  Göttingen  v,  J.  1890.   Nr.  4 
(Sitzung  vom  l.M.ä,Tz  1890),] 


Eine  Vorlesung  über  Lamesche  Funktionen,  welche  ich  während  des  nun 
zu  Ende  gehenden  Winteraemesters  (1889/90)  hielt,  gab  mit  Gelegenheit,  zu 
Auifassungen  und  Fragestellungen  zurückzukehren,  mit  denen  ich  mich  im 
Winter  18b0— Sl  beschäftigt  hatte^)  luh  zweifelte  von  vornherein  nicht, 
daß  es  gelingen  musie  auf  dem  damals  emgeschlagenen  Wege  noch  ein 
Stück  weiter  zu  kommen  Ich  hatte  mn  auch  die  Ansucht  gebildet,  daß 
eine  richtige  von  geometn&Lhen  bzw  physikalischen  fiesichtspunkten  aus- 
gehende Theorie  der  Lameschen  F  mktioneii  fui  die  allgemeine  Lehre  von 
den  linearen  Difleientialgleichungen  zweiter  Ordnung  voibildlich  sein  müsse. 
Der  Kg]  (reselhchaft  dei  Wissena ehalten  mochte  ich  nachstehend  einige 
Resultate  voilegen  welche  ich  in  dei  hiermit  bezeichneten  Riehtuug  ge- 
funden habe. 

Wir  fragen  zunächst  nach  der  zweckmäßigsten  Definition  der  zu  einem, 
w-f ach  ausgedehnten  Räume  (Ä„ )  gehörigen  Lameschen  Differentialgleichung. 
In  dieser  Hinsieht  beginnt  man  herkömmlicherweise  mit  dem  System  der 
konfokalen  Flächen  zweiten  Grades 

II)  ■&,+■■■+-&.-' 

und    findet    durch    bekannte    Umformungen    der    Potentialgleichung    die 
Lamesche  Gleichung  in  der  Gestalt; 

(2)  ~f-  -  (^r'"'  -^  sr^'-f ...  n)e, 

dt 
wo 

')  Vgl.  die  zwei  Aufsätze  im  18.  Bande  der  Math.  Aniiaien:  ,,Über  Laia<:sehe 
Funktionen"  [=Abh,  LSII],  „Über  die  [Randwertaufgabe  des  Potentials  für]  Körper, 
welche  von  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind''  [=Abh.  LXI[I]. 
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ich  habe  sclioii  bei  frühere]:  Gfelegenheifc  hervorgehoben  (in  dem  zweiten 
dei  soeben  zitierten  Aufsätze),  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  hier  auftreten- 
den Konstanten  i  B  N  zunichst  als  unbeschrankt  veiandeihch  zu 
betrachten  und  dadurch  der  gewohnhchen  Begriffsbestimmung  der  Lam^- 
seheii  Funktionen  gej;eniiber  eine  Erweiterung  eintteten  zu  la'^sen  Nan 
kann  man  aber  den  durch  [  1 )  gegebenen  luiSgangspunkt  beanstanden  In 
der  Potentialtheoiie  wo  fortgesetzt  Transformationen  durch  reziproke 
Radien  in  Betracht  zu  ziehen  sind  ist  das  System  der  konfokalen  Flachen 
zweiten  Grades  kern  wirklich  allgemcmes  Orthogonalsj stem  ali  solches 
erscheint  \ielmehr  eist  das  ^on  Darboux  und  Moutaid  im  Jahre  1864 
aufgestellte  System  der  honfokaUn  ZyMiden,  ein  System  von  Flächen 
vierter  Ordnung,  das  sich  bei  Verwendung  überzähliger,  homogener  Ko- 
ordinaten (x^  . , .  Xu+a)  (sogenannter  polysphärischer  Koordinaten)  durch 
die  zwei  Gleichungen  darstellen  läßt: 

Herr  Waiigerin  ist  der  erste  gewesen,  der  nachwies,  daß  mau  unter  Zu- 
grundelegung eines  solchen  Zyklidensystems  in  der  Tat  eine  Theorie  ganz 
ähnlich  der  Lameschen  aufbauen  kann^).  Seine  Eechnungen  beziehen 
sich  allerdings  nur  auf  n  =  3;  es  ist  aber  nicht  schwer,  sein  Resultat  auf 
"behebiges  n  zu  übertragen;  es  tritt  dann  an  Stelle  von  (2)  die  folgende 
Differentialgleichung; 


.  -^-N]S, 


WO  t  wiederum  das  Integral  bezeichnet: 

f(X)  aber  die  Funktion  (n  +  2)-ten  Grades  bedeutet: 

(7)  rtl)  =  (l-e.). ..(!-«.+,). 

OfEenbai'  kann  man  statt  (5)  auch  schreiben: 

^)  Laiii6  und  Heine  bestimmen  A,  B,  betanntliuli  so  daB  eine  Paitikular 
lösuQg  von  (2)  algebraisch  wird;  Hermite  fulirt  bei  seineu  allgemeineien  auf  n  3 
bezüglichen  Untersuchungen,    für  A   immer   noch   den   besondeien    im    algebraischen 

Falle  eintretenden  Wert  ■-^- — -  ein  {wo  s  eine  positne  f,anze  Zahl    und  laßt  dann 
freilich  B  beliebig,     ( Vgl.  die  unten  folgende  Abh   LWII  ] 

")  Crelles  Journal,  Bd.  82,  1876.  Vgl.  auch  Darboux  in  den  Comptee Rendus 
der  Pariser  Akademie,  !876,  11,  Bd.  83. 
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wo  nun  die  «,  . .  i  beliebig  ^iiiJ  Es  scheint  hst  ih  habe  raii  diesen 
Gleichungen  (5),  (81  bisher  nur  ■nenig  Bedeutung  beigelegt  Sicher  kann 
man  die  Gleichung  ( 2 1  als  Spezialfall  derselben  auffaisen  (der  entsteht 
wenn  man  e„+i  und  e  +  unendbch  weiden  laßt)  aber  es  lag  nahei  (5| 
oder  (8)  als  besonderen  Fall  deijeni^en  Weichungenl  2)  zu  deuten  die 
dem  Räume  von  i^j»  +  2  )  Dimensionen  entsprechen  Und  diesei  Fili  f-chien 
anfangs  kein  besondeie»  Interesse  darzubieten,  weil  man  die  »  —  1 )  bei  ihm 
noch  zur  Verfügung  stehenden  Konstanten  keineswegs  so  bestimmen  kann  daß 
eins  der  zugehörigen  E  algebraisch  wud  4iich  bat  die  Form  dei  neuen 
Differentialgleichung  (5),  (8)  zunächst  wenig  Ansprechendes.  Singulare 
Punkte  bat  dieselbe,  wie  dies  natürlich  scheint,  bei  X=  e^, . . .,  Cbj-s;  aber 
auch  ^  =  oü,  d.  h.  ein  Wert,  der  für  das  Zyklidensystem  (4)  vom  geo- 
metrischen Standpunkt  aus  ohne  jede  spezifische  Bedeutung  ist,  erscheint 
als  singulärer  Punkt,  Die  zu  e^ ,  . . . ,  en+s  gehörigen  Exponenten  berechnen 
sich  dabei  als  ^/^  und  0,  die  zu  oo  gehörigen  als 

^-1-1  und  -^. 

Inzwischen  gelingt  es  durch  eine  ganz  unbedeutende  formale  Abänderung 
unsere  Gleichung  in  ganz  anderem  Lichte  erscheinen  zu  lassen.  Die  bei 
^  =  oo  auftretenden  Exponenten  leiten  auf  den  richtigen  Weg.  Man  setze 
nämlich,  homogen  machend, 

und  schreibe 

(9)  E{X)=Lr'~-F{X^,  X„j, 

wo  F  jetzt  eine  homogene  Funktion  (eine  Form)  von  2.^,  X.,  vom  Grade 


sein  wird,  die  ich  gleich  als  Lamesche  Form  bezeichnen  will.  Sei  ferner 
jetzt  unter  /'  die  Form  {n  +  2)-ten  Grades  verstanden: 

(10)  f=(i,-e,i,)...(^,-e„+i.^). 

Man  erhält  dann  {nach  kurzer  Umrechnung  mittels  des  Eulerschcn 
Theorems)  ein  Eesultat,  welches  nur  noch  von  der  Form/'  als  solcher 
abhängig  ist;  man  findet  nämlich: 

(11)  {f,F),-vF, 

WO  [f,  F)^  die  zweite  ÜherecMebung  der  Formen  f  und  F  vorstellt,  (p 
aber  eine  durchaus  beliebige  rationale  ganze  Form  (n  —  2)-ten  Grades  ist. 
Dieses  Eesultat  erscheint  so  einfach,  daß  man  nicht  umhin  kann, 
daaselbe  überhaupt  an  die  Spitze  der  Theorie  der  Lameschen  Funktionen 
zu    stellen    und    dementsprechend  Lamesche   Funktionen,    oder  vielmehr 
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Lamesche  Formen,  des  B,^  geradezu  als  solche  Formen  \-~-~j-tenQrades 

von  Aj ,  ijj  zu  definieren,  welcfte,  zweimal  über  eine  gegebene  fa+s  geschoben^ 
sich  selbst  bis  auf  einen  Faktor  ipa->-  reproduzieren*).  Die  einzigen 
ainguläreii  Stellen  der  so  definieiten  F  sind,  wie  bereits  angedeutet,  di& 
Wurzeln  von  f^O.  Sind  dirae  Wurzeln  alle  getrennt  (wie  wir  bisher 
atillsehw eigen d  voraussetzten),  so  gehören  zu  jeder  einzelnen  derselben  die 
soeben  genannten  Exponenten  '■j^  und  0,  —  rücken  aber  irgendwo  zwei 
oder  mehrere  derselben  zusammen,  so  erhält  man  höhere  Exponenten 
bzw.  irreguläres  Verhalten,  Der  gewöhnliche  Fall  der  durch  (2)  definier- 
ten Funktion  entsteht,  wenn  /  eine  Doppelwurzel  erhält  (die  man  dann, 
nach  A  =  00  wirft).  Übrigens  kann  man,  wenn  man  /'mit  beliebig  vielfachen 
Wurzeln  ausstatten  will  und  sich  vorbehält,  von  der  Focm  F  der  homo- 
genen Variablen  X^ ,  ,1g  durch  Zufügung  irgendwelcher  Faktoren  zu  Funktio- 
nen von  1  zurückzugehen,  sämtliche  lineare  Differentialgleichungen  zweiter 

']  [Hilbert  scheint  der  etate  gewesen  zu  sein  der  so  wie  es  im  Test  gesohielit, 
eine  lineare  DißerPütwlgleichung  zweiter  Ordnung  ilurch  ein  Aggregat  von  Über- 
achiebungen  eraetzt  hat  siehe  seine  Konig^berger  Dissertation  von  1885  (im  Auszug 
allgedruckt  in  den  Math  Ännalen  Bd  30  fe  l'iff  i  wo  die  Differentialgleichung  der 
Kugeltunktionen  bzw  die  allgem(,me  hypergeoaietiSL,he  Difierentialgleichung  homo- 
geniiiorfc  werden  Es  ist  dabei  aber  immer  noch  vorwiegend  an  den  Fall  der  ratio- 
nalen ganzen  Lusungen  gedacht  Best  m  der  Mitteilung  pon  Piok  an  die  Wiener 
Akademie  vom  14  Juh  1«87  (Berichte  Bd  9b  S  872)  wird  naohdrucklicli  betont,  daß 
auch  im  Falle  traaszendenter  Ltaungen  daa  gleiche  \ertahren  anwendbar  und  in 
mancherlei  Hinsicht  vorteilhaft  1  t  Die  Entwicklungen  welche  Piek  dort  für  den 
HermiteBchen  Fill  gibt  |igl  die  hier  folgende  Arbeit  LXVII)  gehen  indes  nach 
emer  anderen  Biuhting  ah  die  im  Text  gegebenen  Fr  hat  zunächst  eine  Diffe- 
rential gleirhung  mit  vier  ^inguhren  Pm  kten    wekhe  1  ?w    die  Exponenten 

%  '/.  %  -4 

0  0  0  +^ 

besitzen.  Durch  eine  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  übliche  algebraische 
Transformation  kann  sie  in  eine  andere,  ebenfalls  mit  vier  singulären  Punkten  ver- 
wandelt werden,  die  nun  aber  sämtlich  die  Exponenten  -~~,  -| — ^^  besitzen. 
Seien  diese  vier  singularen  Punkte  durch  f(x^  *  )  =  0  gegeben  st  fuhrt  Piek  »tatt 
der    Lösung   v  der    Difierentialgleichung   die    Form  95  =  i  /      oder   auch  die  andere 

yi  =  v-f  a  ein,  worauf  die  zweite  Cberscbiebung  von  ^  und  ip  gleicl  f  /  bzw  die 
zweite  Überschiebung  von  f  und  tp  gleich  C  />  wird  Merknurdigerneise  findet  sich 
genau  dieselbe  Umformung  der  Hermite  I  am^sohen  Differentialgleichung  in  der 
Darstellung,  welche  Halphen  von  der  Geiamttheone  dieser  Gleichung  in  Bd  2 
seiner  Thtorie  des  fonctiona  elliptiques  gibt  (l'^Rb  vgl  b  4"2-473)  nur  daß  hier 
wieder  alle  Aufmerksamkeit  darauf  gerichtet  ist  die  polynomialen  Losungen  herauf 
zuheben.  K,]  —  Eb  if.t  wühl  kein  Zweifel  daß  die  geeignete  Verwendui^  homogener 
Variabler  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  noch  vielfache  Ver 
einfaehungen  nach  sich  ziehen  wird 
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Otdnung  mit  rationalen  Koeffizienten  unter  (11)  rubrioieren.  Die  Lame- 
sclie  DifEeientialgleicliuiig  hat  also  in  der  Tat  eine  weaentlicli  allgemeinere 
Bedeutung  Die  Difierentialgleiehung  der  hypeigeometriachen  Reihe  z.  B. 
entstellt  aus  (U),  wenn  man  f  als  eine.  Form  sechsten  Grades  einführt, 
die  ein  \  olles  Quadrat  ist. 

Noch  ein  weiterer  funktionentheoretischer  Gesichtspunkt  spielt  hier 
heiem  Wählt  mau  ;■  wieder  als  Form  sechsten  Grades,  aber  nun  mit 
getiennteti  Wurzeln,  so  definiert  (11)  solche  Formen  #  vom  Grade  — '■j^, 
welche  auf  dem  hyperelUptischen  Gebilde  V/'  durchaus  unverzweigt  sind. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  diese  F  unter  allen  Formen,  die  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten 
genügen,  die  einzigen  sind,  welche  die  genannte  Eigenschaft  besitzen.  Nicht 
so  bei  höherem  Grade  von  /'.  Sei  n  ^-^p  gesetzt,  p  aber  >  2  genommen,  so 
werden  die  allgemeinsten  zum  hyperelUptischen  Gebilde  Vfn,-]-!  gehörigen 
unveizweigten  F  durch  die  Gleichung  geliefert; 
(12)  (/■,!'),  =^(,.,^-,  +  Vp_aV7)-i', 

die  sich  von  (11)  durch  das  Glied  mit  Vf  unterscheidet.  Die  Anzahl  der 
hier  in  -p  und  tj'  zusammen  enthaltenen  willkürlichen  Konstanten  ist 
3  p —  B,  der  Grad  von  F  gleich  —  ^^ .  Die  Theorie  von  (11)  wird 
als  Vorbereitung  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  (12)  erachtet 
werden  können^)"). 

"}  Sind  F,,  F^   irgend   zwei  PartikularlÖsimger 
>l  =  Fi:Fi,  eine  auf  dem  hyperelliptischen  Oebüde  n 
bei  jedem  geschlossenen  Umlaufe  über  die  zu  \f  gehörige  Riemannsrhe  Flache  hm 
aich  in  der  Gestalt         -    ,    reproduziert.     Daß    e«   auf    jedtm   aifiebraiSLhen  Gebilde 

dessen  j>  1,  oo  *^  wesentlich  verschiedene  (durch  ihre  Difterentialgleiohun;; 
uDtersohiedene)  derartige  i; -Ftinktionen  gibt,  ist  bekannt  (vgl  z  B  mtine  „Neuen 
Beiträge  zur  Riemannsohen  FunktionenÜieorie"  im  21  Bande  der  Mathem  \nnalen 
IS'O  [wird  in  Bd.  S  dieser  Ausgabe  unter  Nr.  CIH  abgedruckt])  Man  hatte  aber  bisher, 
soviel  ich  weiß,  diese  ^  noch  nicht  in  zwei  Formen  ii',,  F^  als  Zahler  und  Nenner  derart 
gespalten,  daß  F^  und  Fs  für  sieh  genommen  auf  dem  algebraischen  Gebilde  gleich- 
falls unverzweigt  sind.  Dies  gelingt  aber  sofort  allgemein,  wenn  man  diejenigen  Er- 
läuterungen heranzieht,  die  ich  über  die  auf  beliebigen  algebraischen  Gebilden  exi- 
stierenden Formen  neuerdings  gegeben  habe  (Zur  Theorie  der  Abelsohen Funktionen, 
Math.  Ännaieu,  Bd.  36.  [  Auch  diese  Arbeit  kommt  eret  in  Bd.  3  gegenwärtiger  Ausgabe 
als  Nr.  XCVn  zum  Abdruck.])  Der  Grad  der  betr.  J",,  F^  in  den  zum  Gebilde  gehörigen 
Riemannschen  Formen  9)  ist  allemal  gleich  —'U,  in  Übereinstimmung  mit  dem,  was  im 
Textespeziellfär  hyperelliptische  Gebilde  bemerkt  ist.  [Hinsichtlich  der  allgemeinen  alge- 
braischen Gebilde  vgl,  die  unten  in  Nr.  LXIX  auf  8.  585, 586  gemachten  Bemerkungen.] 
*]  [Bis  hierher  ist  die  vorstehende  Arbeit  faet  wörtlich  in  den  Math.  Annalen 
Bd.  38  (1890)  als  erster  Teil  der  Abhandlung  „Über  Normierung  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung"  abgedruckt.  Der  zweite  Teil  dieser  letztgenannten 
Arbeit  folgt  hier  als  Abh.  LXVI  unter  dem  neuen  Titel;  „Zur  DaTstelliing  der  hyper- 
geometrischeu  Funktion  durch  bestimmte  Integrale."] 
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Ich  muß  min  etwas  genauer  auf  die  zweite  der  beiden  zu  Anfang 
genannten  Arbeiten  aus  Bändig  der  Math.  Ann  alen  eingehen  (Über  [die 
Randwertaufgabe  des  Potentials  für]  Körper,  welche  von  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind  [^  Äbh.  LXIII]).  Indem  ich  mir, 
für  den  besonderen  Fall  n^'d,  unter  Zugrundelegung  der  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades  (1)  die  geometrische  Bedeutung  der  in  der  Po- 
tentialtheorie auftretenden  Produkte  Lamescher  Funktionen  klar  machte, 
wurde  ich  dort  für  die  zugehörige  Lameache  Differentialgleichung; 

(13)  ^'f----^{Al  +  B)E 

zu  einem  Theorem  geführt,  welches  ich  Iturz  ala  Oszillation  stheoi'em  be- 
zeichen  möchte,  weil  in  demselben  von  den  Oszillationen  die  Rede  ist, 
weiche  geeignete  Partikularlösungen  E(/i)  von  (13)  in  gegebenen  Inter- 
vallen der  i-Achse  ausführen.  Ich  bemerkte  nämlich,  daß  man  die  in 
(13)  auftretenden  Konstanten  A,B  gerade  auf  eine  Weise  so  bestimmen 
kann,  daß  für  zwei  beliebig  gegebene  Segmente  iS,  T  der  A-Achse  (welche 
nur  über  keinen  singulären  Punkt  hinausgreifen  sollen)  je  eine  Partikular- 
lösung B(y!)  existiert,  welche  für  ihr  Segment  die  Bedingungen  befriedigt : 

an  den  beiden  Enden  des  Segmentes  gegebene  Werte  von  -^  darzubieten 
(wo  E'^-j-j,  innerhalb  des  Segmentes  aber  eine  vorgeschriebene  An- 
zahl von  Malen  zu  verschwinden.  Die  gewöhnlich  allein  betrachteten,  zur 
Gieicbungsform /Ij)  gehörigen  algebraischen  S{H)  erhielt  ich  dabei,  in- 
dem ich  die  Segmente  S,  T  mit  den  von  e,  bis  e^  bzw.  von  e^  bis  e^ 
reichenden  Stucken  dei  J-Achae  zusammenfallen  ließ  und  bei  jedem  einzel- 
nen e^  E  —  0  oder  auch  E'^0  als  Grenzbedingung  vorschrieb.  Hieran 
schloß  sich  dei  Nachweis,  daß  man  bei  allgemeiner  Wahl  der  S,  T 
Funktionen  JS  erhalt,  mittels  deren  man  für  einen  beliebigen  von  sechs 
kollfokalen  Flachen  zweiten  Grades  begrenzten  Körper  Reihenentwicklungen 
aufstellen  kann  die  für  diesen  das  fundamentale  Potentialproblem  in  der- 
selben Wei'-e  lo^en  wie  dies  Lames  eigene  Reihen  für  das  dreiachsige 
Ellipsoid  tun  Es  ist  leicht,  alle  diese  Betrachtungen  mutatis  mutandis 
an  die  allgemeine  [einem  beliebigen  Werte  von  n  zugehörige)  Differential- 
gleichung(ll)  anzuknüpfen:  die  (n— 1)  dortselbst  in  (p  enthaltenen  un- 
bestimmten Konstanten  werden  festgelegt  werden  können,  indem  man 
betrefEs  (w— 1)  auf  der  ,i-Achse  gegebener  Segmente  geeignete  Forde- 
rungen stellt;  die  fundamentale  Potentialaufgabe  wird  sich  dann  für  solche 
Raumteile  des  ß^  behandeln  lassen,  die  von  2n  konfokalen  Zykliden  be- 
grenzt sind.  Die  solchergestalt  entstehenden  Lösungen  begreifen  die  große 
Mehrzahl  aller  Reihenentwicklungen  (und  Integraldarstellungen)  in  sich, 
welche  die  Potentialtheorie  kennt;  es  wird  so  in  einem  Gebiete,  in  welchem 

Klein,  GeEammfilte  raath.  Abhandlungen.  IL  35 
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bislang  viele  Einzelheiten  unvermittelt  nebeneinander  standen,  Uberaicht 
und  Ordnung  eingeführt.  Es  ist  nicht  meine  Absicht,  dies  hier  genauer 
durchzuführen;  es  muß  dies  einer  ausfiilirliciien  Einzeldarstellung  vor- 
behalten bleiben^).  Die  folgenden  Bemerkungen  sollen  sich,  vielmehr  dar- 
auf beziehen,  aus  dem  genannten  Osaillationstheorem  Folgerungen  nach 
einer  anderen  Seite  zu  ziehen.  Ich  werde  nämlich  l  fortan  als  eine  kom- 
plexe Variable  betrachten  und  von  der  konformen  Abbildung  handeln, 
welche  der  Quotient );  irgend  zweier  Partikularlösungen  .F^^,  J*'^  einer  durch 
das  Oszillationstheorem  festgelegten  Lam6schen  Differential^eichung  von 
der  Halbebene  J,  entwirft. 

Sei  /■=  0  der  Einfachheit  halber  mit  durchaus  reellen,  getrennten 
Wurzeln  vorausgesetzt.  Der  allgemeine  Charakter  des  in  der  )/-Ebene 
gelegenen  Abbildes  ist  dann  mit  Rücksicht  auf  die  über  die  singulären 
Punkte  e^,  . . . ,  e„.|,a  friib.er  gemachten  Angaben  durch  ein  bekanntes,  zuerst 
von  Schwarz^)  anigesteiltes  Theorem  festgelegt.  Es  wird  sich  in  der 
)j- Ebene  um  ein  Kreisbogenpolygon  handeln,  dessen  Inneres  keinen  Win- 
dungspunkt einschließt,  dessen  sämtliche  Winkel  rechte  sind,  und  dessen 
(«.  + 2)  Seiten  selbstverständlich  den  aufeinanderfolgenden  Stücken  der 
A- Achse  von  e^  bis  e.j,  von  e.^  bis  63,.,,,  von  e„+ä  bis  6;  entsprechen. 
Ich  will  nun  weiter  der  Einfachheit  halber  annehmen,  daß  die  Segmente 
8,T,  . . .,  von  denen  das  Oszillationstheorem  handelt,  je  von  einem  singu- 
lären Punkte  6;  bis  zum  nächstfolgenden  e^+i  hinreichen;  daß  femer  die 
Partikularlosungen  F,  welche  den  einzelnen  Segmenten  zugehören  (und  die 
also  inneihalb  dieser  Segmente  je  eine  vorgeschriebene  Anzahl  von  Null- 
steilen  haben)  an  den  Enden  des  Segmentes  .F  =  0  oder  J"  =  0  wo 
i^'= -j^  befriedigen  sollen  Die  Behauptung  ist,  daß  unter  so  bewandten 
Umständen  die  Ausdehnung  desjenigen  Kreisbogenstückes  der  i]-Ebene, 
welches  dem  einzelnen  Segmente  e^  —  e^+i  zugehört,  genau  angegeben  werden 
kann.  Es  genügt  zu  dem  Zwecke,  neben  dem  zu  unserem  Segmente  gehörigen, 
in  diesem  Segmente  reellen  F  irgendeine  andere  im  Segmente  reelle  Par- 
tikularlösung (F)  zu  betrachten  und  zunächst  j;  =  -r^  zu  setzen.  Indem 
sich  die  Nullstellen  von  F  und  (F)  innerhalb  des  Segmentes  notwendig 
wechselseitig  separieren,  ergibt  sich  sofort: 

Satz  1.  Wenn  in  e^  und  e^+i  für  die  zum  Segmente  gehörige  Par- 
tikularlösung  übereinstimmend  ^  =  0  vorgeschrieben   ist,    so    überschlägt 

')  [Diese  hat  in  der  Folge  Böeher  in  dem  Buche  „Über  die  Eeihenentwick- 
lungon  der  Potentialtheorie"  (1894,  bei  Teubner)  gegeben;  siehe  auch  die  Bemerkung 
auf  S.  592  Fuünote  '■').  Die  von  Böoher  nicht  behandelten  Konvergenaf ragen  hat 
Hilb  auch  für  Zyklidenseohsflache  erledigt;  vgl.  S.  525  Fußnote  ').] 

*)  [Daß  dies  Thoorom  schon  Riomann  bekannt  war,  soll  im  folgenden  nicht 
immer  erwähnt  werden.    Vgl.  die  Fußnote  ')  auf  S.  256  dieses  Bandes.J 
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sich  der  dein  Segmente  in  der  i]-Ebene  zugehörige  Kreisbogen  genav. 
{m-\-l')mal  (untec  m  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  F  im  Segmente 
verstanden).  Die  Bilder  d  und  Ci+i  von  e^  und  a+i  fallen  also  auf  dem 
betreffenden  Kreisbogen  zusammen.  Von  ihnen  aus  biegen  dann  die 
weiteren  Kreisbogen,  die  den  jenseits  e^  und  cj+i  folgenden  Stücken  der 
Ä' Achse  entaprechen,  rechtwinklig  ab,  berühren  sich  also  in  ihrer  gemein- 
samen Einmündimgssteile. 

Etwas  mehr  Mühe  verursacht  die  Erledigung  der  anderen  Fälle;  ich 
führe  dies  nicht  im  einzelnen  aus,  sondern  gebe  gleich  die  Resultate.  Man 
erhalt : 

Satz  2.  Ist  in  6j  #  =  0,  dagegen  in  gj+i  F'  ^  0  vorgeschrieben,  so 
wird  es  sich  in  der  »/-Ebene  sozusagen  nur  noeli  tim  [m-\- ^j^)- malige 
Umspannung  eines  Kreises  Landein.  Die  Bilder  d  und  Ci^t-i  von  e^  und 
gj+i  werden  nämlicli  auf  dem  sie  verbindenden  Kreisbogen  derartig  ge- 
trennt liegen,  daß  der  in  d+t  rechtwinklig  abbiegende  Kreisbogen  (welcher 
dem  jenseit«  e^+i  folgenden  Stücke  der  ^-Achse  entspricht)  verlängert  durch 
d  hindurchgeht  (und  dort  dann  den  anderen,  von  d  rechtwinklig  abbiegen- 
den Kreisbogen  berübrt), 

Satz  3.  Ist  endlich  sowohl  in  e-  wie  in  e^+i  F'=^0  gegeben,  so 
wird  unsere  Polygonseite  ihren  Kreis  nur  noch  wenig  mehr  als  m-fach 
umspannen;  die  beiden  weiteren  Polygonaeiten,  welche  in  d  und  Ci+i 
rechtwinklig  abbiegen,  werden  sich  auch  jetzt  berühren,  aber  in  einem 
von  d  lind  d-ti  verschiedenen  Punkte  (der  übrigens  selbstverständlich 
seinerseits  auch  dem  Kreise  angehört,  längs  dessen  sich  die  erste  Polygon- 
seite erstreckt^). 

Die  Bedeutung  des  OsziUationstheorems  aber  wird  die,  daß  hei  ge- 
gebe) en  t  d  h  bei  jegebeneii  e,  e„  das  ugehoiige  Kieisbogen- 
polygon  der  rj  Ebene  volhg  beatt  niit  ist  ")  soball  ich  ton  n  —  1)  seiner 
Seiten  ett    ]erIaUe       m    Sinne   lon   Sit   1    ^   oder         orschieibe.     Ich 
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zweifle  nicht  daß  dieser  fiatz  eine  allgemeine  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  zweittr  Ordnung  besitzt.  Denn  er 
führt  dazu,  wenn  die  singulare«  Stellen  einei  Diflerentialgleichung  mit 
den  zugehörigen  Exponenten  gegeben  imd  als  weiteie  Bestimmungsatücke 
der  DifEerentialgleichung  allgemein  die  Langen  dei  in  der  j;- Ebene  auf- 
tretenden Polvgonseiten  einzufuhren 

Möge  hjei  aus  unserem  Satze  nui  fine  ganz  paitikuläre  fanktionen- 
theoretische  Folgerung  gezogen  werden  Sei  f  insbesondere  vom  sechsten 
Grade;  wir  nehmen  die  Verschwmdungspunkte  von  /  wieder  getrennt  und 
reell,  und  benennen  sie  nacn  ihrer  Aufeinanderfilge  auf  der  X  Achse  mit 
e^,  fij,  , . .,  e„.  Ich  weide  nun  die  drei  Intervalle  \on  e^  bis  e  \  in  e^  bis  e^, 
von  Cg  bis  e,,  ins  Auge  fassen  und  für  jedes  derselben  ein  Verhalten  im 
Sinne  von  Satz  2,  vorschreiben  mdem  ich  gleichzeitig  die  zugehörigen  m 
sämtlich  gleich  Null  setze  Mögen  wu  jetzt  rj  m'<be=<ondeEe  so  wihlen,  daß 
da^  Bild  des  von  gg  bis  e^  reichenden  Stuckes  der  l  Achse  m  der»;-Ebene 
geradlinig  wird.  Eine  leichte  geometnsihe  TTberlegung  zeigt  dann,  daß 
infolge  von  2.  und  der  allgemeinen  dadurch  entstehenden  Lageverhältnisse 
die  Bilder  der  Intervalle  \on  e  bii  e,  und  von  e^  bis  e  gleichfalls  ge- 
radlinig werden  und  ijt  dieselbe  geiaäe  Linie  hfuiTtfallen  Den  Inter- 
vallen e^  ~  Eg,  e^  —  ßj,  e^  —  e^  aber  entsprechen  e  nfach  von  dieser  ge- 
raden Linie  begrenzte  Halblcref^e  (Das  Poljgon  der  );  Ebene  läßt  sich 
am  kürzesten  beschreiben  als  eme  von  einei  Geraden  begrenzte  Halbebene, 
aus  welcher  man  vom  Rande  aus  drei  halbe  Kreisscheiben  herausgeschnitten 
hat.)  Wollen  wir  jetzt  die  ganze  ^-Ebene  m  Betiacht  ziehen  nachdem 
wir  dieselbe  längs  der  drei  Segmente  e^  —  e^  «a  —  e^  e,  —  e^  der  reellen 
Achse  mit  Einschnitten  versehen  haben!  Offenbai  entspiicht  derselben 
jetzt  ein  schlichtes,  von  drei  Vollkreisen  umgrenztes  Stück  der  i]-Ebene. 
Wir  erhalten  hieraus  ein  Bild  der  2ur  hyperelliptischen  Irrationalität  Vf 
gehörigen  Eiemannschen  Fläche,  indem  wir  dem  genannten  Stücke  der 
);- Ebene  noch  eines  derjenigen  hinzufügen,  welche  sich  aus  ihm  durch 
Inversion-  an  einem  seiner  drei  Begrenzungskreise  ergeben.  Hiermit  aber 
ist  für  den  Fall  des  hyperelliptischen  Gebildes  Vf  diejenige  konforme 
Abbildung  geleistet,  deren  Möglichkeit  und  Bestimmtheit  ich  in  Band  19 
der  Math.  Annalen  (Weihnachten  1881)  für  beliebige  algebraische  Ge- 
bilde behauptet  häbe^').  Es  war  bis  jetzt  nicht  gelungen,  dieses  letztere 
Theorem  auf  andere  Art  als  durch  Kontinuitätsbetrachtungen  zu  erweisen, 
die  von  der  in  der  i;- Ebene  gelegenen  Figur  ihren  Ausgang  nehmen:  hier 
haben  wir,   allerdings   nnr   für  den   einfachen  Fall    eines  hyperelliptischen 

^')  Über  eindeutige  Funktionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich.  (Erste 
Mitteilung.)    [Diese  Abh.  wird  in  Bd.  3  gegenwärtiger  Ausgabe  als  Nr,  CI  abgedruckt.] 
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Gtübildes  mit  sechs  reellen  Veraweigungspuakteii,  eine  Konstruktion  des 
betr.  7]  vom  gegebenen  algebraisolien  Gebilde  aus. 

Es  knüpft  sich  hieran  noch  eine  weitere  neue  Bemerkung,  welche  auf 
die  oben  gegebene  Einfühlung  homogener  Variabler  zurückgeht.  Bekannt- 
lich sind  X  und  VfiX)  in  dem  soeben  gefundenen  j?  eindeutig;  sie  stellen 
solche  eindeutige  Funktionen  von  ij  vor,  welche  sich  bei  unendlich  vielen 
linearen  Substitutionen  von  rj  reproduzieren  (ich  möchte  vorschlagen, 
solche  Funktionen  überhaupt  automor-phe  Funktionen  von  rj  au  nennen). 
Auch  die  Integrale 

M^     =     j*  1^    ti    Ol     ,  Mg     =     J    .ig    d     CO    , 

werden  eindeutig  in  j/.    Nun  hatten  wir  doch  von  vornherein  ■r}=--F^:F^ 
"gesetzt,  wo  F^,  F^  Formen  ( —  ^/g)-ter  Dimenaion  in  X^,  X^  waren.    Man 
findet  hieraus  unter  Benutzung  der  Differentialgleichung  (11): 
(14)  F„_dF^  -  F^dF^  =--.  xdm  , 

wo  y.  eine  unbestimmt  bleibende  numerische  Konstante.     Jetzt  ist 
,    __  -Fe  dF^  —  F^  dF^ 
''  ~  Fl 

Wir  erhalten  also : 

(IM  ^--^-t-,  i,--r-t-% 

^  '■     f;   <^'i  f:.   '^'i 

so  daß  sich  X^,  k^  als  eindeutige  Formen  ( —  2)-te«.  Grades  von  F^,  F^  dar- 
stellen. Übrigens  weist  man  leicht  nach  (oder  schließt  es  aus  (14)),  daß 
-^1'  -^2  "^^^  unendlich  vielen  linearen  Substitutionen  von  rj  entsprechend 
selber  bmare  lineare  Substitutionen  von  der  Determinante  1  erleiden.  Bei 
diesen  bleiben  dann  X^,  X^  ungeändert;  ich  schlage  dementsprechend  vor 
dteselhert  aJs  automoiphe  Formen  von  J'^,  F^  zu  bezeichnen. 

Auch  dieses  Resultat  verallgemeinert  sich  auf  beliebige  algebraische 
Gebilde  Sei  namlieh  )j  auf  einem  solchen  Gebilde  unverzweigt.  Setzt 
man  dann  ij  gleich  dem  Quotienten  zweier  Formen  ^^,  F^,  welche  auf 
dem  algeh atschen  Gebilde  selber  unverzweigt  sind  (vgl.  die  Fußnote  *) 
zu  S  544),  so  hat  man  immer  Formel(li).  Dabei  bedeutet  dco  den- 
jenigen zum  algebraischen  Gebilde  gehörigen  Differential  au  sdruck,  welchen 
ich  im  \oiigen  Jahre  in  meiner  ersten  der  Sozietät  vorgelegten  Note: 
„Zur   Theorie  der  Abelschen  Funktionen"  eingeführt  habe-'^). 

'^)  ^S^-  auch  den  schon  oben  genannten  Aufsatz  in  Bd.  86  der  Math.  Annalen 
[--.Abh.  XGVII  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe]. 
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LXV.  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe. 

[Math,  Annalen,  Bd.  57  (1890).] 

Nachstehend  entwickle  icb  einige  Betrachtungen  über  die  Differential- 
gleichung der  hypergeometrischen  Reihe 

F{l,m,n,x)^l  +  ^j^x+  ^-^^ä^^y-  ^'  +  ■  -  -, 

welche  darin  gipfeln,  daß  ich  die  Anzahl  der  NuHstellen  bestimme,  die  F 
zwischen  x^^O  und  a;  =  1  besitzt.  Ich  hofEe,  daß  nicht  nur  das  so  er- 
haltene Resultat  einiges  Interesse  erregt'),  sondern  auch  die  zur  Her- 
leitung desselben  angewandte  Methode.  Irre  ich  nicht,  so  wird  diese  Me- 
thode bei  der  ferneren  Untersuchung  der  linearen  DifEerentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  noch  mannigfache  Dienste  leisten  können. 

Ti- 
voli der  charakteristischen  Zahl  X ,  welche  einer  linearen  Differential- 
gleiehnng  zweiter  Ordnung  Ibezüglich  eines  Interyalls  zukommt. 

Sei  irgendwelche  lineare  Differentialgleiehimg  zweiter  Ordnung  vor- 
gelegt : 

deren  Koeffizienten  p,  g  zunächst  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen 
sein  sollen,  reell  zu  sein  (wie  wir  denn  überhaupt  zunächst  nur  reelle 
Werte  auch  der  Variabein  x,  y  in  Betracht  ziehen).  Wir  grenzen  auf  der 
X-Achse    irgendein    Intervall   AB    ab,    welches    weder   einen   singulären 

')  In  der  Tat  dürfte  dieses  Resultat  neu  nein;  es  scheint  nicht,  daß  die  im 
Teste  bezeichnete  Frage,  trotz  ihrer  Einfachheit,  bisher  von  anderer  Seite  behandelt 
warde;  von  speziellen  Fällen,  wie  Kugelfunkfcionen  usw.,  natürlich  abgesehen.  — 
Stieltjes  in  Bd.  100  der  Comptes  Eendus  (1885)  und  Hubert  in  Bd.  103  des  Jour- 
nals für  Matheroatik  (1887)  behandeln  den  Fall  der  mit  einer  endlichea  Gliederzahl 
abbrechenden  hypergeometrischen  Reihe.  [Sie  hesohränken  sich  aber  darauf,  die  Ge- 
samtzahl der  reellen  Wurzeln  von  J'=  0  abzuzählen,  zum  Teil  auch  abzugrenzen,  nicht 
aber  für  die   einzelnen   Intervalle    co  0,  Ol,  1  co   die   Anzahlen    au   bestimmen.     K.] 
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Punkt  von  (1)  enthalten,  noch  an  einen  solchen  heranreichen  soll,  und  be- 
trachten den  Verlauf,  welchen  irgendwelche  reelle  Lösung  y  von  (1)  in 
diesem  Intervalle  nimmt.  Wird  y  im  genannten  Intervalle,  indem  es 
immer  wieder  durch  Null  hindurchgeht,  auf  und  ab  oszillieren,  oder  wird 
es,  wenn  überhaupt,  nur  einmal  zu  Null  werden?  Und  wie  groß  wird  im 
ersteren  Falle  die  Zahl  der  in  unser  Intervall  fallenden  Nullstellen  sein? 
Die  so  bezeichneten  Fragen  liegen  jedenfalls  außerordentlich  nahe. 
Aber  es  scheint,  daß  dieselben  seit  den  schönen  Untersuchungen  von  Sturm 
in  den  Bänden  1  und  2  von  Liouvilles  Journal  (1836—37)  kaum  mehr 
ernstlich  bearbeitet  worden  sind.  Sturm  gibt  dort  u.  a.  das  wichtige 
Theorem,  daß  die  Nullstellen  irgend  zweier  linear -unabhängiger  Lösungen 
Vi,  Vi  "o™  (1)  *'™'  Intei'valle  AB  notwendig  abwechseln  (so  daß  also  in 
unserem  Intervalle  die  Wurzeln  der  Gleichung  ?/i  =  0  von  denjenigen  der 
Gleichung  y^=Q  separiert  werden,  und  umgekehrt).  Anschließend  hieran 
will  ich  dem  Intervalle  AB  bezüglich  der  Differentialgleichung  (1)  eine 
bestimmte  charakteristische  Zahl  zuordnen,  welche  fernerhin  mit  X  be- 
zeichnet werden  soll.  Sei  nämlich  y^  eine  solche  Lösung  von  (1),  welche 
in  dem  einen  Endpunkte  des  Intervalls,  etwa  in  A,  versehwindet.  Mit  X 
bezeichne  ich  sodann  die  Anzahl  der  Nullstellen,  welche  dieses  y^  im  Innern 
des  Intervalls  besitzt  (so  daß  also  nicht  nur  die  Nullstelle  in  A  nicht 
mitgezählt  wird,  sondern  auch  nicht  eine  etwa  nach  B  fallende  Nullstelle). 
Aus  dem  Sturmschen  Satze  folgt  dann  sofort,  daß  jede  andere  Parti- 
kidarlösung  y^  von  (1)  innerhalb  AB  mindestens  X-ma?  und  höchstens 
{X-\-l)-mal  verschwindet.  Auf  dieses  X  nun  richten  wir  unsere  Frage- 
stellung. Wir  werden  verlangen  dürfen,  bei  irgendwelcher  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  für  jedes  Intervall  AB  die  Zahl  X  wirklich  zu  be- 
rechnen. Die  so  bezeichnete  Problemstellung  wird  sofort  noch  ein  wenig 
erweitert  werden,  übrigens  in  der  vorliegenden  Arbeit  nur  im  ganz  spe- 
ziellen Falle  zur  Erledigung  gelangen. 


Einführung  des  Quotienten  yi:yi  =  n. 

Unter  y^,  y^  mögen  wieder  zwei  solche  Partikularlösungen  von  (l) 
verstanden  werden,  wie  wir  sie  gerade  betrachteten,  so  also,  daß  j/j  von 
y^  linear  unabhängig  ist,  und  y^  im  Punkte  A  verschwindet.  Der  be- 
stimmteren Ausdrucks  weise  halber  will  ich  noch  annehmen,  daß  y^  im 
Punkte  A  negativ  sei,  während  y.^  von  A  beginnend  positive  Werte  an- 
nehmen mag.  Wir  bilden  uns  den  Quotienten  yx'-y^'^  V  ^^^  fragen, 
wieso  in  den  Werten,  die  er  längs  des  Intervalls  AB  annimmt,  die  cha- 
rakteristische Zahl  X  zur  Geltung  gelangt.    Offenbar  beginnt  ij  hei  x  =  A 
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mit  dem  Werte  —  co  und  geht,  während  x  von  A  bis  B  läuft,  im  ganzen 
X-mal  durch  oo  hindurch.  Aber  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Unendlichk ei ta stellen  unseres  r/  liegt  dem  Sturmschen  Satze  zufolge  eine 
und  nur  eine  Nullstelle  desselben.  Wir  verallgemeinern  dies  [eicht,  in- 
dem wir  neben  y^  und  y^  irgendeine  lineare  Kombination  y^  —  Cy^  ins 
Auge  fassen  und  auf  sie  und  y^  den  Sturraschen  Satz  anwenden.  Wir 
erkennen  dann,  daß  rj  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Unendlieh- 
keitsstellen  überhaupt  jeden  reellen  Wert  G  einmal  und  nur  einmal  an- 
nimmt. Während  x  von  A  bis  B  läuft,  läuft  hiernach  rj ,  ohne  zwischen- 
durch umzukehren  oder  auch  nur  stehen  zu  bleiben,  immer  wiederholt  von 

—  CO  bis  -\-co.     Und  zwar  vollendet  es  diesen  Weg  im  ganzen  X-mal, 

—  eine  Aussage,  bei  welcher  der  Endpunkt  B  als  nicht  mehr  unserem 
Intervalle  angehörig  angesehen  wird,  weil  sonst  in  dem  besonderen  Falle, 
daß  B  NuUstelle  für  y^  ist,  (X  -|-  l)  Durehlaufungen  der  genannten  Wert- 
reihe zu  zählen  sein  würden. 

An  die  so  gewonnene  neue  Bedeutung  des  X  knüpft  nun  sofort  die 
Verallgemeinerung,  welche  wir  gerade  in  Aussicht  stellten.  Ich  will  an- 
nehmen, daß  unsere  Differentialgleichung  (1)  eine  Reihe  reeller  singulärer 
Punkte  besitzen  möge,  die  mit  x  ^=  a,  x^^b,  . . .  bezeichnet  sein  sollen. 
Ich  setze  ferner  der  Einfachheit  halber  voraus,  daß  sich  die  Lösungen  unserer 
Differentialgleichung  in  emem  solchen  Punkte  nicht  nur  regvlär  verhalten, 
sondern  zu  reellen  Exponenten  gehören.  Wir  können  dann  von  dem  Werte, 
den  der  Quotient  i]  irgend  zweier  Parti kularlöaungen  y^,  y^  von  (1)  im 
singulären  Punkte  annimmt,  als  von  einer  wohldefinierten  Größe  sprechen. 
Nur  können  wir  y^,  y^  im  allgemeinen  nicht  so  wählen,  daß  das  eine  in 
x  =  a  von  Null  verschieden  ist,  das  andere  verschwindet;  wir  können  sie 
aber  so  aussuchen,  daß  ihr  Quotient  y^'  y^^^'^i  heix  ^a  unendlich  wird, 
oder,  um  es  bestimmter  zu  sagen,  negativ  unendlich  wird,  wenn  wir  aus 
unserem  Intervalle  auf  den  Punkt  x^=^a  zuschreiten.  Infolgedessen  können 
wir  jetzt  die  Definition  unseres  X  auf  solche  Intervalle  ausdehnen,  die 
einerseits  oder  auch  beiderseits  an  einen  singulären  Punkt  heranreichen. 
Wir  wählen  einfach  ein  solches  i],  welches  in  dem  einen  Endpunkte  des 
Intervalls  (der  mit  dem  singulären  Punkte  a  zusammenfallen  mag)  negativ 
unendlich  wird,  und  zählen  ab,  wie  oft  dasselbe,  wahrend  x  von  a  aus- 
gehend das  Intervall  überstreicht,  seinerseits  den  Weg  von  —  co  bis  +  ^ 
vollendet.  Den  anderen  Endpunkt  des  Intervalls  betrachten  wir  dabei  na- 
türlich, um  mit  unseren  bisherigen  Festseti! ungen  in  Übereinstimmung  zu 
bleiben,  als  selbst  dem  Intervall  nicht  mehr  zugehörig. 

Hiermit  bietet  sich  zugleich  eine  erste  Einschränkung  der  Fragestellung 
des  vorigen  Paragraphen.  Es  seien  a,b,  c,  .  ■ .,  n  die  aufeinanderfolgenden 
singulären  Punkte,  welche  die  X-Achse  trägt.    Dann  interessieren  uns  von 
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allen  Intervallen,  die  man  auf  der  X-&.chse  abgrenzen  kann,  jedenfalls 
die  am  meisten,  die  von  einem  singulären  Punkte  zv/m  nächstfolgenden 
hinreichen,  d.  h.  die  Intervalle  ab,bc,  .  ■  ■,na  selbst.  Wir  wollen  unsere 
anfänglieiie  Forderung  also  dahin  einschränken,  daß  wir  bei  gegebener  Diffe- 
rentialgleichung (1)  nur  für  diese  Intervalle  die  Bestimmung  des  zugehö- 
rigen X  verlangen. 

§3. 

Inbetrachtiiahmo  komplexer  Werte  der  Variabelii. 

Wir  ziehen  jetzt  neben  den  reellen  Werten  von  x  und  t]  beliebige 
komplexe  Werte  derselben  in  Betracht  und  denken  uns  diese  in  einer  X- 
Ebene,  bez.  H- Ebene  gedeutet.  Zugleich  wollen  wir  betrefia  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  einige  vereinfachende  Annahmen  machen.  Wir  wollen 
nämlich  fortan  voraussetzen,  die  Koeffizienten  p,  q  in  (1)  seien  rationale 
Funktionen  von  a;,  wohlverstanden  rationale  Funktionen  mit  reellen  Koef- 
fizienten (damit  die  anfängliche  Forderung  reeller  p,  q  aufrecht  erhalten 
bleibt),  und  ihre  sämtlichen  ünendlichkeitspunkte  seien  durch  Angabe  der 
reellen  ünendlichkeitspunkte  «,  &,  c,  . . .,  n  bereits  erschöpft.  Wir  zer- 
schneiden jetzt  die  X-Ebene  längs  ihrer  reellen  Achse  und  erhalten  so 
zwei  Halbebenen,  von  denen  wir  die  eine,  etwa  die  positive,  der  weiteren 
Betrachtung  zugrunde  legen.  Wir  bezeichnen  ferner  mit  rj  den  Quotienten, 
.  irgend  zweier,  nicht  notwendig  reeller  Partikularlösungen  von  (1).  So 
können  wir  das  konforme  Abbild,  welches  ein  solches  ij  von  der  Halb- 
ebene X  entwirft,  nach  den  Untersuchungen  von  Herrn  Schwarz*)  sehr  ein- 
fach bezeichnen.  Dasselbe  stellt  nämlich  ein  Kreisbogen-^- Eck  vor,  dessen 
Ecken  den  singulären  Punkten  a,b,  . .  .,n  der  X- Achse  entsprechen;  die 
Eckertwinkel  sind  beziehungsweise  Xji,  jxn,  vn,  . ..,  unter  i,  fi,,v,  .. .  die 
Eocponentendi-fferenzen  verstanden,  welche  zu  den  einzelnen  singulären 
Punkten  zugehören.  —  Ersetzen  wir  das  anfänglich  gewählte  ij  durch 
irgendein  anderes,  so  bedeutet  dies  einfach  den  Übergang  zu  einem  [direkt] 
kreißverwandten  Polygon.  Wir  wollen  nur  festsetzen,  daß  fernerhin  kreis- 
verwandte Figuren  als  nicht  wesentlich  verschieden  gelten  sollen.  Dann 
wird  also  zwischen  den  Polygonen  verschiedener  Partikularlösungen  fj  nicht 
weiter  zu  unterscheiden  sein;  wir  können  vielmehr  schlechtweg  von  dem 
Kreisbogenpolygon  der  i^- Ebene  sprechen. 

^)  Vgl.  insbesondere  dessen  Abhandlung  (die  auch  den  foleenden  Ent Wicklungen 
des  Testes  durchweg  zngruude  liegt):  Über  diejenigtn  Falle,  in  denen  dit  Oaußsake 
hypergeometrische  Beike  eine  algebraische  Funktion  ihm  vteiten  BleiaenUi  ist  lOreiles 
Journal,  Bd.  75,  1871—72,  oder  auoh  Gesammelte  mathematisphe  Abhandlungen 
(Berlin  bei  Springer,  1890),   Bd.  2,  8.  211—259) 
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Und  wie  werden  nun  in  der  Gestalt  dieses  Polygons  die  charakfceristi- 
scben  Zahlen  X  hervortreten,  die  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
des  näheren  bezeichneten?  Das  zum  Intervalle  ab  gehörige  X  (um  nur 
von  diesem  zu  sprechen)  bedeutete  dort  die  Anzahl  von  Malen,  daß  ein 
in  bestimmter  Weise  gewähltes  jj,  von  —  co  beginnend,  längs  der  reellen 
Achse  der  i;- Ebene  nach  ~\~co  hinlief,  während  sich  x  von  a  bis  6  be- 
wegte. Das  allgemeine  rj  (welches  eine  kreisverwandte  Figur  beschreibt) 
wird  augenscheinlich  unterdessen,  von  irgendwelchem  Werte  beginnend, 
eine  bestimmte  Kreisperipherie  X-mal  überstreichen.  Das  X  unseres  Inter- 
valles  ab  erscheint  also  als  die  Anzahl  von  Malen,  daß  die  zugehörige 
Seite  des  Polygons  der  rj-Ebene  eine  volle  Kreisperipherie  umspannt, 
ode  tv  das  eUte  i  t  al  d  An  all  lo  Male  d  ß  d  e  bet  effe  de 
Poljgo  ise  te  s  ch  seil  t  ule  dl  ß  Dabe  n  ssen  w  r  natu  1  h  e  ne 
Fe&t  etz  g  t  offen  wel  1  e  de  frühere  Verab  ed  ng  laß  der  Bn  Ip  kt  & 
n  cl  t    n  t  zum  I  te  valle  gezahlt  werde    sollte    ent  pr  cl  t     S  Ute    aml  ch 

le  En Jj  unkt  m  e  e  K  e  &1  og  se  te  t  dem  Aj  fa  g  [  u  kte  de  selben 
a  an  menfallen  o  e  den  wr  das  loch  cht  als  olle  U  nsf  annu  g  e  er 
K  e  sj  e  \  her  e  gelte  las  en  und  be  der  Berech  ng  les  X  als  cl  t  n  t- 
a  hlen 

So  hat   de  n  d  e  Fra^e  tellung  de^   tj      e  a        hr  a      haul   he  F    m 

nf,en  m  n  Wi  olle  das  Poljgon  der  j  Ebene  (  tt  den  W  ikeln 
k7i,  fiji,  . . .,)  betiachten  und  zusehen  uie  gioß  die  Anzahl  ioUe3  Krets- 
peripherieen  ist,  die  im  S^nne  rfe»  gerade  getroffenen  Verabredung  von 
jeder  Seite  dieses  Polygons  umspannt  utrd. 


Spezieller  Ansatz  lur  die  Diffeientulgleichung  der  hypcrgcometrischen 
Bcihe 

Wir  spezialisiere  1  jetzt  unsere  Betrachtungen  auf  den  einfachsten 
Fall,  der  allein  hier  zur  Eileligung  kommen  soll,  indem  wir  nämlich  an 
Stelle  von  (1)  insbesondere  lie  Diffpientialgleichung  der  hypergeometrischen 
Keihe  i^  (?,  m,  ra,  a.)  setzen  BekinntI  ch  hat  diese  Differentialgleichung 
nur  drei  singulare  Punkte: 

(2)  a^  0,     b  =  oo,     G  =  1 

und  in  ihnen  als  Exponenten: 

M'-O,  ,/=!,        v'~0, 

\k"  =  l—n,       n"  ^7n,       v"  =  n  —  l—in; 

die  hypergeometrische  Eeihe  F  (l,  m,  n,  x)  bezeichnet  diejenige  Partikulai'- 

lÖsung,  welche  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  (d.h.  des  Punktes  x  =  0) 

dem  Exponenten   l'  =  0   zugehört.     Ich   will  hier  die  zugehörigen  Expo- 


y  Google 


LXV.  Nullstellen  der  hypargeometrischon  Reihe.  555 

nentendifierenzen    gleich    als   wesentlich    positive    Größen    einführen    und 
schreibe  in  diesem  Sinne: 


■i  =  \l- 


-  l  ~  m\. 


(4)  i-\l~ 

Das  Polygon  der  )j- Ebene  wird  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln 
kn,  fin,  vn.  Und  nun  ist  die  einfache  Aufgabe,  zuzusehen,  wie  oft  sich 
bei  einem  solchen  Dreiecke  die  einzelnen  Kreisbogenseiten  überschlagen 
mögen,  oder,  wenn  wir  die  Sache  ansohauungsmäßig  ins  einzelne  ausge- 
stalten wollen:  Mar  zu  entvnckeln,  me  ein  Kreisbogendreieck  mit  irgend- 
welchen Winkeln  Iti,  jm,  vn  gestaltet  ist.  Um  den  Sinn  dec  letzteren 
Präge  richtig  zu  verstehen,  müssen  wir  uns  vor  Augen  halten,  daß  unsere 
X,  fi,v  beliebig  große  positive  Zahlen  sein  können,  so  daß  wir  ganz  wesent- 
lich auch  solche  Kreisbogendieiecke  zn  betrachten  haben,  bei  denen  in  den 
Ecken  Windungspunkte  liegen,  "übrigens  besitzt  unsere  Frage  durchaus 
elementar  geometrischen  Charakter:  indem  wir  uns  unser  Dreieck  in  be- 
kannter Weise  durch  atereographische  Projektion  auf  die  Kugel  übertragen 
denken,  können  wir  die  sogleich  zu  gebende  Erledigung  unserer  Aufgabe 
geradezu  als  einen  Beitrag  zur  sphärischen  Trigonometrie  bezeichnen'). 
Jedenfalls  gibt  uns  die  analytische  Fragestellung,  von  der  wir  aus- 
gehen, zur  Behandlung  dieser  geometrischen  Aufgabe  einen  ersten  wesent- 
lichen Ansatz.  In  (4)  können  die  X,  ,h,  v  ganz  beliebig  angenommen  werden. 
Deshalb  muß  es  für  jedes  W&rtetripel  l,ft,v  zugehörigt 
ecke  wirklich  geben.  Ich  will  doch  die  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung hersetzen,  der  das  betreffende  r/  genügt.    Dieselbe  lautet  bekanntlich 
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')  Ich  verstehe  hier  unter  „sphärischer  Trigonometrie"  überhaupt  die  Lehre  von 
denjenigen  Kugelfiguren,  die  von  drei  Ebenen  umgienzt  werden.  Die  gewöhnliche 
Voraussetzung  der  niederen  sphärischen  Trigonometrie,  daß  sich  nämlich  diese  drei 
Ebenen  im  Mittelpunkte  der  Kugel  schneiden,  läßt  sich  bekanntlich  immer  durch  An- 
wendung einer  geeigneten  Kreisverwandtachatt  realisieren,  sofern  sieh  nur  die  Ebenen 
in  einem  Punkte  des  Kugeljnneren  treffen.  Zieht  man  dagegen  Ebenen  in  Betracht, 
die  sich  auf  der  Kugel  oder  gai  außerhalb  derselben  treffen,  so  wird  man  das  eine 
Mal  die  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie,  dae  andere  Mal  diejenigen  der  paeudo- 
sphärisohen  Trigonometrie  zu  verwenden  haben.  Die  Fragestellung  des  Textes  steht 
oberhalb  dieser  Unterscheidungen,  sie  bezeichnet  einen  Punkt,  in  welchem  die  ge- 
naimten  dreierlei  Trigonometrien  gleichförmig  unvollständig  sind.  Sämtliche  Trigono- 
metrien  gehen  nämlich  stillßohweigend  von  der  Annahme  aus,  daß  kein  Dreieeks- 
winkel  '>2ii  sei  und  daß  keine  Dreieoksseite  mehr  als  eine  volle  KreiBlinie  umspanne. 
InfolgedeBaen  beschränken  sie  sich  darauf,  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  „tri- 
gonometrischen Punktionen"  der  Winkel  und  Seitenlängen  nachau weisen.  Die  Erj^n- 
zung,  welche  durch  die  im  Texte  zu  gebenden  Entwicklungen  hinzukommt,  bezieht 
sich  darauf,  daß  auch  die  abaolilten  Beträge  der  Winkel  und  Seitenlängen  (die  sioii 
nicht  durch  Sinus  und  Kosinas  festlegen  lassen)  in  Abhängigkeit  gesetzt  werden. 
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Jetzt  kommt  man  aiif  diese  Differential gleichimg  mit  Notwendigkeit,  wenn 
man  es  unternimmt,  ein  Kreisbogendreieck  mit  den  Winkeln  Iti,  iA3i,vn 
derart  auf  unsere  Halbebene  X  abzubilden,  daß  den  Ecken  beziehungs- 
weise die  Stellen  a;  =  0,oo,  1  entsprechen.  Andererseits  drückt  sich  die 
allgemeine  Lösung  von  (5)  in  einer  beliebigen  Partikularlösung  j;  derselben 
in  der  Gestalt  "''  '!  aus.  Wir  schließen:  Haben  wir  ein  erstes  Kreis- 
bogendreieck  mit  den  Winkeln  In,  /j,n,vn  konstruiert,  so  ergibt  sich  aus 
ihm  jedes  andere  [mit  demselben  ümlaufssinn  durch  direkte]  Kreisver- 
wandtschaft. Besonders  diesen  zweiten  Satz  brauchen  wir  im  folgenden 
immerzu,  indem  wir  uns,  wenn  es  sich  um. allgemeine  Aussagen  über  Kreis- 
bogendreiecke gegebener  Winkel  handelt,  schlechtweg  auf  eine  einzelne  Figur 
als  hinreichenden  Beweisgrund  beziehen^}. 

§5. 
Allgemeines  ülber  Kreisbogendreiecte. 

Die  fernere  Behandlung  unserer  geometrischen  Frage  gestaltet  sich 
einfacher  als  man  erwarten  sollte.  Ich  finde,  daß  man  nur  zwei  Arten 
von  Dreiecken  auseinanderzuhalten  bat.  Indem  ich  hier  zunächst  von 
den  speziellen  Formeln  (4)  absehe,  durch  die  wir  die  Buchataben  X,  fi,  v 
ursprünglich  eingeführt  haben,  will  ich  die  X,/j,,v,  durch  die  wir  die  Drei - 
eckswinkel  festlegen,  bis   auf  weiteres   der  Größe  nach  ■  geordnet  denken: 

(6)  A>,a^^v. 
Dreiecke  erster  Art-  sind  mir  dann  solche,  hei  denen 

(7)  JS;.  +  ., 
Dreiecke  zweiter  Art  die  anderen,  für  die 

(8)  X>,n  +  v. 

Für  beide  Arten   von  Dreiecken   entwickle  ich   hier  vor  allem   einen 
arithmetischen  Ansatz,  den  ich  als  Reduktion  bezeichne, 
um  ein  Dreieck  erster  Art  zu  reduzieren,  setze  ich: 

'^  =  ß  +  7, 

und  erhalte  so  in: 

^)  Die  beiden  Sätze  des  Textes  niüeaen  sieh  nafcurlieh  auch  elementargecmetnaih 
beweiseo  laBsen;  ob  dies  in  gleicher  Kürze  gelingt  f  [Einen  elementarseometrisiben 
Beweis  für  den  ersten  dieser  Sätze  hat  Sohilling  in  »semer  Gottingor  DiRBertation 
(Math.  Ancalen,  Bd,  44,  1894)  gegeben.  Daselbst  findet  man  u  a  emen  cmfachdeu 
]Jeweis  für  die  Formel  (17)  der  gegenwärtigen  Abhindlung 
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drei  Zahlen,  die  wegen  (6),  (7)  ^0  sind.  Die  größten,  in  a,ß,y  be- 
zieiinngsweise  enthaltenen,  ganzen  Zahlen  nenne  ich  jetzt  a,h,c'')  und 
achreibe  dementsprechend: 

(10)  a  =  a^a^,       ß  =  h  \-ß„,       y  =  c^y^. 
Wir  setzen  ferner: 

(11)  ^0  =  ^0  +  ^0'        /'o  =  J'o  +  «o.        \=-H^ß>>- 
Wir  haben  dann  offenbar 

(12)  l^-  Xa  +  h-\-c,       n  =  iit,  +  c  +  a,       v  =  v^  +  a-\-h. 

Hier  sind  die  a,  6,  o  irgendwelche  positive  ganze  Zahlen,  die  X^,ii^,v^^ 
aber  bedeuten  drei  Größen,  von  denen  keine  ^  2  oder  größer  als  die 
Summe  der  beiden  anderen  wäre.  Das  Kreisbogendreieck  mit  den  Win- 
keln yt^ji,  Hf^n,  Vf^n  ist  hiernach  selbst  ein  Kreisbogendreieck  der  ersten 
Art.  Ich  bezeichne  dasselbe  als  das  zum  gegebenen  Dreiecke  gehörige 
reduzierte  Dreieck. 

Für  Dreiecke  zweiter  Ajt(8)  gestaltet  sich  die  Reduktion  wesentlich 
einfacher.  Ich  verstehe  unter  m,  n  die  größten  ganzen  in  /(,  v  enthaltenen 
Zahlen  und  schreibe: 

(131  X  =  m -\- n -\-  X^ ,       /n  =  m^  /.i^,,       v  =  n  -j-v^,, 

wobei  l^  >  fi^  -4~  ^0  ■  Wieder  bezeichne  ich  das  Dreieck  mit  den  Win- 
keln Igji,  ,%n,  Vf,n  als  reduziertes  Dreieck.  Ein  reduziertes  Dreieck  zweiter 
Art  ist  einfach  ein  solches  Dreieck  zweiter  Art,  dessen  kleinere  Winkel 
<n  sind.  Die  Zahlen  m,n  in  (13)  bedeuten  dabei  beliebige  positive 
ganze  Zahlen.  — 

Unsere  fernere  Aufgabe  ist  uns  jetzt  klar  vorgezeichnet:  wir  haben 
uns  deutlich  zu  machen,  was  reduzierte  Dreiecke  der  einen  oder  anderen 
Art  geometrisch  sind,  und  insbesondere  zuzusehen,  was  die  Formeln  (12), 

(13)  geometrisch  besagen,  durch  die  wir  bez.  vom  reduzierten  Dreiecke 
zum  allgemeinen  Dreiecke  aufsteigen.  — 

Dabei  denken  wir  uns  die  Dreiecke,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde, 
am  besten  von  vornherein  auf  die  Kugel  übertragen,  und  so  mögen  also 
auch  die  folgenden  Zeichnungen  als  stereo graphische  Abbilder  sphärischer 
Figuren  aufgefaßt  werden 

^)  [Um  Verwechslungen  loizubeugen,  sei  auadiupklicli  hervorgehoben,  daß  in  den 
gg  5 — 7  die  Boohataben  a  b  c  und  m,  r  \  ornb ergehend  eine  andere  Bedeutung 
haben  als  in  den  übrigen  ParaEraphen  dieser  Arbeit) 
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Von  den  Kreisbogendreieeken  der  ersten  Art. 
Hier  zundchst  Piiie  kleine  Musterkaite  lednzierter  Kieisbogendreiecke 
der  ersten  Alt  (auf  der  jeweih  dur<h  Schraffierung  angedputet  ist,  welchen 
Teil  der  Ebene     bez    der  Kuge!  ich  als  die  Di pieekiflache  ansehen  will): 


Fig  1 
Man  abstrahiert  aus  solchen  Beispielen  die  Regel 

Bei  einem  leduz^erten  Kjeisbogendieiecke  eiste)  Alf  lommt  es  nie- 
mals vor,  daß  sich  eine  der  Dreiecksseiten,  selbst  überschlägt. 

Um  diese  Eegel  zu  beweisen,  beachte  man  Formel  (11).  Man  erhält 
sämtliche  reduzierten  Kreisbogendreiecke  erster  Art,  wenn  man  in  ihr  die 
Kg,  ßi^,  y^i  unabhängig  voneinander  alle  Werte  von  0  bis  1  (mit  Ausnahme 
der  1)  durchlaufen,  läßt.  Die  Mannigfaltigkeit  der  reduzierten  Kreisbogen- 
dreiecke erster  Art  bildet  also  ein  Eontinuwm.  Nun  aber  gibt  es,  wie 
wir  gerade  sahen,  sicher  solche  reduzierte  Dreiecke  der  ersten  Art,  bei 
denen  sich  keine  der  drei  Seiten  überschlägt.  Sollte  es  demgegenüber  auch 
Dreiecke  erster  Art  geben,  deren  Seiten  sich  (zum  Teil,  oder  alle)  über- 
schlagen, 30  müßte  auch  die  Übergangsform  vorkommen,  bei  der  eine  Seite 
gerade  einen  vollen  Kreis  ausmacht,  während  die  beiden  anderen  noch 
kleiner  als  ein  Vollkreis  sind.  Man  wird  aber  vergebens  versuchen,  eine 
solche  "Übergangsform  zu  zeichnen:  so  wie  man  es  zwingen  will  (vgl.  die 
nebenstehende  Figur),  so  hat  man  ersichtlich  ein  Dreieck  der  zweiten  Art: 


Fig.  2, 

Wir  wenden  uns  jetzt  gleich  zu  den  Formeln  (12).    Offenbar  können 
;  die  allgemeinsten  Formeln  dieser  Art  in  der  Weise   entstehen  lassen, 
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daß  wir  a,  h,  c  zuerst  alle  glpich  Null  üelimen  und  fie  dann  unabhängig 
voneinander  beliebig  wiederholt  um  eine  Einheit  w  iclisen  las^ien  Um  den 
dureb  (12)  bezeichneten  Prozeß  der  Reduktion  geometrisch  zu  \eistehen, 
werden  wir  fragen  dürfen,  was  der  emzLlne  hiermit  bezeichnete  f^clintt 
(d.  h.  das  Anwachsen  von  a,  oder  6,  oder  c  je  um  eine  weitere  Einheit) 
geometrisch  besagt.  Beginnen  wn  also  dimit  eine  der  Großen  vielleicht  a, 
gleich  1  2U  nehmen,  wahrend  die  anderen  beiden  glenh  ü  bleiben  In 
der  nebenstehenden  Figur,  welche  ein  reduzieiten  Dreiecl  \orstelIt,  wolle 
man  diejenige  Seite  ma  Auge  fassen,  die  dem  Winkel  A„=r  gegenubei liegt 


Fig  3 

Indem  wir  jetzt  a  gleich  1  nehmen  sollen  wir  1-,-t.  und  »„-r  m{Ho+  \)i 
bez.  (fd-l-l)?!  verwandeln  Das  heißt  aber  offenbii  daß  uii'^eiem  Diei 
eck  eine  ganze  Kreis'icheibe  (odei  bessei  gtsif.t  da  wn  ja  auf  dei  Kugel 
operieren  wollen  eine  Kugelkilotte)  augehangt  wiid  wie  dies  die  nach 
stehende  Figur  schildert 


Ft.  4 

Die  Dreiecksseite  wel  he  dem  Winkel  at  gogenubeiliegt  ist  dabei  wie 
wir  kurz  sagen  dürfen  duicb  ibi  Kompjetnerit  eisetzt  woiden  d  h  durch 
ein  Kreisbogenstuck  welches  ebensowenig  sich  überschlagt  wie  die  ur 
apriingliche  Dreiecksseite  selbst  Abei  mit  dieser  Eigenichaft  der  kom 
plementären  Seite  i'^t  die  Moghehl  eit  gegeben  den  gerade  ausgeführten 
Schritt  noch  einmal  zu  wiederholen  indem  wir  a  zu  2  w  erden  lassen  und 
also  die  beiden  Winkel  gleich  [/ig-\-i)n  mid  {v^~\-2)7t  nehmen.  Wir 
haben  jetzt  einfach  an  unsere  komplementäre  Seite  eine  Kugelkalotte  (eine 
Kreisscheibe)  anzuhängen,  diejenige,  welche  in  unserer  Figur,  so  wie  wir 
dieselbe  gezeichnet  haben,  das  Äußere  des  Kreises  (/(,,,  *',,)  ausmacht.  Die 
Dreiecksseife  ist  dadurch  loieder  die  alte  geworden,  in  den  sie  abschlie- 
ßenden Ecken  liegen  jetzt  aber  Windungspunkte. 
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Das  neue  Dreieck  besteht,  können  wir  sagen,  aus  der  Summe  des 
anfonglichea  (reduzierten)  Dreiecks  und  der  einfacli  gerechneten  Gesamt- 
kugelfläche. —  Nichts  hindert  jetzt,  die  so  geschilderten  heiden  Operationen 
alternierend  beliebig  oft  zu  wiederholen,  und  ao  a  zu  einer  beliebig  großen 
ganzen  Zahl  anwachsen  zu  lassen.  Bei  jedem  neuen  Schritte  wächst  die 
bis  dahin  erhaltene  Dreiecksfläche  erneut  um  die  eine  oder  die  andere 
Kugelkalotte,  und  wenn  wir  das  eine  Mai  die  ursprüngliche  Dreiecksseite 
als  Begrenzung  erhalten  hatten,  so  folgt  das  nächste  Mai  das  Komple- 
ment, und  umgekehrt.  —  Ganz  ähnlich  machen  wir  es  jetzt  hinterher 
mit  b  und  mit  c.  Die  geometrische  Operation  ist  dabei  ganz  dieselbe,  wie 
bei  a,  nur  daß  jetzt  die  zweite,  resp,  die  dritte  Seite  des  ursprünglichen 
reduzierten  Dreiecks  in  Anspruch  genommen  und  alternierend  in  ihr 
Komplement  verwandelt  wird  oder  in  ursprünglicher  Form  wieder  erscheint.  — 

Der  hiermit  geschilderte  Prozeß  ist  alles  in  allem  ao  einfach,  daß  er 
in  der  Tat,  wie  wir  es  in  Aussicht  nahmen,  ein  völlig  anschauliches  Bild 
von  der  Gestalt  des  allgemeinen  Kreisbogendreiecks  erster  Art  vermitteln 
dürfte.  Uns  interessiert  dabei  natürlich  vor  allen  Dingen,  was  über  die 
Längen  der  jedesmaligen  Dreiecksseiten  ausgesagt  werden  kann.  In  dieser 
Hinsicht  haben  wir  offenbar : 

Bei  einem  Kreisbogendreiecke  erster  Art  bleibt  ausgeschlossen,  daß 
sich  a/uch  nur  eine  seiner  drei  Seiten  '< 


Von  den  Kreisbogendreiecken  der  zweiten  Art, 

Die  Dreiecke  aweiter  Art  erledigen  sich  jetzt  sehr  rasch. 

Betrachten  wir  zuerst,  was  der  emfachste  Fall  ist,  ein  Dreieck 
zweiter  Art  mit  zwei  rechten  Winkeln  {bei  dem  also  /i^  =  )'y  =  .,-  ist, 
vgl.  die  Figur): 


Da  hat  es  keine  Schwieiigkeit  sich  den  Wmkel  A^.-i  beliebig  groß  (auch 
>  2  jt)  zu  denken,  und  es  ist  offenbar,  diß  sich  dabei  die  ihm  gegenüber- 
liegende Seite 

überschlägt,  unter  Sl  die  größte  ganze  Zahl  verstanden,  welche  in  -^  ent- 
halten  ist,    oder  genauer,  da  wir  es  noch  nicht  als  volle  Überschlagung 
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iLHlmeii  wollten,  wenn  Anfangspunkt  und  Endpunkt  einer  Seite  gerade 
zusammenfallen:  unter  E  die  größte  ganze  Zahl  verstanden,  welche 
von  -^  überschritten  wird.  Die  beiden  anderen  Dreiecksseiten  überschlagen 
sich  natuilich  nicht. 

Von  Figur  5  gehen  wir  nun  leicht  zu  einem  reduzierten  Dreiecke 
zweiter  Art  über,  bei  welchem  /*„  und  Vg  nicht  gerade  gleich  y  sind.  Wir 
haben  einfach  entlang  einer  jeden  der  beiden  kurzen  Seiten  der  Figur  5 
(dieser  Ausdruck  ist  ja  wohl  ohne  weitere  Erläuterung  verständlich)  ein 
Kreissegment  entweder  wegzunehmen  oder  auch  hinzuzufügen.  Ich  er- 
läutere hier  beides  durch  eine  Figur,  indem  ich  »■(!  ^  y  lasse,  aber  /ly  das 
eine  Mal  kleiner,  das  andere  Mal  größer  als  -^  nehme: 


Fig.  6. 

Bei  dieser  Änderung  behalten  die  beiden  kurzen  Seiten  au  genschein  lieh 
ihre  Eigenschaft,  sich  nicht  zu  überschlagen.  Ob  es  die  dritte  Seite  (die 
lange  Seite,  wie  wir  sagen  wollen)  tut  oder  nicht,  konstatieren  wir  am 
leichtesten,  indem  wir  ein  Hilfsdreieck  mit  zwei  rechten  Winkeln  kon- 
struieren, weiches  mit  dem  gegebenen  Dreiecke  die  Ecken  und  die  lange 
Seite  gemein  hat;  ich  habe  die  kurzen  Seiten  dieses  Hilfsdreiecks,  soweit 
sie  nicht  mit  Seiten  der  ursprünglichen  Dreiecke  zusammenfallen,  in  der 
Figur  punktiert.  Der  Winkel,  welcher  in  diesem  Hilfsdreiecke  der  langen 
Seite  gegenüberliegt,  ist  augenscheinlich 

Daher  ist  die  Anzahl  der   vollen   Überschlagungen,   welche  unsere  lange 

Seite  im  Sinne  von  (14)  darbietet: 

(15)  ^(W^^cti). 

Nichts  ist  jetzt  leichter,  als  vom  reduzierten  Dreiecke  der  zweiten 
Art  zum  allgemeinen  überzugehen.  Die  Formeln  (13)  belehren  uns,  daß 
wir  dies  erreichen,  indem  wir  die  Zahlen  m,  n  von  Null  beginnend,  un- 
abhängig voneinander  beliebig  oft  um  eine  Einheit  wachsen  lassen  und 
dadurch  das  eine  Mal  die  Winkel  Xn,  fin,  daa  andere  Mal  In  und  vti 
immer  wieder  um  ti  vermehren.  Aber  die  Dreiecksseiten,  welche  die 
Winkel  Itz,  fin,   resp.   Xn,  vn   verbinden,   überschlagen   sich   nicht,    wie 

Klein,  Gesaramelte  ninth,  Abhandlungen.  II.  .36 
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wir  wissen.  Daher  handelt  ea  sich  hier  geometrisch,  um  wiederholte  An- 
wendung ganz  derselben  Operation,  die  wir  soeben  bei  den  Dreiecken 
erster  Art  schilderten,  und  die  in  der  Anhänguiig  einer  Kugelkalotte  an 
eine  sieh  nicht  überschlagende  Dreieckaseite  bestand.  Die  einzelne  kurze 
Seite  unseres  reduzierten  Dreiecks  wird  dabei  bald  in  ihr  Komplement 
verwandelt,  bald  kommt  sie  wieder  in  ihrer  ursprünglichen  Form  zum 
Vorschein,  wie  wir  hier  kaum  erneut  zu  schildern  haben.  —  Damit  aber 
haben  wir  in  der  Tat  eine  ganz  klare  Vorstellung  von  dem  Zustande- 
kommen eines  allgemeinen  Kreisbogendreiecks  der  zweiten  Art  gewonnen. 
Man  beachte  noch,  daß  vermöge  (13): 

X~  fi  —  v^X^  —  fi^-v^. 
Indem  wir  auf  (15)  zurückgreifen,  haben  wir  offenbar: 

Auch  bei   einem  Dreiecke  zweiter  Art  überschlagen  sich  diejenigen 
Seiten  nicht,  welche  den  beiden  kleineren   Winkeln  gegenüberliegen.     Die 
dritte  Seite  aber  bietet  evtl.  eins  größere  Zahl  von  Sdbstvberschlagungen 
dar;  diese  Zahl  ist  durch 
(16)  E{^-^t^ti) 


Das  allgemeine  geometrische  Resultat.    Die  Charakteristik  X  der 
hypergeometrisehen  Differentialgleiehnng  für  das  Intervall  Ol. 

Ehe  ich  jetzt  zur  anfänglichen  analytischen  Fragestellung  des  §  4 
zurückkehre,  fasse  ich  vorab  die  inzwischen  gewonnenen  geometrischen 
Resultate  in  einen  allgemeinen  Satz  zusammen.  Wir  erreichen  dies,  indem 
wir  die  Bedeutung  des  E  noch  dahin  modifizieren,  daß  es  die  größte 
ganze,  positive  Zahl  sein  soll,  welche  von  dem  dem  E  beigesetzten  Argu- 
mente überschritten  wird,  —  so  daß  also  E  allemal  Null  ist,  wenn  das 
Argument  negativ  oder  ^  1  ist.  Wir  können  dann  nämlich  jede  Größen- 
ordnung der  Winkel  Xn,  /in,  vti,  wie  auch  die  Unterscheidung  der  Drei- 
ecke erster  und  zweiter  Art  aufgeben  und  so  sagen: 

In  einem  KreisbogendreiecJce  mit  den  Winkeln  Ajt,  f^^,  vn  über- 
schlägt sich  die  dem  beliebigen  Winkel  X  tc  gegenüberliegende  Seite  so  oft, 
als  das  Symbol 

(17)  4--^^') 

angibt. 

In  der  Tat:  dieses  E  ist  bei  Dreiecken  erster  Art  immer  Null,  bei 
Dreiecken  zweiter  Art  aber  nur  dann  eventuell  von  Null  verschieden, 
wenn  X  gerade  den  größten  der  drei  Winkel  bezeichnet:  in  diesem  Falle 
aber  stimmt  (17)  mit  (16). 
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Und  nun  gehen  wir  zur  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
zurück.  Wir  wollen  uns  da  gleich  auf  das  Inteivall  Ol  der  X-Achse 
beschränken,  das  uns  von  Anfang  an  besonders  mteresaierte.  Offenbar 
haben  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (4): 

Die  charakteristische  Zahl  X,  welche  dem  Intervalle  Ol   hinsichtlich 
der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  zukommt,  ist  durch  folgende 
Formel  gegeben: 
(18)  x.-E(l'-"!-l'-'fi-  =  '--'^L<J). 

Wir  wollen  diese  Formel  noch  etwas  spezifizieren.  Erstlich  wollen 
wir  annehmen,  daß  l^m  sei,  worin  keine  Partikularisation  liegt;  wir 
können  dann  statt  |?  — m|  einfach  (Z  —  m)  aehreiben.  Übrigens  aber 
unterscheiden  wir,  ob  (1  —  n)  und  (n  -—l  —  m)  ^0  oder  ^  0  sind  (das 
Nullsein  wird,  weil  es  keinen  Unterschied  macht,  jeder  der  beiden  Möglich- 
keiten zugerechnet).     Wir  erhalten  so  folgende  Tabelle: 


(19) 


n-l-m^O 

n-l-m-^a 

1  -«^0 

X--B(l-1») 

%~M{l-tt+l} 

1  -nä» 

X~E(n--m] 

x-j;(!) 

§!>■ 
Ton  äen  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Belhe  _F  im  Intervalle  Ol. 

Die  Formeln  (18)  und  (19)  bezeichnen  das  eigentliche  in  dieser  Arbeit 
abzuleitende  Resultat.     Inzwischen  wollen  wir  dasselbe  jetzt  noch  so  um- 
setzen, daß  jene  elementare  Frage  erledigt  wird,  welche  in  der  Einleitung 
bezeichnet  wurde:   Wie  oft  verschwindet  die  hypergeometrische  Reihe 
F(l,m,n.,x) 

im  Intervall  von  x  =  0  bis  x^^  l'i 

Wir  müssen  hier  einige  Vorbemerkungen  machen. 

Erstlich  bemerken  wir,  daß,  wegen  des  Bildungsge8etzes_  der  Reihe  F, 
das  sogenannte  dritte  Element  n  niemals  Null  oder  eine  negative  ganze 
Zahl  sein  kann:  es  würden  sonst  alle  Glieder  der  Reihe  von  einer  be- 
stimmten Grenze  ab  unendlich  groß  sein.  Daher  ist  die  im  folgenden 
verschiedentlich  auftretende  Konstante  T  (n)  notwendig  eine  endliche  Größe. 

Zweitens  erinnern  wir  daran,  daß  die  Reihe  F  für  x  ^  l  nur  unter 
der  Voraussetzung  {n  —  l  —  m)  >  0  konvergiert.  Es  kann  uns  das  aber 
nicht  hindern,  auch  im  Falle  [n  ~  l  —-  m)  ^0  von  dem  Werte  zu  sprechen, 
den  die  Funktion  F  von  oc,  wenn  man  von  x  =  0  kommend   auf  ^  =  1 

30* 
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zusciireitet,  bei  x^  1  annimmt.  Dieser  Wert  ist  dann  freilich  immer  un- 
endlich; aber  es  wird  unterschieden  werden  können,  ob  er  positiv  oder 
negativ  unendlich  ist,  — 

Wir  handeln  ferner  von  den  verschiedenen  Lösungen,  welche  unsere 
Differentialgleichung  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  0  besitzt; 

Ist  n  keine   ganze   Zahl,  so   existiert  daselbst  neben  F   eine  zweite 
Partikularlös ung  G,  die  wir  in  die  Form  setzen  können 
(20)  G-i'-.f,(a.), 

unter  ^{x)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe  verstanden,  in  welcher  das  konstante  Glied  (das  Glied  nullter 
Dimension)  von  Null  verschieden  ist.  Dieses  G  wird  also  für  x=^0  un- 
endlich, sobald  1  —  w  <  0,  dagegen  Null,  sobald  1  —  n  ~~^  0  —  I'.t  aber  n 
ganzzahlig  (was  nach  der  gerade  gemachten  Bemerkung  n  0,  also 
1  —  n  ^  0  bedingt),  so  tritt  neben  F  eine  Partikulaiiosung  G,  deren 
analytischer  Ausdruck  einen  Logarithmus  enthält,  und  die  dabei  fui  -c  ^=  0 
jedenfalls  unendlich  wird.  —  Hiermit  halten  wir  zusammen,  daß  F  selbst 
für  x  =  0  gleich  1  ist.     So  folgt; 

Ist  ( 1  —  ra)  ^  0 ,   so  wird  bei  a:  =  0  -^  unendlich,   ist  ( 1  —  w)  >  0 , 
F 

so      gr. 

Wir  erinnern  uns  jetzt  der  Formeln  (18),  (19)  für  X  und  der  Be- 
deutung, welche  wir  der  Zahl  X  in  §  1  und  §  2  erteilten.  So  haben  wir 
offenbar  den  Satz: 

Für  (1  — m)^0  verschwindet  F,  für  (1— n)>0  verschwindet  G 
im  Inneren  des  Intervalls  Ol  genau  X-mal. 

Hiermit  ist  die  Frage  nach  der  Zahl  der  Nullstellen  von  F  nur  erst 
im  Falle  (1  —  n)  ^  0  entschieden,  im  anderen  Falle  können  wir  nach  §1 
vorab  nur  erst  sagen: 

Ist  (1  —  w)  >  0,  80  ist  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  F  im.  Inter- 
valle Ol  entweder  X  oder  X  -]-  1 . 

Zwischen  den  beiden  hier  vorliegenden  Möglichkeiten  unterscheide  ich 
nun  durch  eine  Hiifsbetrachtung,  indem  ich  nämlich  das  Verhalten  der 
Lösung  F  unserer  Differentialgleichung  und  einer  anderen  linear  unab- 
hängigen Lösung,  die  wieder  G  heißen  soll,  bei  a;  —  1  in  Betracht  ziehe. 

In  dieser  Hinsieht  können  wir  nach  §  1,  2  jedenfalls  sagen: 

Satz  1:  Wird-p  hei  a;  =--=  1  unendlich,  so  hat  F  im  Intervalle  Ol 
genau  X  Nullstellen. 

Die  Bedeutung  der  Charakteristik  X  eines  Intervalls  bleibt  nämlich 
dieselbe,  mögen  wir  das  Intervall   mit  seinem   einen  oder  seinem  anderen 
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Endpunkte  beginnen.  —  Übrigens  kann  -^  =  cc  bei  3:  =  1  entweder  so 
eintreten,  daß  G  endlich  bleibt,  während  F  verschwindet,  oder  auch  so, 
daß  G  unendlich  wird,  während  F  endlieh  bleibt.   — 

Liegt  nun  aber  der  hiermit  besprochene  Fall  nicht  vor,  so  suche  ich 
das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  weiches  die  durch  F  gegebene  Funktion 
bei  x=  1  besitzt  (sofern  wir  uns  dem  Werte  x  —1  von  a;  =  0  kommend 
nähern).  Indem  #  f ür  a;  =  0  gleich  1,  d.  h.  positiv  ist,  werden  wir  offen- 
bar haben: 

Satz  2:  Je  nachdem  F  bei  x  ^-=  l  positiv  oder  negativ  ist,  -werden 
toir  im  Intervalle  Ol  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Nidl- 
stellen  des  F  haben; 

und  dies  ist  dann  der  Satz,  durch  den  wir  gegebenenfalls  zwischen  den 
beiden  Zahlen  X  und  X  -|-  1  entscheiden  können.   — 

Es  gilt  jetat,  den  so  gefundenen  allgemeinen  Ansatz  ins  einzelne 
duichzuf Uhren.     Ich  unterscheide  dabei,  ob  [n  —  l  —  m)>  0,   <  0,    —  0. 

a)  Erste  Annahme:  {n  —  l  —  m)  >  Q,  {l  —n)>  0. 

Für  (n  ~l  —  m)>0  konvergiert  F  bei  x=l  bekanntlich  zu  dem 
Werte: 

rw.r(.-;-m) 
^^^)  r(«-0'r(«-m)' 

der  jedenfalls  endlich  ist  (vgl.  die  oben  über  r(n)  vor  auf  geschickte  Be- 
merkung) und  verschwindet,  wenn  {n  —  l)  oder  (n  —  m)  Null  oder  eine 
negative  ganze  Zahl  ist.  Im  letzteren  Falle  findet  Satz  1  Anwendung 
und  wir  sagen  also: 

Ist  (1  —  n)  und  (n  -  ■  l  —  m)  >  0  und  (n  —  l)  oder  {n  —  m)  Null 
oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  hat  F  im  Intervalle  Ol   X  Ä^ullstellen. 

Andemfallsuntersuchenwirda8Vorzeichenvon(2l).  Da(K.— Z— m)>0, 
so  ist  r{n  —  l  —  m)  positiv,  und  das  Vorzeichen  von  (21)  stimmt  mit 
demjenigen  des  Produktes  r {n)-^  (n  —  l)-\'(n  -  m)  überein.  Wir  sagen 
also  nach  Satz  2: 

Ist  (1  —  n)  und  {n  —  l  —  m)>0,  aber  weder  {n  —  l)  noch  {n  ~  m) 
NuU  oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  wird  von  den  beiden  Zahlen  X 
und  X  -f- 1  die  gerade  oder  die  ungerade  richtig  sein,  je  nachdem  das 
Produkt  r  (n)  ■  T  (w  ~  !)  ■  f  (n  —  m)  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

b)  Zweite  Annahme:  (n  —  l  —  m)<0,  (1  —  n)  >  0. 

Ist  {n  —  l~  m)  nicht  ganzzahlig,  so  haben  wir  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x  =  1  eine  Lösung  G  unserer  Differentialgleichung,  für  welche 
die  Darstellung  besteht 

(l_j,)-'-'-,<P(I-.«); 
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ist  aber  (n  ~  l  —  m)  ganzzahlig,  so  gibt  es  Lösungen  G,  in  deren  ana- 
lytische Darstellung  der  Logarithmus  von  (1  —  3:)  eingeht.  Daher  existiert 
also,  wenn  wir  jetzt  die  Annahme  {n  —  l  —  m)  <.0  machen,  auf  alle  Fälle 
eine  Lösung  G,  welche  bei  x^l  unendlich  wird.  Wir  werden  hiernach 
die  Voraussetzung  des  Satzes  1  haben,  sobald  im  vorliegenden  Falle  F 
für  X  ^  l  endlich  bleibt.  Dies  tritt  nun  (man  denke  an  das  Bildungs- 
gesetz der  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Eeihe  F)  jedenfalls  dann  ein, 
wenn  l  oder  m  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Daher  haben 
wir  vorab: 

Ist  (1  ~  m)  >  0  und  {n  —  l  —  m)  <  0  und  l  oder  m  Null  oder  eine 
negative  ganze  Zahl,  so  hat  F  im  Intervalle  Öl  X  Nullstellen. 

Andernfalls  lassen  wir  (um  Satz  2  anwenden  zu  können)  eine  Trans- 
formation unserer  hy  per  geometrischen  Eeihe  eintreten.     Wir  haben : 

(23)  F(hm,n,x)-={\  -  x)"'''"'  ■  F {n  -  l,  n  -  m,  n,  x). 

Hier  wird  der  erste  der  beiden  rechts  stehenden  Faktoren,  indem  wir  von 
X  ^0  auf  X  ^  1  zuschreiten,  positiv  unendlich,  und  kann  also  bei  der 
Beurteilung  des  uns  interessierenden  Vorzeichens  beiseite  gelassen  werden. 
Der  andere  Faktor  aber  (die  neue  hypergeometrische  Reihe)  konvergiert 
bei  a:  ^  1  zu  dem  Werte: 

den  wir  nun  gerade  so  diskutieren,  wie  vorhin  den  Wert  (21).  Wir  er- 
kennen zunächst,  daß  (24)  jedenfalls  endlich  ist  und  nur  in  denjenigen 
beiden  Fällen  verschwindet,  die  wir  schon  vorweggenommen  haben  (daß 
nämlich  1  oder  m  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  iat).  In  allen 
anderen  Fällen  stimmt  das  Vorzeichen  von  (24)  mit  dem  des  Produktes 
r(?)- r(«i)  ■  r(«)  überein.     Wir  folgern  also: 

Ist  (1  —  n)  >  0  und  {n  —  l  ~  m)  <  0  und  weder  l  noch  m  Null 
oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  gilt  von  den  beiden  Zahlen  X  und 
X  +  l  die  gerade  oder  die  ungerade,  je  nachdem  das  Produkt  r  {l)-r{m)-r{n) 
positiv  oder  negativ  ist. 

c)  Dritte  Annahme:  (n  —  l  —  m)  =  0,  (1  —  n)  >  0. 

Diese  Annaimie  weiden  wir  hier  als  Grenzfall  zwischen  den  An- 
nahmen a)  und  b)  gelten  lassen.  In  der  Tat  werden  die  beiden  unter  a) 
aufgeführten  Sätze  mit  den  unter  b)  gegebenen  identisch,  sobald  wir  in 
ihnen  n  —  l  —  m^O  nehmen  und  also  n~l^m,n  —  m^l  setzen.  Ich 
unterlasse  es,  noch  länger  hierbei  zu  verweilen.  — 
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Hiermit  ist  die  Zahl  der  Nullstellen  von  F  im  Intervalle  Ol  in  jedem 
Falle  sicliergesteUb  ^), 

Natürlich  würden  wir  auch  für  (1  —  n)  ^  0  (wo  sich  oben  die  Zahl 
der  Nullstellen  ohne  weiteres  gleich  X  fand)  das  Verhalten  von  F  bei 
3:  =^  1  in  Betracht  ziehen  können.  Wenn  dabei  im  Resultat  schließlich 
alle  Fallunters cheidungen  wegfallen,  so  liegt  dies  daran,  daß  für  {1  —  n)  ^  0 
r(n)  ein  festes  Vorzeichen  hat,  was  für  (1  — /^)  >  Ü  selbstverständlich 
nicht  der  Fall  ist. 

Göttingen,  den  5.  September  1890. 


"]  Ich  habe  die  sämtlichen  im  Texte  entwickelten  Sätze  während  d 
Juli  in  meiner  Vorlesung  über  Differentialgleichungen  vorgetragen,  auch  der  Göttinger 
Sozietät  der  Wiaaenschalt«n  am  1.  Auguat  darüber  Mitteilung  gemacht  (vgl.  Göttinger 
Nachrichten  vom  Jahre  1890,  Nr.  10).  [Vgl.  ferner  einen  Vortrag  vor  der  mathe- 
matischen Sektion  der  Bremer  Natuttoraoherversammlung,  vom  16.  September  1890. 
Siehe  auch  die  Note  von  Hurwitz  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1890  (Sitzung 
vom  6.  Dezember),  in  welcher  Sturmsche  Ketten  aus  verwandten  hypergeometriechen 
Funktionen  aufgestellt  werden.  Die  dort  benutzten  Methoden  sind  von  den  meinen 
nur  äußerlich  verschieden,  weil  ja  alle  die  Dreiecke,  die  ioh  aus  einem  reduzierten 
Dreiecke  durch  Anhängung  herstelle,  verwandt  sind.  —  Wegen  weiterer  Anwendungen 
der  geometrischen  Methode  zur  Bestimmung  der  NuUstellen  der  hypergeometrlBohen 
Funktion  siehe  Nr.  18d  in  dem  Artikel  von  Hilb  über  lineare  Differentialgleichungen 
in  Bd.  IIa  der  mathematieohen  Enzyklopädie  (abgeachlosBen  1913).  Aul3erdem  vgl.  die 
Note  von  Hilb  und  Faiokenberg  „Die  Anzahl  der  NuUstellen  des  Hankeischen 
Funktion"  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.   1916.     K.] 
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durch  bestimmte  Integrale. 

[Math.  Annalen,  Bd.  38  (1891)'); 

Bekanntlich  hat  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  in  den  letzten 
Jahren  dadurch  einen  bemerkenswerten  neuen  Aufschwung  genommen,  daß 
man  sieh  entschloß,  die  Integrale  ganz  allgemein  durch  geschlossene  Wege 
im  komplexen  Gebiete  (auf  denen  die  zu  integrierende  Funktion  ihren 
Anfangswert  wieder  annimmt)  zu  definieren,  —  wobei  denn  alle  die  Aus- 
nahmen, welche  die  ältere  Theorie  wegen  des  Unendlichwerdens  der  zu 
integrierenden  Funktion  statuieren  mußte,  oder  auch  die  Kunstgrifie,  zu 
denen  sie  in  solchen  Fällen  ihre  Zuflucht  nahm,  von  selbst  in  Wegfall 
kommen^}.  Ich  möchte  nun  darauf  hinweisen,  daß  die  Darstellung  diesoi 
Verhältnisse   noch  um  vieles'  eleganter  wird,   wenn  man  sich  entschließt. 


')  [Vorliegende  Abhandlung  ist  der  zweite  Teil  der  in  den  Math.  Ännden, 
Bd.  38  unter  dem  Titel  „Über  Norraierimg  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung"  erschienenen  Arheit,  Der  erste  Teil  derselben  stimmt,  wie  schon  bemerlit, 
mit  dem  ersten  Teil  der  oben  abgedruckten  Abhandlung  LXIV  „Zur  Theorie  der 
allgemeinen  Lamösehen  Functionen"  aus  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J.  1890  überein. 
Siehe  auch  die  Fußnote  ")  auf  Seite  544.] 

2j  Vgl.  Camille  Jordan  in  Bd.  in  seines  Cours  d'analyse,  8.  241(1.  (1887),  — 
Nekrasaoff  in  der  „Mathematischen  Sammlung"  der  Moskauer  mathematischen  Ge- 
sellschaft von  18S7  an  (die  genaueren  Zitate  vgl.  bei  Pochhammer  in  Bd.  37  der  Math. 
Annalen,  8.543),  —  Pochhammerinden  Bänden  35,  36,37(1890)  der  Math.  Annalen. 
—  Die  Idee  selbst  geht  wohl  unzweifelhaft  auf  Eiemaan  zurück,  der  ja  die  Perioden 
der  Abelsohen  Integrale  in  enteprechender  Weise  definierte  (durch  geschlossene  Wege 
auf  den  zugehörigen  Biemanneohen  Flächen).  Indessen  finden  sich,  was  den  ali- 
gemeinen Ansatz  und  seine  Bedeutung  für  die  Theorie  der  gewöhnlich  betraoljteten 
bestimmten  Integrale  angeht,  in  Riemanns  publizierten  Arbeiten  nur  Andeutungen 
(vgl  Werke  1  Aufl  S  77  137  404  2  Aufl  S  92  U6  426)  an  welche  dann  zu 
nächst  Hankel  (SohlomilehsZetschnft  Bd  9  1864  und  Thomae  (ebenda  Bd  14 
1869)  anknüpften  die  aber  immer  noch  an  den  chk /enfo  m  ge  I  tegrat  onswege 
festhielten  d  h  an  Integrat  ons  vegeu  die  von  e  nem  best  n  Un  Punkte  Busla  fen  1 
zu  eben  d  e  em  best  n  mten  Punkte  zurückfuhren  wom  t  d  e  ga  ze  AUgemc  nhe  d  e 
hier  anzuH  rebofl  s  sozusagen  erst  zur  Hälfte  ecre  ht  ist  [Ce  auerc  übe  P  e 
n  a  na  Ideen  s  jetzt  a  s  de  oa  Vi  rt  nger  und  Noether  herausgegebenen 
Na  htragen  z     E   emanns  Vte  ken  z     ent  ehmen      Sehe  da,elbst  S   69 — 75 
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auch  hier  homogene  Veränderliche  anzuwenden,     Unter  (2a)...   die  De- 
terminanten (iäi^^i  ^  2^«^)  usw.  verstanden,  wird  man  zunächst  Integrale 
der  folgenden  Art  betrachten: 
(1)  !(mnzt)'...(zxrizdz), 

wo  a-j- ß -\-  . .. -[-v  natürlich  gleich  (—2)  zu  nehmen  ist  und  die  Inte- 
gration über  solche  geschlossene  Kurven  der  s-Ebene  zu  nehmen  ist,  wie 
sie  Herr  Pochhammer  als  Doppeluraläufe  bezeichnet.  Ist  die  Zahl  » 
der  hier  auftretenden  singulären  Punkte  gleich  2,  50  verschwindet  das 
Integral  identisch;  ist  sie  gleich  3,  so  hat  man  im  wesentlichen  ein  Euler- 
achea  Integra!  erster  Gattung  (bei  welchem  dann  die  Gleichberechtigung 
der  drei  Exponenten  a,  ß,  y,  die  sonst  auf  indirektem  Wege  erschlossen 
wird,  unmittelbar  hervortritt).  Für  7i=4  kommen  diejenigen  Integrale, 
durch  welche  man  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihen 
integriert,  beziehungsweise  die  Eiemannsehe /"-Funktion  darstellen  kann. 
Auch  bei  letzterer  ist  selbstverständlich  der  Gebrauch  homogener  Variabler 
indiziert.     Riemann  unterwirft  die  Exponenten  seiner  Funkfcion 


(2) 


bekanntlich  der  Bedingung,  als  Summe  die  Eins  zu  geben: 

(3)  i'  +  /'  -I-  //  +  /i"  +  v'  +  v"^i, 

und  an  dieser  Bedingung  ändert  sich  nichts,  wenn  wir  P  mit  einem  ge- 
eigneten Faktor  multiplizieren,  der  nar  bei  x  —  a,b,c  unendlich  wird, 
beziehungsweise  verschwindet : 


(4) 


(x-ay-{x-b)"'-(x-c)"-P'  l' 


a  h 

k"+l     //'  +  « 


/'  +  » 


In  der  Tat  muß  ja  hier  ?  +  m  +  »^0  genommen  werden,  weil  anderen- 
falls der  Punkt  a;  =  00  singulär  werden  würde.  Indem  wir  homogene 
Variable  einführen,  können  wir  die  Bedingung  (3)  beiseite  schieben. 
Schreiben  wir  nämlich  statt  der  in  (4)  auftretenden  Diäerenzen  [x  —  a)  usw. 
entsprechende  Determinanten  [x^a^  —  x.^a^), . ..,  so  hindert  nichts,  eine 
Funktion  TT  der  homogenen  Veränderlichen  x^^  x.^  (eine  Form, 
durch  die  Gleichung  zu  definieren: 
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(5) 


n -~  (xa)' ~  {xb}"  ■  {a:e)"  ■  P  \ 


wo  nun  die  /,  m,  n  beliebig  anzunelimen  sind.    Wir  bezeichnen  dieses  TT, 
indem  wir  für  ^' -\-  l,  . . .  wieder  Ifurz  k', ...  sclireiben,  mit 

6 
(6)  n 


die  Summe ^'    '  f' '- — '—      -  stellt  dann  den  Grad  dar,  tvelcken 

das  TT  in  x^,  x^  besitzt. 

Indem  wir  die  l,  m,  n  in  (5)  zweckmäßig  wählen,  können  wir  dieses  TT 
natürlich  in  verschiedener  Weise  normieren.    Sei  der  Kürze  halber; 


(7) 

Dann  können 


(8) 


wir   als  Normal-TT  beispielsweise   das   folgende   betrachten: 
\        a  h  c 


n 


+  ■: 


oder  auch  das  folgende: 

(9) 


-  ö-     +v     x^,x^ 


0     0     0 


(welches  auf  acht  Weisen  herzustellen  ist,  weil  die  i.,,u,v  in  (7),  indem 

man  die  k\  k"  usw.  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht,  beliebig  im  Vorzeichen 

geändert  werden   können).     Hier  ist   das   durch  Formel  (8)  gegebene  TT, 

vom  Gfrade   —  |    in   den   x^jX^,    dasjenige,    weiches    durch   die   normierte 

Differentialgleichung  bestimmt  wird,  von  der  [in  Abh.  LXIV,  Gleichung  (11), 

S.  542]  die  Rede  war: 

(10)  (n,ft=9..TT, 

wo  nun  f  =  (xa)^  {xby  (xc)^  zu  nehmen  ist  und  die  quadratische  Form  ?) 

in  einfacher  Weise  von  den  k,  fi,  v  abhängt*}.    Andererseits 

(9)  gegebene  TT  gerade  dasjenige,  welches  unmittelbar  durch  i 

Integral  von  der  Form  (1)  gegeben  wird: 


durch 
bestimmtes 


=)  Man  f 


!3  näheren; 

'  +  !)  (»6)  („„)  (rf)  (M)  +  (8,'  +  l)  (6t)  (6,.)  (X 


.)(~) 
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\  a     b     c  \ 

(11)  ni-i    ^   .   x,,x,\ 

I  0     0     0  I 

/.         -1-1-^-.--  -i+,.-..-i  -i-l-^-iz^'  -^+^+."+- 

=  J  (sa)  ^  -(26)  '^  ■  (zc)  ^  -(sä;)  ^  ■  [zdz), 
(das  Integral  wieder  über  Doppelumläufe  des  2  eratreckt).  Es  ist  nicht 
unwichtig,  diese  Formel  so  aufzufassen,  daß  man  das  Integral  geradezu 
als  Definition  des  linker  Hand  stehenden  TT  gelten  läßt.  Man  erreicht 
dann,  daß  TT  nicht  nur  von  x^,  x^,  sondern  auch  von  tt^,  a^\  b^,  b^;  c^,  Cj 
wie  von  den  Exponenten  l,[i,v  in  ganz  bestimmter  Weise  abhängt*): 
TT  erscheint  als  eine  Kovariante  der  vier  Reihen  kogredienter  binärer 
VerömderlicheT  a^,a^\  b^,b^;  c^,c.,\  ^x'^'i''  ^  erschein  Überdies  als  ganze 
Fwnktion  der  Exponenten  X,f.i,v.  In  letzterem  umstände  liegt  ea  be- 
gründet, daß  man  nun  hier  keinerlei,  z.  B,  ganzzahlige  Wertsysteme  der 
X,  !i,  V  bei  der  Definition  auszuschließen  hat;  vielmehr  sind  alle  besonderen 
Verhältnisse,  die  sieh  bei  einzelnen  Wertsystemen  der  X,ii,v  einstellen 
mögen,  aus  der  allgemeinen  Theorie  durch  Grenzübergang  abzuleiten.  — 
Ich  hoffe  sehr,  daß  im  Sinne  dieser  Andeutungen  eine  zusammenhängende 
Darstellung  sämtlicher  Eigenschaften  der  hj^ ergeometrischen  Funktion 
von  anderer  Seite  in  nicht  zu  femer  Zeit  veröffentlicht  wird');  ich  selbst 
habe  die  Grundzüge  einer  solchen  Ableitung  im  Sommersemester  1890 
vorgetragen. 

Schließen  wir  aus,  daß  die  X,n,v  rein  imaginär  sind,  so  gibt  es 
unter  den  acht  jedesmal  zusammengehörigen  Fällen  (9)  einen,  dessen  -J,  /*,  v 
in  ihrem  reellen  Teile  "positiv  sind.  Die  Zweige  TT^,  TTg  des  betreffenden  TT 
sind  als  Formen  von  x^ ,  x^  überall  endlich,  ohne  irgendwo  eine  gemeinsame 
Nullstelle  zu  besitzen.  Man  wird  daher  die  so  partikularisierten  TT^,  TTg  zu- 
grunde legen,  wenn  es  sich  darum  handelt,  x^,  rc,  rückwärts  als  Formen 
der  TTj,  TT^  darzustellen.  Dies  ist  bekanntlich  insbesondere  dann  anzu- 
streben, wenn  die  l,  /j,,  v  den  reziproken  Werten  dreier  reeller  ganzer 
Zahlen  l,m,n  gleich  sind.  Indem  wir  l,m,n  gleich  als  positiv  voraus- 
setzen, hat  das  in  Eede  stehende  TT  in  den  X-,,x^  dann  den  Grad: 

(l  +  i  +  i-O^^; 


*)  Hiern  it  li'rfte  gelei  tet  ein  was  Eiemanii  beabsichtigte,  als  er  sich  (Werke, 
1.  Anfl  b  T — "  2  4ufl  S  81 — ''2)  dahm  außeile,  daü  der  Ausdruck  der  P-Funktion 
durch  ein  bestimmtem  Integral  zur  Bestimmung  der  in  den  Fundamentalzweigen 
P^',  P''  noch  willkürlich  gebhebenea  Faktoren  benutzt  werden  solle.    Allerdings 

verwendet  Biemann  ja  keine  homogenen  Variablen;  ich  nehme  an,  daß  er  eben 
hierdurch  gebmdert  war    die  Sache  zu  einem  guten  Abschluß  zu  bringen. 

'j  [Dies  ist  in  der  1^9:'  erschienenen  Göttin ger  Diasertation  von  Schellenberg 

»1 
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die  x^,x^  sind  also  in  dem  TT, ,172  ^""^  Grade: 

(12)  2:(i^-i  +  -i-l). 

Es  ist  dies  die  zuerst  von  Halphen  gefundene  Zahl  (Comptes  Rendus, 
(1881,  I)  Bd.  94)*).  Die  neue  AWeitung,  welche  hier  für  diese  Zahl  ge- 
geben ist,  oder  vielmehr  die  neue  Bedeutung,  unter  der  dieselbe  hier  auf- 
tritt, dürfte  unter  prinzipiellen  Gesichtspunkten  bemerkenswert  sein. 

Göttingen,  den  23.  Dezember  1890. 


']  Vgl.  die  bez.  Eriäuterungen  auf  S.  129  des  Bandes  I  meiner  von  Herrn  Friokö 
bearbeiteten  Vorlesungen  über  elliptische  Modvlfunklionen  (Leipzig  1890). 
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LXVII.  Über  den  Herniit eschen  Fall  der  Lanieschen 
Dif f erenti  algl  eicliung. 

[Math.  Annalen,  Bd,  40  (1892).] 


Schrei  bei 

(1) 


J  \i4:{p-  ej  (p  -  i 


und  betrachten  die  Differentialgleichung: 

,(2)  ^'_f  =(Jj.  +  £)fi, 

SO  läuft  Lames  ursprüngliche  Theorie  darauf  hinaus,  alle  Fälle  auf- 
zuzälilen,  in  denen  (2)  ein  partikuläres  Integral  der  folgenden  Form 
besitzt : 

(3)  E^{p~  ej-  (p  -  e,y'-(p  -  e,y<p,{p); 

hier  bedeuten  die  e^,  e^,  e^  nach  Belieben  0  oder  1,  und  <p^{p)  ist  ein 
Polynom  von  irgendwelchem  k-ten  Grade.     Sei  noch 

(4)  l-i+'-ii-f -+-=•-■ 

Dann  läßt  sich  Lames  Resultat  dahin  aussprechen,  daß  jedenfalls 

(5)  A-n(n-,-l) 

genommen  werden  muß,  und  darauf  B  aus  einer  algebraischen  Gleichung 
(i-|-l}-ten  Grades  zu  bestimmen  ist.  Nun  ist  bekanntlich  Hermites 
Verdienst,  den  allgemeinen  Fall  der  Differentialgleichung  (2)  näher  be- 
trachtet zu  haben,  bei  dem  zwar  A  den  in  (5)  gegebenen  Wert  hat,  B 
aber  beliebig  bleibt.  Ich  beabsichtige  hier  keineswegs  ausführlich  auf  die 
Hermiteschen  Resultate  einzugehen,  ich  brauche  von  denselben  nur,  daß 
in  allen  Fällen  der  Hermiteschen  Differentialgleichung  zwei  Partikular- 
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lösungen  E^  und  E^  der  Gleichung  gefunden  werden  können  derart,  daß 

das  Produkt 

(t5)  E,-E,^-=:F{p) 

ein  Polynom  n-ten  Grades  von  p  ist.  Liegt  der  von  Lame  selbst  be- 
trachtete Spezialfall  vor,  so  sind  diese  E^  und  E^  untereinander  identisch, 
F{p)  ist  dann  das  Quadrat  des  in  (3)  gegebenen  Ausdrucks.  Es  ist  dies 
zugleich  der  einzige  Fall,  in  welchem  F{p)=^0  eine  Doppelwurzel  be- 
sitzen kann  oder  eine  Wurzel,  die  gleich  e^  oder  e^  oder  e^  wäre^). 

Jetzt  kennt  man  die  schönen  Realitätstheoreme,  welche  für  die 
Ijameschen  Polynome  ^j^  gelten:  daß  die(fc-[-l)  überhaupt  vorhandenen 
^^  alle  reeli  sind  und  gleich  Null  gesetzt  lauter  reelle,  voneinander  ver- 
schiedene Wurzeln  liefern,  welche  zwischen  e^  und  e^,  bez.  e^  und  e^  zo 
suchen  sind,  wobei  sich  die  einzelnen  q)^  voneinander  durch  die  Art  und 
Weise  unterscheiden,  wie  ihre  Wurzeln  auf  die  genannten  beiden  Inter- 
valle verteilt  sind^).  Ich  habe  mich  nun  gefragt,  in  welchen  allgemeineren 
Eigenschaften  des  Hermiteschen  Falles  diese  Eealitätstheoreme  enthalten 
sein  mögen.  Man  denke  sich  in  F  ^  0  die  beiden  Größen  p  und  B  als 
rechtwinkelige  Koordinaten;  dann  wird  es  darauf  ankommen,  die  Gestalt 
der  Kurve  F  [p,  S)  =  0  wenigstens  echematisch  festzulegen.  Diese  Ge- 
stalt ist  natürlich  vom  Werte  der  Zahl  n  abhängig;  man  wird  dieselbe 
aber  nach  einer  leicht  erkennbaren  Regel  für  jedes  n  zeichnen  können, 
sobald  man  sie  für  ein  hinreichend  großes  ungerades  n  und  für  ein  eben- 
solches gerades  n  kennt.  Statt  aller  weiteren  Erklärung  will  ich  hier 
also  einfach  die  beiden  Figuren*)  hersetzen,  die  sich  auf  n  —  5  und  m  —  0 
beziehen  (siehe  nebenstehende  Fig.  1  und  2). 

In  diesen  Figuren  fallen  zunich^t  die  2w-)-l  (also  die  11  bez  13) 
horizontalen  geraden  Linien  auf  welche  (m  ihren  Schnittpunkten  mit  der 
Kurve)  die  Quadrate  Lameschei  Ausdrucke  (  ^)  vom  Giade  |  bez  "  befecn 

^)  Man  vgl.  etwa  die  Darstellnng  im  zweiten  Bande  vtn  Halphena  Tnite  des 
fonotions  elliptiquee  (1888),  [HermiteB  erste  MittPilun^en  1^"  ünden  sicli  in  den 
Feuillee  lithographiös  de  rEcole.Polyteohnique  dann  in  döi  Ärtikeleerie  „Sur  quel 
qoes  »pplioations  des  fonctions  elLptiques  m  den  Cimptch  PenduB  Bd  R5 — 14 
(1877—1882.)    =  Oeuvres,  t.  3.  pag  2bRff     K] 

ä)  Letzterer  Umstand  wurde  von  mir  zuetst  m  Bd  1«  der  Math  Anualen  dar 
gelegt  (1881).  [Siehe  Abh.  LXIL]  Daran  schließen  sich  die  Ent Wickelungen  von 
Liapunoff  (Petereburger  MagieterBohnft  1864)  Stieltjes  (Acta  VI  S  321£f  1884 
[=Oeuvres,  t.  1.  Nr.  SXXIX]},  Markoff  (Annalen  27,  S.  143fi.,  1885),  Poincar^ 
(Acta  VI,  S.299fi.,  1885).  [Liapunoff  hat  zuerst  die  von  mir  weiterhin  angegebene  Auf- 
einanderfolge der  auBgezeiohneten  B,  aber  nicht  die  hier  gegebenen  Kurvengestalten.  K.) 

*)  [Die  Figuren  sollen  nur  schematische  Bedeutung  haben.  Quantitativ  esakt 
untersucht  die  Verhältnisse  für  die  niedrigatea  Werte  von  n  (m^  1,  2)  Frl.  Winston 
in  ihrer  Göttingcr  Dissertation  1897.  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Markoff  an  mich 
in  den  Math.  Annalen  Bd.  47  (1886).     K.] 
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LXVII.   Hei 


3  Fall  der  Lameschen  Differentialgleichung, 


575 


ich  will    die   konstanten  Ordinaten   dieser  Geraden    (wie  in   den  Figuren 
angedeutet  ist)  mit  S^,...,  £j^,  boz.  5^,...,  Bj^  bezeichnen. 

Eine  jede  dieser  horizontalen  Geraden  B  =  B^  hat,  wie  es  sein  soll, 
die  Eigenschaft,  unsere  Kurve  f  =  0  in  allen  Schnittpunkten  zu  berühren, 
für  die  p  nicht  gerade  e^  oder  e^  oder  e^  ist;  in  letzteren  Punkten  findet 
ein  einfachet  Schnitt  statt.  Dabei  hat  jede  einzelne  der  Geraden  ihre 
eigene  Verteilungsweise   der  Schnittpunkte   auf   die  Werte  p  =  ej,  e^,  e^, 
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\/\/ 
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Fig.  L 


Fig.  2- 


beziehungs weise  die  beiden  zwischen  diesen  Werten  eingeschlossenen  Inter- 
valle der  p-Achse.  Zugleich  erkennt  man  {was  bisher  in  dieser  einfachen 
Weise  woM  nicht  bekannt  war),  vÄe.  die  2n  + 1  Werte  der  B^  je  nach 
dieser  Verteilungsioeise  dev  Schnittpunkte  der  Größe  nach  aufeinander 
folgen. 

Ist  nun  irgendein  Wert  von  B  gegeben,  der  nicht  zu  den  B^  gehört, 
und  fragen  wir,  wie  viele  reeüe  Wurzeln  die  Gleichung  F  =  0  für  den- 
selben aufweisen  mag,  so  belehrt  uns  darüber  ein  Blick  auf  die  Figur. 
Insbesondere  werden  wir,  wenn  B  >B^  oder  <  ß^n+j  ist,  bei  ungeradem 
n  nur  einen  redien  SehnittpunH  haben  (der  rechts  von  e^,  bez.  links 
von  e^  zu  suchen  ist),  bei  geradem  n  aber  keinen  reellen  Schnittpunkt. 
Nur  in  den  Zwischenlagen  haben  wir  eine  größere  Zahl  von  Schnittpunkten, 
worüber  ich  wohl  keine  spezifizierten  Sätze  aufzustellen  brauche.  Die 
Schnittpunkte  verteilen  sich  übrigens,  wie  man  findet,  jeweils  abwechselnd 
auf  die  Hermiteschen  E^,E^. 

Gelegentlich  meiner  Untersuchung  über  die  Nullstellen  der  hyper- 
geometrischen Eeihe  in  Bd.  37  der  Math.  Aunalen  (1890)  [vgl.  die  vor- 
stehende Abh.  LXV]  habe  ich  den  Begriff  der  ChäraHerisik  X  festgelegt, 
der    einer    linearen   Differentialgleichung    bezüglich    eines    Intervalls    der 
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p-Achse   zukommt.     Man   wird    verlangen,    diese    Charakteristiken   X    im 
FalJe  der  Herniitesehen  Diflerentialgleichung  für  die  vier  Intervalle 

—  CO ,  gj ;    Ci ,  ^j ;    f i  j  63 ;    6» '  ^~  ^^ 
anzugeben,     In   dieser   Hinsicht    gebe   ich  zunächst   die  folgenden   beiden 
Figuren,  welche  die  Frage  unter  den  Voraussetzungen  n  —  5  und  t^  =  0 
für  die  Lameschen  Ausnahmefalle  beantworten: 


e e 2 e- 

e- — e a »- 

e e e e- 

6 i 2 e- 

fl i 1 — ■-«- 

6 — -t 1— --e- 

■6 1 1 9- 

fl -e 1 e- 

e B— -6 e- 

« 2- e 6- 

« i— — — e ö- 


-e e — - — ^ ^^ 

-e e 3 — -e- 

-e-  -  Q — —9 9- 

-e 1 E — ^-e- 

H3 1— — s e- 

-e i — - — 3 — -Q- 

-e-~^ — -— 1 — ■-&■ 

-6 ft 1 e 

-e 1 — - — i 9- 

-a 1 — -— -1 & 

0        i — 9 6 

-9 3— ~e 9 

-e-- — 3 — -— e — ■-» 


Fig.  S. 


Fig.  4. 


Entsprechende  Figuren  entwirft  man  sofort  für  beliebige  ungerade  oder 
gerade  Werte  von  n.  Und  nun  hat  man  für  die  Her  mit  esche  Differential- 
gleichung die  Regel: 

Liegt  B  zwischen  B^  und  S;+i,  so  wird  die  Charakteristik  X  des 
einzelnen  Intervalls  je  mit  der  kleineren  der  beiden  Charakteristiken 
übereinstimmen,  die  dem  Intervalle  für  B  ^=  B^  und  B  =  -Bj+i  entsprechen. 

Es  bleibt  der  Fall  zu  betrachten,  daß  B  >  B^  oder  <  B^„  +  ^  ist, 
Elementare  Betrachtungen  ergeben  hierfür  die  folgenden  beiden  Schemata 

x"           0              x'           0 
B>  B, 1 ^^— 


wobei  X  ,  X  zwei  Zahlen  sind,  von  denen  die  erstere  ^  -5-  ,  die  zweite 
^  0  ist,  und  von  denen  jede  einzelne,  sofern  man  nur  B  groß  genug 
(>5^)  oder  klein  genug  (<jBa„+i)  nimmt,  beliebig  anwachsen  kann. 
Aber  hiermit  ist  noch  nicht  gegeben,  wie  X  und  X  in  jedem  Falle 
zusammenhängen.  Um  hierüber  Klarheit  zu  bekommen,  habe  ich  die 
Kreisbogenvierecke  betrachtet,  welche  im  Falle  unserer  Differentialgleichung 
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«biiii  die  Bedeutung  haben,  wie  die  von  mir  in  Bd.  ,S7  der  Math.  Annalen 
[siehe  Abh.  LXVJ  betiachteten  Kreisbogendreiecke  für  die  damals  zu 
untersuchende  hypergeo metrische  Differentialgleichung.  Da^  Resultat  ist, 
daß  in  allen  Fällen  die  einfache  Beziehung 

(7)  >'■-'<"+[  2-] 

hesteht. 

Ich  hoUe,  daß  die  hiermit  genannten  einfachen  Sätze  für  die  An- 
wendungen nützlich  sein  können.  Ihnen  gehen  andere  parallel,  die  sich 
auf  den  Grenzfall  der  Funktionen  des  zweiachsigen  Zylinders  beziehen 
(wo  e^  oder  e^  ins  Unendliche  gerückt  ist),  und  die  ich  gleich  den  hier 
mitgeteilten  bereits  im  vergangenen  Winter  in  meiner  Vorlesung  über 
lineare  Differentialgleichungen  ausgesprochen  und  abgeleitet  habe  ^). 

Götfcingen,  im  September  IS'M. 

")  [VollBtändige  Angaben  fulgen  weiter  uiiton  lu  dem  Referate  LXtX  über  dio 
im  Sommer  189i  von  mir  gelialtene  Vorlesung  über  linetire  Differentjalgleiohungen 
zweiter  Ordnung.  In  dev  bez.  Autogcaphie  sind  insbesondere  auch  die  Gestalteii  der 
abbildenden  Polygone  durch  zahlreiche  Figuren  erläutert.     K.i 
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LXVIII.  Autogmphierte  Vorlesungshefte  ')• 

(Math.  Annalen,  Bd.  45  (1894),] 
Die  hypergeoinetrische  Funktion. 

(Vorlesung  im  W.-S.   1893/94.)^ 

Die  hypergeometrische  Funktion  ist  im  Vergleich  z\x  den  elliptischen 
Funktionen,  denen  sie  an  Wichtigkeit  gleich  steht,  in  den  Lehrbüchern 
bislang  auffallend  vernachlässigt  worden.  Zudem  sind  die  Darstellungen, 
die  ich  kenne,  iast  nur  auf  den  äußeren  Aufbau  der  Formeln  gerichtet. 
Die  großen  Gedanken,  welche  Eiemann  in  die  Theorie  eingeführt  hat, 
scheinen  im  Bewußtsein  der  heutigen  Generation,  trotzdem  sie  die  Grund- 
lage aller  weiteren  Entwicklung  bilden,  vielfach  beiseite  geschoben  und 
verkümmert. 

Wir  haben  zunächst  Riemanns  Abhandlung  von  1857  (Nr.  IV  der 
gesammelten  Werke).  Der  Zielpunkt  ist  hier,  das  Wesen  der  hypeigeo- 
metrischen  Funktion  aus  ihrem  Verhalten  bei  Umkreisung  der  singulären 
Funkte  zu  verstehen.  Die  aus  derselben  Zeit  stammenden  Fragmente, 
welche  in  den  gesammelten  Werken  unter  Nr.  XXI  abgedruckt  sind,  be- 
lehren uns,  wie  Riemann  im  gleichen  Sinne  eine  allgemeine  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  n-ter  Ordnung  zu  schaffen  beabsichtigte. 
Auch  hier  sollte  die  Gruppe  der  linearen  Substitutionen,  welche  irgend  n 
linear  unabhängige  Lösungen  bei  Durchlaufung  geschlossener  Wege  erfahren, 
voranstehen,  — ■  Mit  diesem  Ansätze  verbindet  sich  dann,  was  speziell  die 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  angeht,  eine  geometrische 
Methode     Dieselbe  betiaehtet  die  konforme  Abbildung    welche  der  Quotient 


')  [Dieses  und  das  folgende  Selb-itreferat  sollen  das  Studium  der  beBij.fJioh.en 
autographierten  Vorlesungshefte  selbst  keineswegs  überflüssig  machen  Beide  \  or 
lesnngereferate  berühren  sich  infolge  ihres  funktionentheoretiachen  Inhalte  mit  den 
in  Bd  3  dieser  Ausgabe  abzudruckenden  Abhandlungen,  sie  sind  aher  wegen  der  m 
ihnen  behandelten  Reahtatstheoreme  bereits  hierher  gestellt     K  ] 

^)  [Die  Ausarbeitung  wurde  \oa  E  Ritter  hergestellt  Dur  erste  Abdruck  er 
sohlen  Ib-^l    ein  iweitei  Aldrufk  1906     I  In  Kommission  bei  E   U   Teubnci  )] 
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zweier  Partikularlösimgen  der  Gleichung  (insbesondere  also  der  Quotient 
zweier  Zweige  der  hypergeometrisehen  Funktion)  von  der  Ebene  der  un- 
abhängigen Variabein  entwirft.  Leider  besitzen  wir  hierüber  von  Riemann 
selbst  nur  zerstreute  Notizen  (man  vgl.  die  Abhandlung  über  die  Minimal- 
flachen  sowie  verschiedene  andere  Teile  des  N'achlasses)').  Es  ist  das 
große  Verdienst  von  Schwarz,  in  seiner  Abhandlung  in  Bd.  75  des 
Crelleschen  Journals  (1872)  [abgedruckt  in  Bd.  II  seiner  gesammelten 
Abhandlungen]  den  Gegenstand  zum  ersten  Male  wenigstens  nach  be- 
stimmten Richtungen  zur  Geltung  gebracht  zu  haben.  Daran  schließt 
sich  die  lange  Reihe  der  neueren  Arbeiten  über  die  Polyederfunktionen, 
die  elliptischen  Modulfunktionen  und  die  allgemeinen  eindeutigen  auto- 
mo^hen  Funktionen.  Aber  hiermit  ist  die  Tragweite  der  Methode  noch 
nicht  erschöpft.  Ich  darf  wegen  weitergehender  Entwicklungen  auf  meine 
Arbeiten  in  Band  37  und  40  der  Math.  Annalen  [.^  Abb.  LXV  und  LXVII 
der  vorliegenden  Ausgabe],  sowie  auf  die  eben  nun  in  Band  44  daselbst 
publizierten  Untersuchungen  des  Herrn  Schilling  verweisen*). 

Diesen  ganzen  Komflex  von  Auffassungen  und  Methoden  in  einer 
dem  heutigen  Stande  der  Theorie  einsprechenden  Form  zunächst  an  dem 
Beispiel  der  hypergeometrischen  Funktion  darzidegen,  ist  das  Ziel  meiner 
Vorlesung  gewesen.  Ich  hoffe,  im  kommenden  Semester  eine  allgemeine 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zur  Darstellung 
zu   bringen,  bei  der  die  gleichen  Momente  zur  Geltung  kommen  sollen*). 

Meine  Vorlesung  spaltet  sich  dem  Gesagten  zufolge  in  zwei  Teile. 

Teil  I  gibt  eine  "Übersicht  über  die  ältere  analytische  Theorie,  bis  zu 
Riemanns  Arbeit  1857  inklusive.  Ich  bespreche  dabei  insbesondere  auch 
die  Definition  durch  bestimmte  Integrale,  wobei  die  Idee  des  Doppd- 
umlaufs  in  den  Vordergrund  gestellt  wird.  Auch  führe  ich  hier  die  homo- 
genen Formulierungen  ein,  von  denen  in  Band  38  der  Math.  Annalen  die 
Rede  ist,  upd  die  ich  weiterhin  immer  wieder  gebrauche.  [Vgl.  die  vor- 
stehende Abh.  LXVI.] 

Teil  II  ist  dann  ausschließlich  der  geometrischen  Theorie  gewidmet, 
wobei  ich  mich  fortgesetzt  auf  die  soeben  genannte  Schillingsohe  Arbeit 
beziehen  darf. 

Es   handelt   sich   zunächst    um    einen    Exkurs   über   sphärische  Tri- 


^)  [Man  seile  indes  auch  die  auf  S.  256  Fußnote  ')  des  vorliegenden  Bandes 
wiedergegebenen  Nachrichten  über  ein  später  erst  bekannt  gewordenes  RiemanoHches 
Vorlesungsheft.  Abgedruckt  in  den  Naohträgen  zu  Riemanns  Werken,  S.  69—93.     K.J 

')  [Wegen  weiterer  Literatur  -vgl.  die  Artikel  von  Hilb  über  ,.iincare  Diffe- 
rentialgleichungen" in  Bd.  IL  und  von  Sommer  über  „elementare  Geometrie  vom 
Standpunkt  der  neueren  Analysia"  in  ßd.  III,  der  mathematischen  Enzyklopädie.] 

')  [Vgl-  hierzu  Aas  folgende  Selbstreferat  LXIX.] 
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Die  allgemeinen  Grundlagen  der  sphärischen  Tcigonomefcrie  sind  dem 
«indringenden  analytischen  Verständnisse  nenerdings  von  Herrn  Study  in 
besonders  durchsichtiger  Weise  zugänglich  gemacht  worden").  Herr  Study 
hält  dabei,  was  die  geometrischen  Figuren  angeht,  an  der  Annahme  reeller 
Winkel  und  Seiten  feat.  Dagegen  hat  Schilling  eine  einfache  Figur 
konstruiert,  die  der  Annahme  beliebig  komplexer  Elemente  entspricht'). 
Ich  zeige,  wie  man  von  den  analytischen  Formeln  aus  mit  Notwendigkeit 
au  der  SohilUngaohen  Figur  gelangt.  Ich  wende  mich  sodann  zu  meinen 
Entwicklungen  von  Bd.  37-  [Abb.  LXV.]  Der  Dreiecksbegriff,  den  ich  dort 
benutze,  unterscheidet  sich  von  dem  Studyschen  dadurch,  daß  ich  deni 
Dreieck  nicht  nur  Ecken  und  Seiten,  sondern  auch  eine  Fläche  beilege 
(die  wie  eine  „Membran"  in  die  Seiten  eingespannt  ist).  Indem  ich  diese 
Flache  in  jedem  Falle  wirklich  konstruiere,  erhalte  ich  jene  Relationen 
zwischen  den  absoluten  Beträgen  der  Winliel  Xn,  ^ti,  vti  und  Seiten 
l7i,mn,n!i,  welche  ich  als  die  Ergänzungsrelationen  der  sphärischen 
Trigonometrie  bezeichne: 


(v)-^(^^-'). 


Die  Winkelzahlen  A,  /.i,  v  sind  hier  wieder  zunächst  als  reell  gedacht; 
hofientlich  führt  Herr  Schilling  den  Gegenstand  auch  für  den  Fall  kom- 
plexer Ä,/i,v  bald  zum  glückliehen  Abschluß^).  —  Noch  darf  ich  hervor- 
heben, daß  ich  bei  meinen  Entwicklungen  die  ,, verwandten"  sphärischen 
Dreiecke,  d.  h.  diejenigen,  welche  zu  demselben  Dreikant  gehören,  immer 
gleichzeitig  betrachte.  Verwandte  Dreiecke  sind  Gegenbilder  verwandter, 
d.  h,  gleichgruppiger  hypergeometrischer  Funktionen.  Die  Figuren  zeigen, 
daß  die  Theorie  dieser  verwandten  Funktionen  [nämlich  für  die  Grenzfälle] 
bisher  noch  nicht  hinreichend  ins  einzelne  durchgebildet  wurde. 

An  diese  geometrischen  Entwicklungen  schließt  sich  eine  längere  Reihe 
von  Folgerungen  betr.  die  hypergeometrische  Funktion.  Da-  ist  zunächst 
die  Bestimmung  der  Zahl  der  reellen  Nullstellen  der  hypergeometri sehen 
Reihe  zwischen  x  =  0  und  a;  —  1 ,  wie  ich  dies  schon  in  Bd.  37  ausführte. 
[Vgl.  Abh.  LXV.]  Ich  schließe  daran  u.  a.  Theoreme  über  die  Nullstellen 
derjenigen  Determinanten,  die  sich  aus  entsprechenden  Zweigen  zweier 
verwandter  hypergeometrischer  Funktionen  zusammensetzen  lassen.  Ich 
untersuche  :Eerner  (im  Anschlüsse  an  die  Abhandlimg  von  Schwarz,  doch 
über  dieselbe  mannigfach  hinausgehend),  wann  sich  die  hypergeometrische 

*)  Nr.  2  des  20.  Bandes  der  math.-pbys.  Abhandlungen  der  sächsischen  Gesell- 
schaft der  Wisaensehaften,  Leipzig,  1893. 

')  [Wegen,  der  Schillingsohen  Figur  vgl,  die  Bemerkungen  auf  S.  408  dea 
Bandes  1  dieses  Wiederabdruckes.] 

»)  [Vgl.  Schilling  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  46  (1S95).] 
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Funktion  auf  niedere  Funktionen  reduzieren  läßt.  Es  ergibt  sich  eine 
volle  Liste  der  rationalen  Fälle,  der  algebraischen  Fälle,  sowie  derjenigen, 
die  sich  durch  unbestimmte  Integrale  multipükativer  Funktionen  ausdrücken 
lassen.  Hiermit  ist,  für  die  hypergeometrische  Funktion,  die  von  Picatd 
und  Vessiot  vorgeschlagene  Klassifikation  im  Prinzip  durchgeführt  und 
alle  die  früher  von  Markoff  u.  a.  aufgezählten  speziellen  Fälle  finden 
ihre  systematische  Stellung.  —  Ich  wende  mich  endlich  zu  der  Frage  der 
eindeutigen  Darstellung,  wobei  der  Satz,  den  ich  in  Bd.  14  der  Math.  Ännalen, 
S.  128  (1878)")  gab,  daß  sich  alle  hypergeometrischen  Funktionen  durch  ein- 
deutige Funktionen  des  elliptischenPeriodenverhältnisses  darstellen  lassen,  den 
naturgemäßen  Abschluß   bildet'").  —  Was    die   Herstellung    von    Formeln 

")  Vgl.  Äbli.  LXXXII,  Abschnitt  II,  g  2  in  Bd.  3  dieser  Gesamtausgabe.] 
^"i  [Dieser  wichtige  Satz  ist,  wie  ich  gleich,  als  ich  Riemanne  Vorlesung 
kennen  lernte,  in  den  Göttinger  Nachrichten  v,  J.  1897,  S.  190  bekannt  miwbte,  in 
der  Tat  schon  von  Biemann  in  seiner  Vorlesung  von  1858/59  gegeben  worden. 
Vgl.  wieder  die  1901  von  M,  Noether  und  W.  Wirtinger  herausgegebenen  Nach- 
träge zu  Eiemaiins  Werken,  S.  9S.  Papperitz  hat  in  den  Math,  Ännalen,  Bd.  34 
(1888)  die  Uniform isierung  der  hypergeometrischen  Punktion  durch  direkte  Berech- 
nung der  Poinear^schen  Z-Reihen  behandelt.  Wesentlich  übersiclitlioher  ist  die 
von  Wirtinger  gegebene  Formel  in  den  Wiener  Akademiebe richten,  Ha,  ßd.  111 
(1902).    Man  gehe  von  der  Integraldarstellung  der  hypergeometrischen  Funktion  aus; 


D  das  Integral  über  einen  Doppelumlauf  um  die  Punkte  z  ■-  II  und  z--=  \   zu  erstrecken 
I.    Führt  man  hier  das  elliptische  Integraf  erster  Gattui^ 


■"J  v4(i- 


als  neue  Variable  ein,  bezeiohnefc  seine  beiden  Perioden  mit  2K  und  2i K    und  setat 
endlich  noch  '"■  =  ip^'  so  geht  die  Integraldarst«llung  unser  P*Funktion  über  in; 


'(.^^)'^irj»; 


+'  {n)-l)-'^y''~''  (u)-!)^-'--''  (w|-i^j'l^'-"*(«)-rfii, 


le  entsprechende  Integrationsweg  in  der 
äi  diesen  äquivalente  Punkte  des  Perioden- 
gitters 1  — ,  ^-^  )  verbindet,  (Integrale  dieser  Art  kommen,  wie  ffirtinger  hervor- 
hebt, bereits  in  RicmHune  hinterla?sencn  Manuskripten  —  aber  olme  jede  Erläuterung  — 
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betrifft,  so  beschränke  ich  mich  bei  allen  diesen  Entwicklungen  auf  ein 
bloßes  Eefecat,  verweise  aber  insbesondere  auf  die  Diasertation  von 
0.  Fischer  (Leipzig  1S85)^-^),  weil  ich  der  Meinung  bin,  daß  die  Methoden, 
mit  denen  dort  die  zum  Ikosaeder  gehörigen  hypergeo metrischen  Funktionen 
behandelt  werden,  in  richtiger  Weise  aufgefaßt  allgemeine  Bedeutung 
haben  möchten. 

Göttingeu,  im  März  1894. 

vor.)  Führt  man  diese  Integration  aus,  so  erhält  man  Potenzreilien,  die  nach  g  -  e  -" 
fortaohreiten;    da   nun   auch   das  Doppel  Verhältnis  *   eine   eindeutige  Funktion  des 

Periodenquotienten  — ^  ist,  ao  hat  man  die  gewünschte  Darstellung  der  P-Funktion 

als   eindeutige  Funktion  von  -^  ,  mit  dem  Faktor  K  multipliziert.     K.j 

")  [Einige  Angaben   über   dieselbe   findet   man   oben   S,  817,   Fußnote   '),   sowie 
S.  S46,  Fußnote  ^.     K.] 
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jMath.  Aimaleji,  Bd,  46  (18W),] 

Über  lineare  Differentialgleiehungeii  der  zweiten  Ordnung. 

(Vorlesung  im  SommeraemeHter  1894.) ') 

In  Fortsetzung  des  unter  dem  Titel  .,Die  liyp ergeometrische  Funktion" 
in  Band  45  der  Annalen  gegebenen  ersten  Referates  [vgl.  die  vorstehende 
Nr.  LXVIII]  berichte  ich  nachfolgend  über  die  damals  bereits  angekündigte 
Vorlesung  über  lineare  homogene  totale  Difierentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung.  Dieselbe  war  von  vornherein  als  Fortsetzung  der  finiher  be- 
sprochenen Vorlesimg  über  die  hypergeometrische  Funlrtion  gedacht,  so  daß 
ich  den  Leser  in  erster  Linie  bitten  midä,  sich  den  Inhalt  der  letzteren 
wieder  vergegenwärtigen  zu  wollen.  "Übrigens  aber  kann  ich  die  Gesichts- 
punkte, welche  ich  bei  der  Vorlesung  verfolgte,  nicht  besser  bezeichnen 
als  durch  Voranstellung  einiger  Bemerkungen  über  die  Theorie  der  Abel- 
schen  Integrale: 

1.  In  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  ist  es  zweifellos  eine 
wichtige  Aufgabe,  die  Integrale  durch  möglichst  einfache  und  symmetrische 
algebraische  Formeln  darzustellen.  Dieser  Aufgabe  habe  ich  in  Band  36  der 
Math.  Annalen  [als  Abh.  XCVII  in  Bd.  8  dieser  Ausgabe  abgedruckt]  dadurch 
entsprochen,  daß  ich  mir  das  algebraische  Gebilde  in  Gestalt  einer  „kano- 
nischm  Fläche"  gegeben  dachte  und  übrigens  statt  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  homogene  Veränderliche  x^,  Xg  einführte.  Die  kanonischen 
Flächen  sind  Eiemannsche  Flächen,  deren  Blätterzahl  m  ein  Teiler  von 
2  j)  —  2  ist,  so  daß  2p  —  2  =  m 5  gesetzt  werden  kann,  und  die  insbeson- 
dere so  beschaffen  sind,  daß  die  2m  [-2^  —  2  Verzweigungspunkte  die 
Nullstellen  einer  ganzen  algebraischen  Form  der  x,,  x^  vom  Grade  (^  +  2), 
der  sogenannten  Yerzweigungsform  sind,  die  ich  mit  a  bezeichne.  Die 
geeignete  algebraische  Darstellung  eines  Integrales  u  ergibt  sich  von  hier 
aus,  indem  man  den  Quotienten  -r-j—,  als  eine  algebraische  Funktion  der 
x^ ,  Xg  vom  Grade  d  anschreibt. 

on  E.  Ritter  iiergestellt.    Der  erste  Abdruck 
(In  Kommission  bei  B.  G,  Teubner.)] 
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2,  Des  weiteren  aber  wird  man  die  traüszendente  Natur  des  Integrals 
studieren,  die  in  seiner  Periodizität  ihren  prägnanten  Ausdruck  findet.  In 
dieser  Hinsicht  kann  man  fragen: 

a)  ob  man,  bez.  wann  man  ein  Abelsches  Integral  auf  niedere  Trans- 
zendenten, wie  Logarithmen  oder  elliptische  Integrale  usw.,  zu  reduzieren 
vermag, 

weiter  aber: 

b)  wie  man  ein  Integral  auf  dem  als  gegeben  vorausgesetzten  Gebilde 
durch  seine  Unendlichkeitsstellen  und  irgendwelche  Eigenschaften  seiner 
Periodizität  festlegen  kann.  —  Ich  erinnere  in  dieser  Hinsicht  insbesondere 
an  den  Eiemann sehen  Satz,  demzufolge  das  Integral  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt  ist,  wenn  man  neben  der  Art  seines  Unendlichwerdens 
an  verschiedenen  Stellen  die  reellen  Teile  seiner  Periodizitätsmoduln  kemit. 

Eben  diese  Fragen  kann  man  nun  in  der  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen wiederholen,  und  ich  erlaube  mir,  dementsprechend  die 
einzelnen  Teile  des  folgenden  Referates  zu  ordnen,  womit  ich  ziemlich 
genau  dem  in  der  Vorlesung  selbst  eingehaltenen  Gedankengange  folge. 
Ich  bemerke  vorweg,  daß  es  keine  prinzipielle  Schwierigkeiten  hat,  die 
Betrachtungen  ad  1)  sowie  die  ad  2a)  auf  lineare  DifEerentialgleichimgen 
der  n-ten  Ordnung  auszudehnen,  oder  jedenfalls  die  dahingehenden  An- 
sätze zu  machen;  die  Beschränkung  auf  lineare  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung,  an  die  ich  mich  in  der  Vorlesung  von  vornherein  ge- 
bunden habe,  ist  wesentlich  durch  die  zu  3  b)  gehörigen  Überlegungen 
bedingt  gewesen. 

I.  Algebraische  jVoriniening  der  Differentialgleichmigon  -}. 

Die  allgemeine  invariantentheoretische  Gestalt,  die  man  einer  linearen 
DifEerentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  erteilen  kann,  indem  man 
die  unabhängige  Variable  x  durch  den  Quotienten  x^ :  x^  ersetzt,  ist  aus 
verschiedenen  neueren  Arbeiten  bekannt;  ich  will  hier  [wegen  der  All- 
gemeinheit =(einer  Angaben]  namentlich  auf  einen  Aufsatz  \on  Herrn  Walsch 
verweisen  (Schriften  der  deutschen  Präger  mathematischen  Gesellschaft 
1892),  in  welchem  man  eme  Reihe  einschlägiger  Zitate  beisammen  findet') 
Das  Resultat  i'st  daß  man  einfach  die  Summe  dei  zweiten  eisten  und 
nullten  Überschiebung  einer  unbekannten  Form  TT  von  x^  i-,  \on  irgend 
welchem  beliebig  anzunehmenden  Giade  ubei  liei  gegebene  rationale  ganze 
Formen  •p,ii.    x  der  Criade  n    {n  ~  2.)  und  [n  —  4)  gleich  Null  zu  setzen 

^)  Ich  habe  über  die  hier  /u  gehenden  i-ntwioklnngen  m  der  mathein<iti&cben 
Sektion  dei  Wiener  Naturforscher  Versammlung  gesprochen  loci  ist  im  Texte  x 
Punkt   korngiert     auf   den   mich  Herr  Pick   aufmerksam   gemacht  hat      Noi     !S  14 

"J  [Wegen  der  T  iteratnr    ergl  i  ht  ai   h  die  Fußnote  *    lut  S     4i  dieses  Bandei  1 
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hat.  In  Fonnel  (indem  ich  die  nullte  TJbersciiiebung  der  Deutlichkeit 
halber  als  Produkt  schreibe): 

(1)  (n,9')j^{n,y),-[-n-x=^o. 

Nimmt  man  hier  die  Wurzeln  von  ^^0  (welche  die  singulären  Punkte 
dec  Difierentialgleichung  abgeben)  sämtlich  als  einfach  an,  so  hat  man  den 
„Tegulä^en"  Fall,  in  welchem  jedem  singulären  Punkte  in  bekannter  Weise 
zwei  bestimmte  Exponenten  zugeliören.  Und  zwar  ist  die  DifEeiential- 
gleichung  in  der  Art  normiert,  daß  für  jeden  singulären  Punkt  der  eine  dieser 
Exponenten  gleich  Null  ist.  Der  andere  Exponent  hängt  in  einfacher  Weise 
von  den  Formen  <p  und  '\p  ab.  Nimmt  man  i/i  identisch  Null  und  setzt  den 
Grad  von  TT  gleich  fc,  so  erhält  man  für  den  zweiten  Exponenten  gleichförmig 

den  Wert  1 -}■  — = ■- .     Diese  zweiten  Exponenten  werden   also  sämtlich 

gleich  \ ,  wenn  man  k  =  — ■:—  setzt,  in  Übereinstimmung  mit  meiner  An- 
gabe in  den  Göttinger  Nachrichten  v,  J.  1890  [vgl,  die  oben  abgedruckte 
Abhandlung  LXIV,  S.  542f.].  (Man  sehe  auch  die  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  38  (1891)  abgedruckte  Note  von  Herrn  Pick.) 

Es  ist  nun  leicht,  wie  ich  ebenfalls  bereits  ebenda  angab,  von  hier 
aus  zu  einer  Darstellung  der  auf  einem  hypereUiptischen  Gebilde  existieren- 
den linearen  Differentialgleichungen  weiter  zu  schreiten.  Ich  betrachte 
der  Kürze  halber  hier  nur  diejenigen  coSs'-*  Differentialgleichungen  dieser 
Axt,  welche  (auf  dem  hyperelliptischen  Gebilde)  keinerlei  singulären  Punkt 
besitzen.  Es  sei  gj^p+a  ^  0  die  Gleichung  für  die  Verzweigungspunkte  der 
zweiblättrigen  hypereUiptischen  Fläche.  Es  sei  femer  Qjp.a  die  allgemeinste 
auf  der  Fläche  existierende  ganze  algebraische  Form  vom  (2p  —  2)-ten 
Grade,  also  gleich  ^^p-^  -j-  ^'jj-s  V^ajj+a ,  unter  %,  y  rationale  ganze  Formen 
in  3Tj,  Xj  von  dem  als  Index  beigesetzten  Grade  verstanden.  Endlich 
nehme  man  TT  vom  Grade  —.y-.     Man  hat  dann  einfach: 

(2)  (TT,<p)3  i-ß^n-o. 

In  der  Tat:  das  so  definierte  TT  hat  als  Funktion  von  a:  = -—  keine 
anderen  singulären  Punkte  als  die  Verzweigungspunkte  des  hyperelliptischen 
Gebildes  und  in  diesen  die  Exponenten  0  und  \ ,  usw.  [Die  Differentialgleichung 
enthält  auch,  wie  es  sein  muß,  3p  —  ä  willkürliche  Konstante.] 

Um  dieses  Resultat  auf  höhere  algebraische  Gebilde  auszudehnen, 
beachte  man,  daß  die  zweiblättrige  hyperelliptische  Fläche  eine  kanonische 
Fläche  ist  und  daß  V<p  die  zugehörige  Verzweigungsform  vorstellt.  Sei 
jetzt  irgendeine  jji  -  blättrige  kanonische  Fläche  gegeben;  mit  o  bezeichnen 
wir  wieder  die  zugeliörige  Verzweigungsform  vom  Grade  (f5  +  2).  Man 
nehme  TT  vom   Grade  -^,  normiere  dasselbe  in  geeigneter  Weise  und  be- 
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trachte  deü  Quotienten  (TT,  o^)^:!!.  Die  Entwicklung  zeigt,  daß  derselbe 
in  den  Verzweigimgspunkten  der  Fläche,  allgemein  zu  reden,  zwar  nicht 
endlich  bleibt,  aber  in  bestimmter  Weise  unendlich  wird,  und  zwar  in 
nicht  höherem  Grade  als  — .  Bezeichnet  man  also  mit  Z  eine  geeignete 
algebraische  ganze  Form  der  Fläche  vom  Grade  3  et  +  2  und  mit  Q  die 
allgemeinste   Form   vom   Grade  2d,   so   kommt  als   Difierentialgleichung: 

Um  ein  Beispiel  anzuführen;  sei  f{XjX^Xg)^0  eine  ebene  Kurve 
der  vierten  Ordnung.  Wir  projizieren  diese  Kurve  auf  das  Gebiet  Xj^:x^. 
d.  h.  wir  sehen  x.^  als  eine  Funktion  von  x^  und  x^  an  und  haben  also 
Differentiationen  nach  x^,x^  in  der  Folge  so  auszuführen,  daß  wir  setzen; 

Bei  der  Projektion  wird  das  Gebiet  x^:x^  vierfach  überdeckt,  d.  h.  wir 
erhalten  eine  vierblättrige  Riemannache  Fläche,  Dieselbe  ist  eine  kano- 
nische Fläche;  die  zugehörige  Verzweigungaform  ist  die  Polare  — ,  die 
wir  der  Kürze  halber  mit  fg  bezeichnen.  Der  Grad  von  Q  wird  gleich  2. 
Wir  werden  daher  unter  Q  in  bekannter  Weise  die  allgemeinste  rationale 
ganze  Funktion  zweiten  Grades  von  x^,x^,x^  (den  allgemeinsten  Kegel- 
schnitt) verstehen  müssen;  dieselbe  hat  in  der  Tat  3  ji  ~  3  =  6  Konstanten. 
Andererseits  berechnet  man  für  2^  den  Wert  —^-Hg,  unter  H  die  Hesse- 
sche Form  von  f  verstanden.     Die  Differentialgleichung  wird  also: 

<+)  (n,/;),  +  (-„f +ö)-n~o, 

WO  Q  vom  Grade   —  |  anzunehmen  ist*). 

Der  Beweis  für  (3)  und  (4)  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  in  den 
Verzweigungspunkten  der  kanonischen  Fläche  die  Eeihenent Wicklungen  in 
Anaatz  bringt. 

')  Bei  der  so  geschriebenen  Gleichung  erscheint  das  Xg  gegenüber  den  x,,t.^ 
benachteiligt;  kann  man  eine  aymmetrieche  Form  finden,  in  der  die  drei  Koordinaten 
gleichmäßig  berfloksichtigt  werden!  [In  symmetrischer  Gestalt  ist. diese  Differential- 
gleiohung  für  Kurven  vierter  Ordnung  von  Gordan  in  den  Math.  Annalen,  Bd,  46 
(1895)  und  für  singularitätentreie  Kurven  n-ter  Ordnung  von  Herglotz  in  den 
Math.  Annalen,  Bd.  62  (1906)  in  an  mich  gerichteten  Brieten  herechiiet.  Sei  /=  0 
die  homogene  Gleichung  der  Kurven  w-ter  Ordnung  und  Q  die  allgemeinste  Form 
(2n-    6)-ten  Grades.    Dann  hat  man  die  Gleiohung 

wo   TT  vom  Grade t- —  anzunehmen  ist.    Dies  Resultat  ist  besonders  einfach  und 

legt  die  Frage  geeigneter  Verallgemeinerung  nahe.     K  ] 
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IIa.  Lösung  der  Differentialgleichung  durcli  niedere  Funktionen. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  liier  zu  berücksichtigen  sind,  werden  in 
sysfcematisclier  Vollständigkeit  durch  den  Picard-Vessiotschen  Ansatz 
geliefert,  von  welchem  bereits  in  dem  vorigen  Referate  [^  Abh.  LSVIII, 
S.  581]  die  Rede  war.  Die  Sachlage  ist  in  dem  einfachen  Falle  der  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  natürlich  die,  daß  man  auf  keine 
anderen  besonderen  Gleichungen  kommt,  als  auf  solche,  welche  man  nach 
ihrem  individuellen  Interesse  auch  früher  bereits  in  Betracht  gezogen  hatte. 
Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  sämtlichen  Spezialfälle  unter  zwei  Kategorien 
zusammenfassen  dürfen : 

1.  um  diejenigen  linearen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung, 
welche  durchaus  algebraische  Integrale  besitzen, 

2.  um  solche  Differentialgleicliungen,  bei  denen  eine  einzelne  Lösung 
algebraisch  wird  (sofern  man  von  einem  vielleicht  vortretenden  Faktor  (x  —  o)'' 
mit  irrationalem  X  gegebenenfalls  absieht). 

Ich  habe  diese  beiden  Fälle  in  meiner  Vorlesung  ausführlich  behandelt, 
indem  ich  mich  dabei  (was  nicht  notwendig  wäre)  auf  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Koeffizienten  beschränkte.  Die  ad  2)  auftretenden  algebrai- 
schen Funktionen  stellen  dann  rationale  ganze  Funktionen  vor,  welche  ich 
ganz  allgemein  als  Lamesche  Polynome  bezeichne. 

Ad  1.  habe  ich  vor  allen  Dingen  die  Annahme,  daß  ikosaedrische 
Integrierbarkeit  vorliegen  soll,  ins  einzebe  verfolgt.  Ich  greife  dabei  auf 
meine  alte  Darstellung  in  Bd.  12  der  Math,  Annalen  (1877)  [vgl.  Abh.LIII 
des  vorliegenden  Bandes]  zurück,  vereinfache  jetzt  aber  die  Betrachtung 
wesentlich  durch  Einführung  der  homogenen  Normierung  der  Differential- 
gleichung und  meine,  damit  bis  zum  einfachsten  Ausdruck  der  Bedingungen 
vorgedrungen  zu  sein.  Selbstverständlich  handelt  es  sich  in  letzter  Linie 
um   die  Verträglichkeit   eines  überzähligen  Systems   hnearer   Gleichungen. 

Ad  2.  darf  ich  an  die  traditionelle  Auigabestelhmg  erinnern,  welche 
ursprünglich  aus  der  mathematischen  Physik  stammt  und  dann  in  all- 
gemeiner Gestalt  von  Heine  formuliert  worden  ist.  Dieselbe  verlangt 
nicht  sowohl  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  ihre  Integrierbarkeit 
zu  untersuchen,  als  vielmehr  die  noch  freien  Parameter  in  einer  nur  erst 
durch  ihre  singulären  Punkte  und  Exponenten  gegebenen  Differentialgleichung 
so  festzulegen,  daß  eine  bestimmte  Art  der  Integrierbarkeit  eintritt.  Nimmt 
man  die  Diflerentialgleichung  (1)  als  Ausgangspunkt  (wie  dies  u.  a.  bei 
Wälseh  geschieht),  so  erhält  man  dafür  die  besonders  einfache  Formu- 
lierung: es  sind  (p,  jf  gegeben,  man  soll  x  so  bestimmen,  daß  TT  gleich 
einem  Polynom  von  irgendwelchem  vorgegebenen  Grade  (welches  dann 
eben  das  „Lamesche  Polynom"  ist)  gesetzt  werden  kann.    Der  so  getroffene 
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Ansatz  dehnt  sich  ohne  weiteres  auf  lineare  Differentialgleichungen  der 
m-ten  Ordnung  aus,  worüber  man  wieder  den  Aufsatz  von  Herrn  Wälsch 
vergleichen  mag.  Aber  daneben  konzentriert  sich,  was  lineare  Differential- 
gleichungen der  aweiten  Ordnung  angeht,  das  Interesse  auf  die  merkwür- 
digen Realitätstheoreme,  welche  hier  stattfinden.  Ich  will  dieselben  hier 
in  aller  Kürze  bezeichnen; 

Man  denke  sich  die  Differentialgleichung  in  der  Gestalt  (1)  gegeben 
und  übrigens  der  Bequemlichkeit  halber  einen  singulären  Punkt  ins  Un- 
endliche geworfen.  Die  (n  -—  1)  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
mögen  sämtlich  als  reell  vorausgesetzt  werden.  Sie  begrenzen  dann  (m  — 2) 
Intervalle  der  .X-Achse,  und  auf  diese  kann  maji  irgend  k  reelle  Punkte 
rein    kombinatorisch  auf    -  -,  -l'-  "■■/■  ■  o-, — -  Weisen   verteilen.      Dies   ist- 

l-i,  ...  (Jl  — S) 

nun  gen(m  die  Zahl  der  zugehörigen  Lameschen  Polynome  k-ten  Grades''). 
An  dieser  Tatsache  setzen  die  Realitätstheoreme  in  ihrer  modernen  Form  ein. 
Ich  habe  in  Bd.  18  der  Math.Annalen  [vgl.  die  oben  abgedruckte  Abb.  LSII] 
(1881)  mit  Bückaieht  iiierauf  nur  erat  den  gewöhnliehen  Fall  der  mathe- 
matischen Physik  in  Betracht  gezogen,  wo  die  zweiten  Exponenten  der  im 
Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte,  die  Gleichungsform  (1)  voraus- 
gesetzt, gleich  +  ^-  sind.  Die  "Übereinstimmung  der  beiden  Zahlen  ruht 
hier  darauf,  daß  die  sämtlichen  existierenden  Lameschen  Polynome  h-ten 
Grades  reell  sind,  ferner,  gleich  Null  gesetzt,  lauter  reelle  Wurzeln  ergeben, 
die  in  den  (n  —  2)  Intervallen  liegen,  und  endlich  durch  die  Verteiiungs- 
weise  auf  die  {n  —  2)  Intervalle  individuell  unterschieden  sind.  Es  hat 
dann  Herr  Stielfcjes  1884  in  Bd.  6  der  Acta  Mathematica  gezeigt,  daß 
der  so  formulierte  Satz  allgemein  richtig  ist,  solange  nur  die  zweiten 
Exponenten  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  Meiner  als 
-[- 1   bleiben. 

Ich  habe  es  in  meiner  Vorlesung  als  meine  besondere  Aufgabe  be- 
trachtet, dem  hier  gewonnenen  Resultate  auf  alle  Weisen  nachzugehen. 
Insbesondere  betrachte  ich  dabei  die  konforme  Abbildung  der  Halbebene  x, 
welche  der  Quotient  r]  zweier  Partikularlösungen  j/^  und  y^  der  Differential- 
gleichung (1)  ergibt.  W^ählt  man  als  den  Nenner  y.^  von  i;  im  Lamesehen 
Falle  das  zugehörige  Polynom,  so  geht  »/  in  bekannter  Weise  in  das  Inte- 
gral einer  multiplikativen  Funktion  über;  die  konforme  Abbildung  auf  die 
»;- Ebene  ergibt  daher  geradlinige  Polygone,  deren  Gestalt  ich  untersuche"). 

°)  [Die  hier  zugrunde  liegende  Abzahlung  sieht  von  allen  Realitütsfragen  ah,     K.] 

*)  Man   vergleiche   hierzu,   die   allgemeinen   gestaltlichen    Untersuchungen   über 

geradlinige  Polygone,  welche  Herr  Schönflies  in  Bd.  42  der  Math.  Annalen,  S.  377  ft, 

(1892)   gibt.     [ÜbrigenB  ist  Sehönfliea  in   den  Göttinger  Nachrichten  v.  J,  1892 

bereite  auf  die  tunktionentheoretische  Seite  dieser  Frage  eingegangen,     K.] 
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Es  zeigt  sich,  daß  die  Grenze  von  Stielfcjes  eine  genaue  Grenze  ist,  indem 
«inige  der  Lameschen  Polynome  imi^när  werden  können  oder  doch  ima- 
ginäre Wurzeln  erhalten  oder  auch  in  der  Verteilungs weise  ihrer  reellen 
Wurzeln  auf  die  (71  — 2)  Intervalle  übereinstimmen  können,  sobald  auch 
nur  einer  der  zweiten  Exponenten  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären 
Punkte  über  den  Wert  +  1  hinauswächst.  Ich  habe  diese  Untersuchungen 
für  die  niedersten  Fälle  in  meiner  Vorlesung  mit  einer  gewissen  Ausführ- 
lichkeit durchgeführt,  um  dadurch  für  die  sogleich  zu  besprechenden  all- 
gemeinen Probleme  zuverlässige  Beispiele  zn  erhalten').  Übrigens  muß  ich 
anführen,  daß  sich  Herr  Van  Vleck  bereits  vor  drei  Jahren  in  meinem 
Seminare  mit  der  Diskussion  der  Bealitätstheoreme  für  Fälle  jenseits  der 
Stieltjesscheii  Grenze  erfolgreich  beschäftigt  hat**). 


IIb.  Allgemeine  [nbetrachtnalime  der  reriodizitätssiibstitutioneii 
der  linearen  Differeutialgleichungen. 

Hier  werde  ich  zunächst  einiges  über  die  Riemannschen  Fragmente 
vom  Jahre  1857  sagen  dürfen").  Riemann  geht  dort  geradezu  von  den 
Periodizitätssubetitutionen  aus,  welche  die  Lösungen  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung bei  den  Umläufen  auf  der  Riemannschen  Fläche  erleiden, 
und  faßt  alle  Differentialgleichungen,  welche  dieselben  Substitutionen  liefern, 
zu  einer  Klasse  von  Differentialgleichungen  zusammen.  Man  wolle  dabei 
beachten,  daß  Riemann  seiner  allgemeinen  Denkweise  entsprechend  die 
eigentliche  Definition  der  beti'effenden  Funktionen  in  den  Periodizitäts- 
substitut Jonen  selbst  sucht,  daß  für  ihn  also  die  lineare  Differentialgleichung 
etwas  Beiläufiges  ist,  eine  von  den  linearen  Relationen,  welche  zwischen 
verwandten  Funktionen,  d.  h.  eben  Funktionen  derselben  Klasse,  bestehen. 
Hierin  ist  eine  doppelte  Fragestellung  eingeschlossen.  Einmal  wird  man 
verlangen,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  oder  irgend  eine  Relation 
zwischen  verwandten  Funktionen  vorgelegt  ist,  die  Gesamtheit  der  ver- 
wandten Funkfcionen  in  einfachster  Weise  darzustellen.  Dies  ist  eine 
algebraische  Aufgabe,  deren  Durchführung,  wie  es  scheint,  keinerlei  prin- 
zipielle Schwierigkeiten  bietet,  wenn  selbige  auch  bislang  noch  nicht  in 
systematischer  Form  vorliegen  dürfte.     Zweitens  aber  muß  das  Problem 

^  [Vgl,  auch  den  Zusatz  aui  Schluß  dieser  Arbeit  S.  597—600.] 

")  [Ich  erwähne  hier  nooli  gern,  daß  Herr  van  V!eok  im  Amerioan  Journal  of 

Mathematios  vol.  21  (1898/99)  den  Fall  untersucht  hat,  wo  das  Produkt  y^-y,  zweier 

geeigneter   Fund  amen  tallÖaungen    ein  Polynom    wird.     Er   hat  auch   die   zugehörigen 

Kreiebogenpolygone  geuau  studiert.     KJ 

")  [Vgl.  Riemanns  Werke,  1.  Aufl."  Nr,  XXI,  2.  Aufl.  Nr.  XXI,  sowie  Nachträge 

Nr,  III  und  IV] 
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sein,  ob  man  die  Periodizitätssubstitutioneii  ganz  willkürlich  geben  kann, 
d.  h.  oh  allemal  auf  gegebener  Bieraannscher  Fläche  bei  gegebenen  Ver- 
zweigungspunkten zu  gegebenen  Substitutionen  eine  zugehörige  Klasse  ver- 
wandter Funktionen  existiert.  Die  von  Riemann  selbst  begonnene  Kon- 
stantenzählting  zeigt,  daß  man  zu  dem  Zwecke  auf  der  Riemannschen 
Fläche  eine  gewisse  Zahl  beweglicher  Nebenpunkte  einführen  muß,  d.  h. 
solcher  singularer  Punkte,  deren  Umkreisung  die  identische  Substitution 
ergibt,  die  also  bei  Aufstellung  der  Periodizitätssubstitutionen  nicht  mit- 
zählen. Damit  aber  ist  der  Existenzbeweis  nur  erst  vorbereitet.  Ich  habe 
meinen  Zuhörern  seit  langem  vorgeschlagen,  den  Beweis  bei  den  linearen 
DifEerentialgieiohungen  der  zweiten  Ordnung  in  der  Weise  zu  führen,  daß 
man  zunächst,  den  gegebenen  Periodizitätssubstitutionen  entsprechend,  einen 
»j  -Bei-eich  konstruiert  {der  den  Nebenpunkten  entsprechend  bewegliche  innere 
Verzweigungspunkte  enthalten  muß),  und  dann  zeigt,  daß  dieser  Bereich 
(eben  vermöge  der  beweglichen  Verzweigungspunkte )  allgemein  genug  ist, 
um  jede  mit  einer  bestimmten  Zahl  beliebig  anzunehmender  Verzweigungs- 
punkte versehene  Eiemannsehe  Fläche  darzustellen.  Doch  scheint  es 
fast,  daß  dieser  Weg  in  übergroße  Komplikationen  hineinführt.  Wenigstens 
haben  die  jetzt  glücklich  zu  Ende  geführten  Untersuchungen  von  Herrn 
Schilling^")  ergeben,  daß  die  wirkliche  Gestalt  des  »^-Bereichs  schon  im 
Falle  p—O,  «1=3,  sobald  man  ganz  allgemeine  Exponentendifferenzen 
zuläßt,  verwickelt  genug  ist^^).  _ 

Man  vergleiche  auch  hier  die  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  Der 
soeben  an  erster  Stelle  formulierten  Aufgabe  würde  entsprechen,  daß  man 
verlangt,  innerhalb  noch  naher  vorzuschreibender  Grenzen  neben  ein  erstes 
gegebenes  Integral  alle  anderen  zu  stellen,  die  sich  von  ihm  nur  um  eine 
algebraische  Funktion  imterscheiden.  Hier  rubrizieren  also  beispielsweise 
die  Untersuchungen  über  die  Kettenbruchentwicklungen  hyperelliptischer 
Integrale,  welche  Herr  Van  Vleck  neuerdings  eben  unter  den  liier  vor- 
li^enden  Gesichtspunkten  zusammenfassend  behandelt  hat^^}.  Bei  der 
zweiten  Aufgabe  würde  man  von  einem  Integrale .  auf  gegebener  Biemann- 
scher  Fläche  bei  gegebenen  Verzweigungapunkten  (d.  h.  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkten)  eine  nach  Willkür  vorgegebene  Periodizität  verlangen 
müssen.     Die   Abzahlung   zeigt,    daß   man  zu   dem   Zwecke   dem  Integral 


1«)  Geometrische  Studien  zur  Theorie  der  Schnai/-  hen  >  Funktion;  Teil  I, 
Math.  Annalen,  Bd.  44  (1894)    Teil  II    Bd   iG  (1895). 

")  [Daß  dJeee  Riemanneche  Frage«teliuflg  in  bejahendem  Sinne  zu  beantworten 
sei,  hat  zuerst  Hilhert  mit  Hilfe  der  Integralgleichungen  va  den  Göttinger  Nach- 
richten V.  J.  1905,  S.  307£f.  bewiesen  Wegen  weiterer  Liteiatui  vgl  den  Artikel  von 
Hilb  überh'neareDifierentialfrleichuügen  m  Bd. II,  2  dermath ema tisch en  Rnzy kl opädie 
fabgesohlossen  1918).     K.] 

")  Göttinger  Disaertatic  n    abgedrutkt  im  ÄmeriLin   Toiimal    t    If    (1893). 
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von  vornherein  -p  algebraische  Unstetigkeitspünkte  beilegen  muß.  Von  da 
aus  erfolgt  dann  die  Konstantenbestimmung  in  einfachster  Weise  auf  ana- 
lytischem Wege,  und  es  ist  nicht  nötig,  auf  die  Hilfsmittel  der  geometri- 
schen Funktionentheorie  au  rekurrieren. 

Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  sieht  der  auf  Abelsohe  Integrale  be- 
zügliche Riemannsche  Satz,  von  welchem  in  der  Einleitung  gesprochen 
wurde,  den  Gegenstand  unter  einem  anderen  Gesichtspunkte.  Bei  ihm 
gelten  neben  der  Eiemannschen  Fläche  die  sämtlichen  Unstetigkeitspünkte 
des  Integrals  als  gegeben,  und  es  wird  dann,  um  das  Integral  festzulegen, 
nur  ein  Te,il  der  Periodizitatsei genschaften  vorgeschrieben.  Diesem  letzteren 
Ansätze  entspricht  nun,  was  ich  selbst  bei  den  linearen  Differentialgleichungen 
versucht  und  bis  zu  einem  gewissen  Grade  in  der  vorhegenden  Vorlesung 
durchgeführt  habe;  Gegeben  ist  die  Riemannsche  Flache  mit  sämtlichen 
auf  ihr  befindlichen  singulären  Punkten;  in  der  Differentialgleichung  sind 
also  nur  noch  die  sogenannten  akzessorischen  Parameter  willkürlich;  raan 
soll  diese  akzesawiscMn  Parameter  dadurch  eindeutig  festlegen,  daß  man 
die  Periodizitätsavhstittdionen  bestimmten  Bedingungen  unterwirft.  Es 
sind  zweierlei  Bedingungssysteme,  mit  denen  ich  in  der  hiermit  gegebenen 
allgemeinen  Eichtung  bisher  Erfolg  gehabt  habe.  Leider  ergeben  beide 
nur  ganz  partikuläre  Arten  von  Differentialgleichungen.  Es  handelt  sich 
erstens  um  das  FundamentaWlieorem  der  aviomorphen  Funktionen,  zweitens- 
um  das  sogenannte  Oszillationstheorem. 

1.  Von  dem  Fundamciitaltheoreme  der  automorphen  runfetionen. 

Wir  werden  statt  der  Partikularlösungen  y^,  y^  der  linearen  Differential- 
gleichung wieder  deren  Quotienten  i;  in  Betracht  ziehen.  Dann  besagt 
das  Fundamentaltheorem,  kurz  ausgedrückt:  daß  man  die  akaessori sehen 
Parameter  der  Differentialgleichung  jedesmal  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
so  festlegen  kann,  daß  bei  der  Umkehr  des  Funktionsverhältnisses  ein- 
deutige automorphe  Funktionen  eines  vorzugebenden  „Typus"  entstehen  (vgl. 
Math.  Annalen,  Bd.  21  \=^-  Abh.  CHI  in  Bd.  3  dieser  Gfesamtausgabe ] ). 
Ich  bin  auf  dieses  Theorem  in  der  gegenwärtigen  Vorlesung  nur  beiläufig 
eingegangen,  da  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  automorphen 
Funktionen  einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalten  werden  muß.  Der 
Deutlichkeit  halber  will  ich  zufügen,  daß  der  einzige  Fall  dieses  Theorems, 
welcher  von  Poincare  und  anderen  behandelt  worden  ist,  den  „Hanpt- 
typus"  betrifft,  in  welchem  ein  einzelner  Grenzkreis  und  keinerlei  sonstige 
Grenzgebilde  auftreten  ^^). 

")  [Näheres  siehe  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe, 1 
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2.  Bas  Oszillationstheorem. 

Das  Oszillationstheorem  betrachtet  DifEecentialgleichungen  mit  reeUen 
Koeffizienten  und  studiert  den  allgemeinen  Verlauf  ihrer  reellen  Lösungen 
y  bei  reell  veränderlichem  x.  Man  fragt,  ob  sich  die  y  in  einem  Segmente 
der  «-Achse  oazillatorisch  verhalten,  be^.  wie  viele  Oszillationen  sie  in 
demselben  avisfühien.  In  dieser  Hinsicht  hat  zuerst  Sturm  bemerkt  {in 
den  Bänden  1  nnd  2  von  Liouvilles  Journal,  1836  —  37),  daß  man  unter 
geeigneten  Verhältnissen  einen  in  der  DifEerentialgleichung  vorkommenden 
Parameter  eindeutig  durch  die  Forderung  festlegen  kann,  es  solle  in  einem 
gegebenen  Segmente  der  X-Achse  eine  gewisse  Stärke  der  Oszillation 
stattfinden.  Dieses  ist  der  einfachste  Fall  des  Oszillationstheorems;  der- 
selbe ist  in  neuerer  Zeit  bekanntlich  von  Picard  einer  genaueren  ana- 
lytischen Untersuchung  unterworfen  worden.  Ich  selbst  bin  in  Band  18 
der  Math,  Annalen  (1881)  [vgl.  Abh,  LXIII  des  vorliegenden  Bandes]  zu 
einem  weiteren  Falle  fortgeschritten,  indem  ich  die  gewöhnliche  Lamesche 
Gleichung  studierte: 


<5) 


-[Äx  +  B)y, 


und  bemerkte,  daß  man  hier  die  beiden  Parameter  Ä ,  B  gleichzeitig  ein- 
deutig dadurch  festlegen  kann,  daß  man  in  zwei  verschiedenen  Segmenten 
der  X-Achse  bestimmte  Osaiilationsstärken  verlangt.  Ich  bin  beim 
weise  von  einfachen  geometrisch-mechanischen  Betrachtungen  ausgegangen, 
Andererseits  hatte  ich  bei  Aufstellung  des  Theorems,  ebenso  wie  Sturm, 
ursprünglich  mathematisch-physikalische  Fragen  im  Auge,  nämlich  das  Ge^ 
setz  gewisser  in  der  Potentialtheorie  auftretender  Reihenentwicklungt 
Alle  diese  Betrachtungen  sind  seitdem  von  Herrn  Böcher  in  seinem  Werke 
weitgehend  verfolgt")  Abe)  man  kann  da&  Theoiem  ebensouohl  als  ein 
mentheoreiisches  gellen  lassen,    Es  hat  dann  besondeies  Inteiesse,  die 


")  tibei  die  Reihenentwicklungen  der  Polentialtheoiie  Tcuboer  ]S<)4  [Dies 
Buch  lehnt  aich  an  eino  lon  mn  im  hinter  1SS9  %  gehaltene \ orleausif!  «her  Lam6- 
3ohe  Funktionec  an  Natürlich  kann  ich  die  Verantwortung  nur  für  diejenigen  Teile 
dieses  Buehes  übernehmen  m  denen  Boehet  die  Entwicklungen  meiner  \nrle8ung 
näher  ausfuhrt  nicht  aber  für  diejenigen  welche  er  eelbatandig  zugefügt  hat  nie  er 
jeweils  genau  angibt  Die  Erläuterungen  auf  8  IS'i^ISO  welche  die  Falle  jenseits 
der  Stieltjessehen  Grenze  betreffen  &ind  unklar  Bocher  selbst  iit  auf  sie  in 
seinem  bezüglichen  1910  abgoschlobsenen  Referate  in  Bd  II  1  der  mathematischen 
Enzyklopädie,  anf  das  ich  ubrigeoa  veiweise  nicht  zurückgekommen  Eb  ist  seitdem 
vielfach  über  das  Sturm^ohe  OBMllation'<theorem  weitergearbeitet  worden  Man  vgl 
den  Bericht  von  Boeher  in  den  Proceedmgs  of  the  fifth  Intemfttional  CongresB  of 
Mathematios  voll  S  163— 195(Cambridge  1912]  sowie  dasBuch  von  Booter  Legons 
snr  les  m^thodes  de  Sturm  Paria  1917  Doch  haben  diese  Arbeiten  eine  mehr 
abstrakte,  für  den  Te^t  nicht  in  Betracht  kommende  Richtung     K  ] 
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Oszillationebetrachtimgen  mit  der  geometrischen  Gestalt  desjenigen  Kxeis- 
bogenpolygons  in  Verbindung  zu  bringen,  auf  welches  der  Quotient  j;  zweier 
Partikular! ÖS ungen  y^,  y„_  der  Differentialgleichung  die  Halbebene  x  ab- 
bildet'*). 

Von  den  aueführlichen  Betrachtungen,  die  ich  in  meiner  Vorlesung 
betreffend  das  Osaillationstheorem  gegeben  habe,  sollen  hier  nur  solche 
hervorgehoben  werden,  welche  sich  in  der  Böchersohen  Darstellung  nicht 
finden. 

a)  Ich  betrachte  allgemeine  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Ko- 
effizienten, die  ich  mir  wieder  der  Formel  (1)  entsprechend  normiert  denken 
will.  Die  aingulären  Punkte  der  Differentialgleichung  seien,  wenigstens 
zum  Teil,  selber  reell.  Ich  habe  dann  untersucht,  unter  welchen  Bedin- 
gungen man  die  Segmente,  für  welche  man  die  Oszillationsbedingungen 
vorschreiben  will,  bis  an  die  singulären  Stellen  heranerstrecken  kann^"). 
Hier  zeigt  sich  die  prinzipielle  Bedeutung  der  Stieltjesschen  Grenze. 
Überschreitet  man  die  Grenze,  d.  h.  nimmt  man  den  zweiten  Exponenten 
eines  zu  (1}  gehörigen  singulären  Punktes  >  ~\- 1,  so  versagen  für  ein  bis 
an  den  singulären  Punkt  heranerstreolrtes  Segment  die  geometrisch-mecha- 
nischen Betrachtungen,  auf  denen  der  Beweis  des  Os/illationstheorems 
ruht. 

bl  die  Kreiabogenpolygone  habe  ich  ganz  besondere  tui  diejenigen 
Fälle  untersucht,  in  denen  die  zweiten  Exponenten  dei  in  Betracht  kommen 
den  singulären  Punkte  gleich  ±  I  sind,  d  h  das  Polygon  in  den  betreffenden 
Ecken  rechte  Winkel  aufweist*'}.  Nehmen  »ii  beispielsweise  die  Differential 
gleichung  (5).  Hier  werden  wir  als  Polygon  der  »j-Ebene  ein  Kreisbogen- 
viereck haben,  welches  bei  x  =  a,h,c  drei  rechtwinkelige  Ecken  besitzt. 
Dagegen  hängt  der  Winkel  bei  a;  =  oc  von  dem  Parameter  A  ab;  setzt 
man  il  =  n(n-^l),  so  wird  der  betreffende  Winkel  ^"---j—n.  Man 
übertrage  dieses  Kr  eisbogen  vi  ereck  durch  stereo  graphische  Projektion  auf 
eine  Kugel  und  definiere  nun  die  Länge  oder  Amplitude  der  einzelnen 
von  zwei  rechten  Winkeln  begrenzten  Kreisbogenseite  ganz  ähnlich,  wie 
man  es  beim  sphärischen  Dreiecke  macht.  Zu  dem  Zwecke  wird  man 
vor  allen  Dingen  die  »;- Kugel  selbst  als  Fundamentalfiäche  der  zu  be- 
nutzenden projektiven  Maßbestimraung  einführen.  Handelt  es  sich  dann 
um  die  Länge  der  Kreisbogens eite  ab,  so  bestimme  man  vorab  den  Winkel, 
den  die  beiden  Ebenen,  welche  die  an  ah  angrenzenden  Kreisbogens  tu  cke  da 
und  hc  enthalten,  im  Sinne  der  Maßbeetimmung  miteinander  bilden.    Dieser 

"•)  [Vgl    K   B    die  oben  abgedruckte  Abli.  LXV.  | 
")  [Vgl   auch  die  Abh.  LXIV.] 
■^)  [Vg!    wieder  Abh   LXIV.] 
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Winkel  hat  co  viele  Werte,  welche  sich  aus  einem,  gj^,  in  der  Gestalt 
m^  +  <Pg  ergeben,  unter  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden.  Als 
AmpUtitde  von  ab  werde  ich  denjenigen  dieser  unendlich  vielen  Winkel 
bezeichnen,  welcher  der  Art  und  Weise  entsprich,  wie  sich  die  Seite  ab 
zwischen  den  begrenzenden  Ebenen  hinerstreckt.  Zeiehnet  man  eine  Figur, 
ao  ist  sofort  klar,  was  hiermit  gemeint  ist.  Wir  miisaen  dabei  ersichtlich 
drei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die  Schnittlinie  der  beiden  begren- 
zenden Ebenen  die  »/-Kugel  trifft,  berührt,  oder  nicht  trifit.  Im  ersten 
Falle  wird  rp^  eine  nicht  verschwindende  reelle  Größe  vorstellen,  im  zweiten 
Falle  gleich  Null  und  im  dritten  rein  imaginär  anzunehmen  sein.  Ich 
bezeichne  dementsprechend  die  Amplitude  der  Kreisbogenseite  ab  beziehungs- 
weise als  elliptisch,  parabolisch,  hyperbolisch.  —  Die  weitere  Untersuchung 
zeigt  schließhch,  daß  die  Osaillationsbedingung,  welche  dem  Intervall  ab 
der  X-Achse  im  Sinne  des  Oszillationstheorems  auferlegt  werden  soll,  dahin 
umgesetzt  werden  kann,  daß  man  für  die  Kreisbogenseite  ab  eine  bestimmte 
dliptische  Amplitude  vorschreibt. 

c)  Ich  will  jetzt  annehmen,  daß  die  Differentialgleichung  (5)  dadurch 
festgelegt  sei,  daß  man  für  die  Intervalle  ah  und  bc  zwei  bestimmte  ellip- 
tische Amplituden  vorgibt.  Die  Betrachtiuig  des  zugehörigen  Kreisbogen- 
polygons  lehrt  dann  noch  ein  weiteres;  sie  läßt  nämlich  erkennen,  wie  die 
anderen  Kreisbogenseiten  des  Polygons  verlaufen  und  gestattet  von  da  aus 
einen  Schluß  auf  das  Verhalten  der  Differentialgleichung  in  den  anderen 
Intervallen  der  X-Achse.  Die  solcherweise  entstehenden  Beziehungen  ent- 
sprechen genau  den  Ergänzungsrektionen  der  sphärischen  Trigonometrie, 
deren  Bedeutung  für  die  hypergeometrische  Funktion  im  vorigen  Referate- 
[Abh.  LXVIII]  hervorgehoben  wurde^^).  — 

Als  ein  besonderes  Beispiel,  bei  welchem  alle  diese  Ansätze  a),  b), 
c)  zur  Gfeltung  gelangen,  habe  ich  schließlich  den  H ermiteschen  Fall  der 
Lameschen  Gleichung  gewählt,  d.h.  eben  die  Gleichung  (5),  mit  der  be- 
sonderen Maßnahme,  daß  wir  für  ^  den  Wert  ?i(n  +  1)  eintragen,  unter  t;. 
eine  irgendwie  vorzugebende  ganze  Zahl  verstanden.  Wir  haben  dann  nur 
den  Parameter  B  zur  freien  Verfügung. 

Die  Resultate,  weiche  betreffs  dieser  Gleichung  in  meiner  Vorlesung 
ausführlich  abgeleitet  werden,  finden  sich  zum  Teil  bereits  in  einem  kleinen 
Aufsätze,  den  ich  in  Bd.  40  der  Math.  Annalen  (1891)  [vgl.  die  vorstehende 
Abh.  LXVII]  publizierte,  nur  daß  ich  dort  nicht  direkt  die  „Amplituden" 
der  einzelnen  Kreisbogenseiten  betrachte,  sondern  nur  die  „Charakteri- 
stiken" derselben,  d.  h.  die  ganzzahligen  Multipla  von  2  je,  welche  in  den 

^')  [Vgl.  auch  die  vorstehende  Abh.  IJCV,  sowie  für  «-Ecke  die  Arbeit  von 
Palckenberg  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  77  (1915/16).] 
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Amplituden  entlialten  sind     Fuhrt  man  die  Amplituden  selbst  em,  so  ver- 
voll ständigfTi  sirh  die  damali^n  Firmen     Man  nehme  folgende  Figur  für 


4      .j. 


B^g   1 

Die  Ebene  (^  B)  ist  liier  —  den  damaligen  Eilauterungen  entspre- 
chend —  durch  die  sieben  horizontalen  Geraden  B  =  B^^,  B,  und  die  drei 
vertikalen  Linien  ■€  =  a  6.  c  m  32  Felder  zerlegt,  von  denen  die  schraf- 
fierten hyperbolischen,  die  anderen  elliptischen  Charakter  haben,  d.  h.  solche 
Stücke  der  X-Achse  enthalten,  welche  für  die  zugehörigen  Werte  von  B 
hyperbolische,  bez.  elliptische  Amplituden  aufweisen.  Die  einzelnen  Stücke 
der  horizontalen  Grenzlinien  B^,  . . .  B^  (welch  letztere  den  hier  auftreten- 
den Fällen  Lamöscher  Polygone  entsprechen)  haben  natürlich  paraboli- 
schen Charakter.  Derselbe  ist  dadurch  näher  bezeichnet,  daß  in  der  Figur 
jedem  einzelnen  Stücke  dieser  Grenzlinien  seine  parabolische  Amplitude, 
also  ein  bestimmtes  Miiltiplum  von  st,  beigesetzt  ist.  In  die  verschie- 
denen Felder  der  beiden  vertikalen  Mittelstreifen  sind  jetzt  zur  Bezeich- 
nung der  zugehörigen  elliptischen  und  hyperbolischen  Amplituden  die  Buch- 
staben ip  und  V  eingetragen.  Unter  q>  hat  man  sich  dabei  eine  reelle 
Größe  zu  denken,  welche  ihrem  Betrage  nach  zwischen  den.  parabolischen 
Amplituden  liegt,  die  das  jeweilige  Feld  horizontal  eingrenzen.  In  dem 
obersten  Felde  des  rechtsseitigen  und  dem  untersten  Felde  des  linksseitigen 
Mittelstreifens  (die  sich  beide  ins  unendliche  ziehen),  ist  dies  so  zu  ver- 
stehen, daß  (p  in  ihnen  von  dem  parabolischen  Grenzwerte  3  er  beginnend 
unbegrenzt  ins  Unendliche  zunimmt.  — -  Das  ip  hinwieder  ist  eine  complexe 
Größe,  deren  reeller  Bestandteil  in  dem  einzelnen  hyperbolischen  Felde 
einen  konstanten  Betrag  hat,  ~  denselben,  den  die  parabolischen  AmpK- 
tuden  der  begrenzenden  horizontalen  Linien  besitzen.  — Aus  diesem  <p,  ip 
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der  einzelnen  Felder  der  beiden  Mittelstreifen  berechnen  sich  dann  die 
elliptischen  und  hyperbolischen  Amplituden  der  entsprechenden  Felder  der 
beiden  Seitenstreifen  so,  wie  es  in  der  Figur  eingetragen  ist.  Man  sieht, 
daß  für  jeden  Wert  von  B  zwei  der  Amplituden  durch  die  beiden  anderen 
bestimmt  sind.  Dies  ist,  im  vorliegenden  Falle,  das  Analogon  der  Ergän- 
zungsformeln  der  sphärischen  Trigonometrie'"). 

Ich  habe  noch  hervorzuheben,  in  welcher  Beziehung  das  hier  mit- 
geteilte Schema  zum  OsHtlationstheorem  steht.  Die  Hermitesche  Glei- 
chung enthält,  wie  wir  schon  sagten,  bei  festgehaltenem  n  mir  den  einen 
Parameter  B;  es  handelt  sich  bei  ihr  also  um  ein  Beispiel,  das  sich  neben 
die  von  Sturm  untersuchten  Fälle  stellt.  Wir  werden  für  dieses  Beispiel 
das  Oszillationstheorem  insbesondere  dahin  aussprechen  können:  daß  das  B 
eindeutig  gegeben  ist,  sobald  man  für  eines  der  beiden  mittleren  Inter- 
valle der  X-Achse,  ab  oder  bc,  eine  bestimmte  elUptisehe  Amplitude  vor- 
schreibt. Diese  Aussage  ist  mit  iinserer  Figur  verträglich;  sie- vervoll- 
ständigt dieselbe  aber  noch  durch  die  Angabe,  daß  innerhalb  der  ellip- 
tischen Felder  des  Streifens  ab  das  tp  bei  .wachsendem  B  stetig  abnim/mt, 
innerhalb  der  elliptischen  Felder  des  Streifens  bc  aber  stetig  zunimmt. 
B  wird  eine  eindeutige  Funktion  des  auf  den  einzelnen  Mitteistreifen  treffen- 
den <p  sein,  die  allemal,  wenn  ein  hyperbohsohes  Feld  übersprungen  wird, 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet.  Man  beachte,  daß  die  gleiche 
Behauptung  iür  die  elliptischen  Amplituden  der  beiden  äuSeren  Streifen 
unserer  Figur  keineswegs  aufgestellt  werden  kann.  Vielmehr  hat  z.  B.  im 
Streifen  linker  Hand  das  <p  Werte  zwischen  0  und  n,  sowohl  wenn  B 
zwischen  B^  vmd  S^  als  wenn  es  zwischen  5,,  und  5,  liegt.  Das  Os- 
ziUaiionstheorem  gilt  also  nicht  mehr  für  die  elliptischen  Amplituden  der 
äußeren  Intervalle-  Es  stimmt  dies  damit,  daß  bei  dem  singulären  Punifte 
X  =  oo  die  Stieltjessche  Grenze  überschritten  ist. — 

Zum  Schlüsse  darf  ich  noch  bemerken,  daß  die  im  vorliegenden  Refe- 
rate berührten  Entwicklungen,  weiche  im  Vorlesungshefte  mit  aller  erfor- 
dei'lichen  Ausführlichkeit  gegeben  werden,  zum  Teil  bereits  in  einer  Vor- 
lesung über  Lam^sohe  Funktionen  enthalten  waren,  die  ich  im  Winter 
1889 — 90  gehalten  habe^"),  dann  aber  zum  ersten  Male  im  Zusammenhange 
in  den  Vorlesungen  über  lineare  DifEerentialgleichungen  entwickelt  wurden, 
die  ich  von  Herbst  1890 — 91  gegeben  habe.     Diese  letzteren  Vorlesungen 

")  Vgl.  hierzu  die  allgemeinen  ünterenchungen  von  Herrn  Schönflies  über 
Kreiabogenvierecke  in  Bd.  44  der  Math.  Annalen  (1894)  [sowie  die  Göttinger  Disser- 
tation von  Ihlenburg  „Über  die  geometrischen  Eigenschaften  der  Kreisbogen  Vier- 
ecke" {1909},  außerdem  die  obigen  Zitate  auf  Falokenberg]. 

^°)  Vgl.  die  Mitteilung  in  den  GÖttinger  Nachrichten  vom  März  1890  [  =--=  Abh-LXIV]. 
[Eine  teilweise  Wiedergabe  dieser  Vorlesung  bildet  das  wiederholt  genannte  Buch  von 
Böcher,  Reihenentwicklungen  der  Potentialtheorie.] 
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sind  in  einer  kleineren  Zahl  von  Exemplaren  ebenfalls  autographiert  ver- 
breitet, per  Vergleich  wird  zeigen,  daß  ich  damals  mit  meinen  Behaup- 
tungen sogar  wesentlich  weiter  gegangen  bin  als  dieses  Mal.  loh  habe 
dann  freilich  gleich  gegen  Schluß  der  Vorlesung  bemerkt,  daß  die  sämt- 
lichen Angaben  der  erneuten  Kontrolle  bedürfen.  Ich  hatte  den  Gegen- 
stand zu  Anfang  für  einfacher  gehalten,  als  er  in  Wirklichkeit  ist.  Ins- 
besondere habe  ich  jetzt  einige  Aussagen  berichtigen  müssen,  die  mit  der 
Grenze  von  Stieltjes  zusammenhängen,  deren  fundamentale  Bedeutung 
ich  damals  noch  nicht  erkannt  hatte. 

Göttingen,  den  2ii.  September  1894. 


[Zum  OszüUtiimsthionm  jenstits  <iei  Stieltjesseheii  Gienze  | 

Bei  des  Fi^e  nach  der  C  ultigkeit  des  üszilJationstheorenis  jenseitb  ier 
"-tieljesftcheii  (.renzp  «oheint  es  mstruktiv  zunächst  den  Fall  nur  dreier  reg«l\rer 
f-mgularer  Punkte  —  also  das  einlache  Beispiel  der  hypeiaeomet!isi.hen  Funktion 
f  ir  dan  ma,a  nach  Abb   T  W    ftlles  exphzite  durchfuhren  kann  —  heranzuziehen 

Wir  1  elassen  die  singularen  Punkte  in  ubLoher  Weise  bei  0  "C  1  und  benennen 
ihre  Bxponentendifferenzen  die  nir  reell  und  ubngens  positiv  wählen  wie  in  Nr  I  \V 
n  it  !    f  gsnzzalilige   (lURbesondere  auch   i ersehwindende |  Herte   dieser  (itoßen 

seien  der  Einfachheit  halber  "vusgeschlossPa  )  und  i  Eollen  als  gegeben  gelten  die 
trage  sei  ziinaohst  wie  man  zu  wählen  hat  damit  eine  Losung  von  piner  dei  viei 
Formen  esi&tiert 

(I)  l.x>-{\-xy'pv{xy,     2.  w'-<p,,(x);     S.  (i-xy^ix);     4.  ?.fc(^) 

unter  9>t  (s)  ein  Polynom  irgend  voig^ebenen  Gradeefe  verstanden  (fe=0,  1,2,...), 
insbesondere  aber  die  Frage,  welche  Bewandtnis  es  mit  den  zwischen  0  und  1  ge- 
legenen reellen  Wurzeln  von  ftix)  hat. 

Die  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihe  ergibt  für  die  vier  Fälle  ohne  weiteres 
die  folgenden  arithmetischen  Relationen 

(II)  1.  J:fi-i-i'  =  2k-'-li     i.  ±/(~i.^  r  =  2k-i-i;     S.  ±ii-\-/.-i'=2k-l; 

4.  z:/'  +  /--r"  =  2i--H. 
Hier  ist   im   Falle  1.   der  Wert  {— ;i)    ohne   weiteres   auszuschließen    (weil   doch   die 
Summe  dreier  negativer  Zahlen  niemals  2fc-;  1  sein  kann).  Abel-  auch  in  den  Fällen 
2.,  3.,  4.  tritt  immer  nur  eine  beschränkte  Anzah!  von  Werten  (  — ,«)  auf,    weil  es 
sich  bei  diesen  nur  um  diejenigen  Werte  von  jfc  handeln  kann,  bei  denen  bzw. 
flll)         2.'     2k-'rl<-!l^y;        3'     2fc  +  l«^/-<--         4'.     ^i+K/.-fv 
ist.    (Ich  nenne  die  mit  (— /t)  mogliehen  Falle  J'    3'    4.',   während  die  Fälle  mit 
{  + /t)   fernerhin   mit   1.",  2.",  3.",  4"   bezeichnet  sein   mögen).     Im  übrigen  gibt  die 
Theorie   der  hypergeoraetrischen  Reihe    nachdem  /  und  r  vorgegeben  sind,  für  jeden 
der  vier  Fälle  ohne   weiteres  einen  wohlbekannten  expliziten  Wert  von  fk(^')>    man 

(  l.  'f!,  =  Fa-l  -/-T'     -i     1-'-;^}, 
(IV) 


2.  yj  =  i'(j  +  i  f  ;-r 

-i 

1     X,  .), 

«.  n-Fd-i-/  -, 

-i 

1-1;,). 

4.  „.if(i^l-/-, 

,  -  i 

1-ii»), 
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f  wobei   man   nat  irl    h.  h  ]  d  n: 

Faktor  zufügen  und         h  P  t  ( 

abbrechende  hvperg     ra.  h     R    h 

Heine  beirbeit^ten   p      hm      Arb    t 
Bd  9    &  I'<4— 202)  b  h     d  It  1   t 

Unsere  Frage     b      w   d 
ixer  Faüen  durch  d     Z  11  Z  10 

Die  Zahl   die^      \  li  teil       £  g  g  I 

vollständig  bestimm     w      1  M  dt 

i-aktenstjk  X    de*»  I  t         11      Öl  b        h 
geteilten  Regel  ent     d      7      X     d      Z      X  - 

Hier  folgt   ru       1   t  T  b  11      f       d 

das  m  Abb    Nr   L\\         g  f  hrt    "ijmb  1  d  b 
vprstinden    welche  d  m  b    g         t        'ig 


(   d 


c  ßt 


Igl      I 

m      b 1   bg       k      t 
E     1       1  l         hl         m 
w  hlb  k       t 
■d  56  (1859)  [     &es  W    k 

hng     li     b       F       d 
A    IIa  llen  f   tg  legt 
b      b      t         Abb   LX\ 
F  11      ui     1      d     C\ 
ach  d  £  S  -ibS  m  t 

CA      hf      tl  X    [     t     A 
ht      g  t       g  nz    Z  1 1 
brttt      w   d) 


I  ad  2/  X=ß(~/.-k)  =  li, 
ad  S.'  X  =  E(-y-k)=-(}, 
ad-l'X=S(-i  =  0, 


ad  2." 


=  E(k  +  l-r), 
ad  3."  X  =  J^(j!:  +  1-/.), 
ad4"  X  =  S(fc-;l-/.- 


Wa^  Wolter  Z  angeht,  so  i?t  es  in  den  Falk«  1  ",  2",  3/^  gemäß  den  in  §  9  von  AI 
LXV  gegebenen  Regeln  md  X  ideitlis<:li.  im  Falle  i"  ist  die  Beziehung  zwischen 
und  X  komplizierter  lL,h  werde  zunächst  daß  in  Abb.  LXV,  S.  565  angegebene  K 
teriuni  m  une  der  Voraussetzungen  von  4  "  entsprechende  mögllohst  elementare  Foi 
Es  hand(~lt  iifh  um  das  Vorzeichen  von" 


-i)  r(H- 


n), 


ist,  alBO  ira  Falle  4,"  um  das  Vorzeichen  von 

r(i-i.)-r(t-i-i.)-r(-t  +  ,o. 

Aber  rii-rl  —  ^i  ist  {L  — ))  2  —  !)tl~-?)  r  (1  —  i)  und  das  Vorzeichen  von 
r  ( —  jfc  j-TJ  stimmt  mit  dem  des  Produktes  It  —  l)lv  —  2)  ...  {v  —  k)  überein.  Bei 
den  so  gescbnebenen  Formeln  ist  der  Fall  A  =  0  nicht  mit  inbegriffen.  Fugen  wir, 
um  die*"©  ^u'iiiahme  zu  beseitigen  noch  die  beiden  positiven  Faktoren  k  und  t 
1  Produkte  hinzu    so  haben  Hir  ab  \oizeichen; 


(M)  (-1)*  sienJt|;-l|         (/      ii  signi  l''-l)  ...  (''-fc}. 

Alan  hat  Z  im  Falle  4  '  gleich  detn  geraden  odfi  iituieratien  Werte  zv.  setzen,  den  X  oder 
X  +  1  annehmen  mag   }e  nacMem  das  tmzeichen  |VIJ  jiositiv  oder  negativ  ist. 

Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an  diese  Angaben  umzukehren.  Wir  finden 
dabei  der  Reihe  nach 

a  Im  FiUe  1"  ist  durfh  Z  X  äii  l  unmittelbar  gegeben.  Alle  Wurzeln 
von  9:-)  =  0  '.ind  reell  und  hegen  /wi'chen  0  und  1  daa  ipt  ist  durch  die  Angabc 
der  Zahl  dieser  reellen  Wurzeln  ohne  ntiterei  bekannt  (vgl.  Formel  (IV)). 

6)  IQ  den  Fallen  3  '  und  3  '  maß  l,  damit  Z  =  X  überhaupt  von  Null  ver- 
Bchiedeii  wird  erst  so  weit  aniiaehsen  daß  k  den  Werti'  bzw.  X  übertrifEt.  Verlangen 
wir  also  7  =  0  so  bekommen  nii  je  nach  der  Große  von  v  oder  X  eventuell  eine 
größere  Zahl  unters thiedener  zugehöriger  /  <fi  1  ■■■■  Diese  Uabestimmtheit  tritt 
nur  dann  nicht  ein  wenn  b?w  /  unterhalb  1  liegt,  d.  b.  wenn  wir  uns  unterhalb 
dpr  '^tleIt]e3schen  Grenze   behnden     —   Sobald   wir  aber  Z—  1     oder    noch    größer 
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wihlen,  ist  wieder  l  durch  das  7  eindeutig  beBtimmt  Da"  bedeutet  diß  nim  nach 
anfänglichem  Versagen  das  Oszillationstheorem  wieder  gilt  Nur  dal»  jetzt  91  =  0 
außer  den  Z  zniechen  0  und  1  gelegtnen  rtoUen  Wurzeln  noch  eine  bestimmte  Zihl 
anderweitiger  Wurzeln  hat  Man  konnte  von  einer  Jei^eiung  sprechen  welijie  die 
Geltung  des  OBzillationstheorem»  eileidet 

r)  Diese  Erscheinung  tritt  im  Falle  4  m  erhöhtem  Ciade  auf  l  muß  die 
Summe  f  +  i  übertreffen  damit  die  Cl  araktenstik  X  von  0  verschieden  wird  Sei  io 
der  fiioßte  Wert  für  den  die^c  noch  nicht  der  lall  ist  Das  zugehonge  Z  wird 
dann  Null  oder  Eins  sagen  wir  allgemein  =  e  sein  wo  dei  eine  odei  andere  Fall 
eintreten  wird    ]e  nachdem 

(-l*«aign;.t^-l)...(^-Sj,)-signv|r-l)...(^-i„) 
positiv    oder   negativ   ist.     Von  da  ab   wird  Z    ersichtlich,    überhaupt    gleich   X  -!-  f^ 
sein,    —    Die  regelrechte  Geltung  des  Oszillationatheorems  tritt  also  erst  ein,   wenn 
X>1  genommen  wird.    Zu  diesem  Behufe  muß,    wie  schon  ges^t,    k>'--\-v  sein; 
wir  haben  dann  im  Intervalle  Ol  nur  X  +  s„  reelle  Wurzeln. 

Ea  tat  intereasant,  diese  arithmetiachen  Überlegungen  durch  geometrische  Kon- 
struktion der  zugehörigen  Kreisbogendreieoke  zu  bestätigen.  Dies  geschieht  um  so 
leichter,  ala  die  Gleichung 

besagt,  daß  wir  das  Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  konstruieren  dürfen.  Je  nachdem 
l>ei  dem  einzelnen  Terme  der  Gleichung  das  -1--  oder  — Zeichen  auttritt,  hegt  dann 
die  zugehörige  Ecke  des  Dreiecks  im  Bndlichen  oder  Unendlichen,  Unsere  Antworten 
■a)  6)  c)  erledigen  gewissermaßen  ein  elementargeometrischesProbiem.  Für  ein  geradlinig 
hegrenztes  Membrandreieck  sind  znei  Winkel  >^  und  1 -r  fderen  jeder  beliebig  Jf 
Sem  kann)  gegeben  man  gibt  femer  an  welche  dei  drei  Ecken  eventuell  im  Unend 
hchen  hegen  sollen  man  gibt  endhoh  die  Anzahl  \on  Malen  daß  sich  die  Seite  /i 
duiih  das  Unendliche  zieht  Man  soll  »sagen  nie  neit  dunh  diese  Angaben  die  &e 
stalt  des  Dreiecks  bestimmt  ist  — 

Bekanntlich  hat  bereits  Jacobi  (entsprechend  unierem  Ansatz  fiir  Lamcsche 
Funktionen  in  Abh  LSIK)  die  Darstellung  wilikurhcher  Funktionen  durch  Peihen 
^t'fä  +  ^i.'Pi-^-'  tfi—  betrachtet  Die  formale  Herstellung  dieser  Reihen  gelingt 
ganz  ähnlich  wie  bei  den  gewohnlichen  trigonometniichen  Reihen  wenn  man  he 
merkt   daß  je  znei  der  ^p^    95,    cp^  det  einzelnen  Falles  1    bis  4    in  sntort  naher 

anzugebender  Weise    orthogonal    &tad 

Nehmen  wir  etwa  den  Fah  4  Oir  berechnen  dann  zunächst  ffur  irgend  /m 
unterschiedene  fj  und  q ,  ) 

unter  C  eine  nicht  verschwindende  Konstante  verstanden  ')  Es  ergibt  sn,h  zunachat 
daß  wir  daa  Integral  an  die  Grenzen  0  und  1  selbst  heranziehen  können  und  dabei 
■wegen  des  Wertes  der  rechten  Seite  Null  erhalten  w>6aW  leii  uns  nnteihtib  der 
Slieltjesscken  (hetze  befinden  Wir  erhalten  dann  also  tormahter  Reihenentwick 
lungen  leeller  Funktionen  fi^x)  tur  das  Inteivall  0  ^1  1  deren  Konvei^enz  bereits 
Darboux  in  semem  Memoire  sui  les  fonotions  de  tr^n  grinds  nombres  [Liouvilles 
Journal  s6r  3  t  4  137b)  klargestellt  hat  Aber  Darboux  bemeikt  dort  daß 
besagte  Reihen  wegen  der  zwischen  ihren  TTliedem  bestehenden  Identitäten  für  ana 
lytisohe  Funktionen  vnn  t  anch  in  allen  anderen  Fallen  gültig  bleiben  und  jeweils 
innerhalb  der  gioßten  Blhpse  konvergieren    welche    um   i  —  0  und   > — 1   il=  Brenn 

hitt    nui    ;     1    bzw     duuh  -/      -. 
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punkte  herumgelegt,  noch  keinen,  singulären  Punkt  von  fi  rl  einschhpßt    Dies  Resultat 
ist  wohl  am  einfaohaten  zu   begründen,   wenn    man   gemäß  Abb    LWl  das  Int^rat 

95j  9)j.,  x~''{l  —  x)~''  dx  über  einen  beliebigen,  die  Punkte  0  und  1   der  x  Ebene  um 

gebenden  Doppelumlauf  loa  eistreokt     der   jeweils   Null   hetern    wird    und    hu  sj  It 
J]ch  dessen  die   ^J_  und  9^    also  alleweil  „orthogonal"  sein  werden 

Es  Lame  nun  darauf  an  alle  diese  Entwicklungen  luf  lineare  Diffeienfcia! 
gleiehuiig  aweiter  Ordnung  mit  beliebig  vielen  znnaohst  reellen  regulären  Binpiilarea 
Punkten  zu  ubertiagen  HiPifur  hegen  in  der  Liteiatur  gewiß  maneheilei  ■Ansätze 
voi  am  meisten  wohl  in  den  Untersuchungen  \on  Sehonfliea  und  Hilb  Faloken 
berg  über  die  Gestalt  dei  einfach  zusammen  hangenden  Kreisbogen- m-Euke-  };  im 
allgemeinen  haben  aber  die  zabtreichen  neueren  Untersuchungen  über  das  Oszillations- 
thcorem  m  Anknapfung  an  'iturms  ursprünglichen  Ansatz  eine  abstraktere  Wendung 
genummen  and  duiften  für  den  Veigleich  nicht  unmittelbar  in  Betracht  kommen. 
K.J 

Scko!  flieo  n  den  f  ottinger  Nachnclite 
42  und  44  der  Matk.  annale  (]'*")  ,  1SI41,  File 
Bd.  77  und  7K  (1916.  1918J. 
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LXX.  Über  neuere  euglisclie  Arbeiten  zur  Mechanik^), 

[Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  Bd.  1  (lS91/H2),j 

Der  unterscheidende  Charakterzug  der  englischen  Arbeiten  über  Mechanik 
den  kontinentalen  Arbeiten  gegenüber  ist  nach  meiner  Meinung  ihre  auf 
unmittelbare  Erfassung  der  Wirklichkeit  gerichtete  Tendenz  und  die  durch- 
gängige Anschaulichkeit  ihrer  Entwicklungen.  Infolgedessen  müssen  diese 
Arbeiten  dem  an  abstraktere  Gedankenfolgen  gewöhnten  Mathematiker 
besonders  anregend  sein,  und  es  versehlägt  in  dieser  Hinsicht  nichts,  oder 
es  ist  vielmehr  geradezu  nützlich,  daß  besagte  Untersuchungen  zumeist 
nicht  so  methodisch  oder  so  streng  durchgeführt  sind,  wie  wir  dies  zu 
verlangen  gewohnt  sind.  Unter  den  Einzelheiten,  welche  ich  näher  aus- 
führte, dürfte  eine  Bemerkung  über  die  Entstehungsgeschichte  von 
Hamiltons  Integrationstheorie  der  Mechanik  allgemeineres  Interesse  be- 
anspruchen. Die  Sache  scheint  völlig  unbekannt  zu  sein,  trotzdem  sieb 
Hamilton  darüber  an  verschiedenen  Stellen  seiner  Arbeiten,  insbesondere 
4.bha  mg  über  Strahlensysteme'(  1828)^),  mit  hinreichen- 
d      Du      hk  Hamilton  fand  die  Auffassung  der  Emissions- 

h  ah  her  die  Bestimmung  des  Lichtstrahles,    der  irgend- 

w     h        nh        g  n       aber   isotrope)   Medium   durchsetzt,   ein   Spezialfall 
n      g  w  hnl   h        a      die  Bewegung    eines  Massenpunktes    bezüglichen 
ham    h      P  n    ist;    wir  können    gleich  zusetzen,    daß   die   dabei 

B  ara  22,  Sept.  1891  vor  der  Natu rtoracher- Versammlung  zu 

Hg  g       Vgl,  Amthcher  Bericht    Teil  II    S   4       [In  einer  VorlcBung 

b      M    h      k  m  Somm   'Semester  18+i    deren  Ausarbeitung  eeitdem  von  verschie- 

d          J     h  m  k        b         zt  wurde,  habe  ich  die  zn  Rede  stehenden  Entwicklungen 

d               b  Bch  Th          die  aus  quasi  oph  chenBetraohtuiiRen    n  höheren  Räumen 
bg      te       K 

D      w  g               1  Hamiltons  hierhtr  geh  reodfn  Arbeiten  tind  folRende; 

b    »  h      h             f  BysteraB  of  rays    TrineactionB  of  the  R   In^h  Aciderny, 

Bd             8  8  Dazu   8   Supplemente,    ebenda,    Bd.  l!i   (18ä0j,    8,  3—62. 

Bd                93  6       w      Bd.  17  11832/37),  S,  1— U4, 

On  a  g  m         d    n  dynamics,  Philosophical  TranBaotions  of  tlie  R,  Society, 

Lond           34  0        Second  essay  on  a  general   method   in  dynamics,  ebenda 
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vorliegende  Spezi alisientng  keine  wesentliche  ist,  daß  man  vieiraehr,  in- 
dem man  zu  höheren  Räumen  schreitet,  jedes  mechanische  Problem  auf 
die  Bestimmung  des  in  einem  geeigneten  Medium  verlaufenden  Licht- 
strahles zurückführen  kann.  Und  nun  ruht  Hamiltons  Entdeckung, 
nach  welcher  die  Integration  der  dynamischen  Differentialgleichungen  mit 
der  Integration  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung m  Verbindung  steht,  einfach  darauf,  daß  Hamilton,  im  Anschluß 
an  die  große  physikalische  Bewegung  seiner  Zeit,  unternahm,  die  in  emis- 
siver  Form  bekannten  Resultate  der  geometrischen  Optik  vom  Standpunkte 
der  Undulationsfcheorie  abzuleiten,  Hamiltons  Integrationstheorie  der 
dynamischen  Differentialgleichungen  ist  zunächst  nichts  anderes  ais  eine 
analytisch  allgemeine  Formulierung  der  in  physikalischer  Form  wohl- 
bekannten Beziehung  zwischen  Lichtstrahl  und  Lichtwelle.  —  Vermöge 
des  hiermit  gegebenen  Ausgangspunktes  wird  auch  die  unnötig  partikuläre 
Form  verständlich,  in  der  Hamilton  seine  Theorie  veröffentlichte  und 
über  die  dann  Jacobi  hinausging.  Hamilton  hatte  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  Strahlensysteme  zunächst  durchaus  praktische  Fragen  der 
Instrumentenkunde  im  Auge.  Daher  operiert  er  ausschließlich  mit  solchen 
Lichtweilen,  welche  von  einzelnen  .Punkten  ausgehen.  Jacobis  Verall- 
gemeinerung läuft  darauf  hinaus,  daß  man  zur  Definition  des  Strahles 
ebensou-ohl  beliebige  andere  Liehtwellen  gebrauehm  darf.  Von  den  speziellen 
Wellen  aus  konstruiert  man  in  der  Optik  die  allgemeinen  bekanntlich  ver- 
möge des  sogenannten  Huygensschen  Prinzips;  diese  Konstruktion  ist 
ein  genaues  Äquivalent  für  den  analytischen  Prozeß,  vermöge  dessen  man 
in  der  Theorie  der  pari;iellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von 
irgendweicher  „vollständigen"  Losung  zur  „allgemeinen"  Lösung  aufsteigt. 


|Die  Optik,  wie  sie  vorstehend  verstanden  wird,  ist  die  geomeirische.  Optik,  die 
mit  dem  Begriff  des  Liohtstrahles  operiert  (also  Beugungsersoheinungen  prinEipiell 
ausschließt  und  beim  Gebrauch  gewöhnlicher  cechtwinkliger  Koordinaten  von  der 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zweiten  Grades; 


{lcf.j?ü\fir\'^i(ifS'_ 


beherr''<ht  wird  Sie  ist  von  der  ph^tikalischm  Optik,  in  deren  Mittelpunkt  die  par- 
tiolle Differenti^gleiohang  zweiter  Ordnung  ersten  Grades: 

2)  ^*  +  ^' *  +  f*.  _  J-  ^-!1  =  0 

steht  zunächst  durchaus  verschieden;  sie  kann  iber  ali  Grenzfall  der  letzteren  fui 
den  Fall  uueadhob  kleiner  Wellenlängen  angesehen  werden  In  der  Tat  man  setzt 
in  (2)  für  O  den  Ausdniclv  f2:iikfix,v,i,i)  und  hsse  nun  jS  unendlich  werden,  so  wird 
man  m  dei  Urenze  die  Differentialgleichung  II)  erhalten  Vtl  Deb3e  in  einem 
Aufsätze  von  A  Sommerfeld  und  1.  Runge,  \nnalen  der  PMaik  4  Folge  Bd  3i 
<1911>    S   2W      K 


y  Google 


LXXI.  Über  das  Brunssehe  Eikonal. 

[Zeitschrift  t.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.4fl  (1901).] 

Im  21.  Bande  der  raath.  phys,  Abtandiungen  der  Kgl.  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  (1895)  hat  Herr  Bruna  einen  bemerkens- 
werten Beitrag  zur  Strahlenoptik  veröffentlicht,  in  welchem  er  für  ein 
beliebiges  optisches  Instriiment  den  Verlauf  eines  das  Instrument  durch- 
dringenden Lichtstrahles  mit  Hilfe  einer  Funktion  von  vier  Veränderlichen 
darstellt,  die  er  als  Eikonal  bezeichnet.  Ich  reproduziere  liier  seine 
Grundtorraeln  in  freier  Weise.  Man  bezeichne  den  Punkt,  in  welchem 
der  den  Objektraum  durchsetzende  Teil  des  Lichtstrahles  (wenn  nötig  ge- 
radlinig verlängert  gedacht)  die  XF- Ebene  des  Objektraumes  schneidet, 
mit  f,  »/,  die  Richtungskosiniis,  die  er  (im  Objektraum)  mit  den  Koordi- 
natenachsen bildet,  mit  p,  g-,  r;  die  entsprechende  Bedeutung  sollen  ^  , 
fj'  bzw.  -p',  g',  »■'  für  den  Bildraum  haben.  Dann  ist  das  Eikonal  in 
seiner  (hier  allein  in  Betracht  kommenden)  ursprünglichen  Form  eine 
Funktion  von  ^,  ^,  $',  ij': 

vermöge  deren  sich  der  Verlauf  des  Lichtstrahls  im  Objektraum  und  Bild- 
raum mittels  folgender  Formeln  darstellt: 


(1) 


p' =  +c'- 


9  -^  +  c  ■  jp> 


unter  c  bzw.  c'   die  Lichtgeschwindigkeit   im  Objektraum   und  Bildraum 
verstanden.     Ich  werde  diese  Formeln  kurz  so  zusammenfassen: 

(2)  dE=—~{pU  +qd,})  +  ^,(p'di'  +  q'd^'}. 

Hiermit  wolle  man  nun  die  Entwicklungen  vergleichen,  die  Hamilton 
1828ff.  seinen  Untersuchungen  über  Strahlen  Systeme  zugrunde  gelegt  hat^). 

')  [Wegen   der  genaueren   Nachweise   vgl.  etwa   die   Fußnote  ^)   auf   S.  601   dea 
Foriiegenden  Bandes.] 
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Hamilt  in  beginnt  iljrt  damit  den  Weg  des  ein  Inatnimeiit  durchdringen- 
den Lichtstrahle  m  der  \on  Johann  Bernoulli  bzw.  Fermat  herrühren- 
den, heutzutage  ail^emein  bekannter  Art  durch  die  Forderung  eines  Mini- 
maxinium'i  testzulegen  Es  sei  i  y  ■'  der  Ausgangspnnict  des  Lichtstrahles 
(im  Objektraum j  x  y  t,  sein  Endpunkt  (im  Bildraum),  c,  c^,  c^,  . . .,  c' 
seien  die  Liuhtgeschw  indigkeiten  m  den  sukzessiven  Medien,  welche  der  Licht- 
strahl durchdringt  JI  JZj  il  dl'  die  Weglängen,  die  er  in  diesen 
Medien  beziehnng'i weise  zurücklegt  Die  Festlegung  dea  Lichtstrahles  er- 
folgt dann  dadii  h     1  ß  min  ^eihigt,  es  solle  die  Summe: 


2" 


~T   AI, 


bei  festgehaltenem  Anfangspunkt  und  Endpunkt  eine  verschwindende  erste 
Variation  haben.  Soweit  Johann  Bernoulli.  Das  Neue  bei  Hamilton 
ist,  daß  er  die  Betrachtung  weiter  fortsetzt,  indem  er  vorstehende  Summe 
nach  Fesüegung  des  Lichtstrahls  als  eine  Fimktion  ihrer  beiden  End- 
punkte betrachtet: 


(3) 


2'^r-«(- 


'-  }■ 


Dieses  Q  ist  die  von  Hamilton  so  genannte  charakteristische  Funktion 
des  optischen  Instrumentes;  es  bedeutet  einfach  die  Zeit,  welche  der  Lichfc- 
atrahl  [nach  den  Vorstellungen  der  UndulationstheorieJ  gebraucht,  um  bei 
einem  Durchgange  durch  das  Instrument  von  x,y,z  nach  x',y',z'  zu 
kommen.  Dabei  ergibt  sich,  daß  man  den  Gang  des  Lichtstrahls  durch 
dieses  £?  in  einfachster  Weise  darstellen  kann;  man  hat  in  dieser  Beziehung 
die  Formeln: 


?■--«■&■ 


.'  =+«'■ 


■!Q 


m 


die  ich  wieder  in  eine  zusammenfassen  will: 
(5)       dQ= (pdx  -\-  qdy  -{-  rdz)  -\-  ^{p' 


' d  y'   y  r'  dz'] . 


Beiläufig  folgt  aus  (4),  daß  9.  den  beiden   partiellen  Differential  gleich  ui 
genügt: 

(8)    (13'+©'+©'^ 


\dx'J  \/}y'J  \dz'/         c  ' 
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!  Ähiiliehkett  der  solcherweise  mitgeteilten  Formeln  mit  denjenigen 
uns  liegt  auf  der  Hand,  und  es  scheint  um  so  wichtiger,  den 
;  von  dem  einen  Formelsystem  zum  andern  anzugeben,  als  die 
Bikonalformeln  bei  Brune  selbst  zunächst  auf  sehr  umständlichem  Wege 
—  durch  Heranziehung  der  Theorie  der  Berühningstransformationen  mit 
Zugrundelegung  des  Malusschen  Satzes  —  aufgestellt  werden,  während 
Hamiltons  Entwicklungen  aus  der  Definition  von  ß  sofort  folgen  und 
an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen.  Eben  dieser  Übergang 
ist  denn  auch  der  Zweck  der  vorliegenden  kleinen  Mitteilung, 

Man  nenne  einfach  den  Abstand,  den  der  Punkt  x,  y,  z  des  Objekt- 
raums vom  Punkte^,  rj,  0  daselbst  besitzt,  q,  ebenso  den  Abstand  von 
x',  y',  z'  und  ^',  y',  0  q'.    Es  ist  dann 

f'')  \y  —  v'+ei:  y' -- v'  v q' i' ■■ 

Setzt  man  die  hier  sich  ergebenden  Wei'te  der  Differentiale 

dx  -^d^  -\-  p-dQ-^  Q-dp,  usw. 
in  (6)  ein,  so  kommt  nach  kürzester  Zwischenrechnung 

(8)  (?Q=  ---{dQ-^pdi  +  qdri)-\-^{dQ'  ^p'dS'+q'dri'). 

Der  Vergleich  mit  (2)  gibt  daraufhin  (wenn  ich  die  etwaige  Inte- 
grationskonstante in  das  Eikonal  einrechne): 

(9)  52  =  -|  +  |^  +  S. 

Daher:  Das  Eikonal  ist  gleich  der  charakteristischen  Funktion  für 
^  =  0,  e'  =  0;  dasselbe  bedeutet  einfach  die  Zeit,  welche  die  Lichtbewegung 
gebraucht,  um  sich  entlang  dem  das  Instrument  durchdringenden  Strahl 
vom.  Objektpunkte  f,  ij,  0  zum  Bildpunkte  i',  tf,  0  fortzupflanzen.  — 
Zugleich  ergibt  sich,  daß  sich,  bzw.  inwieweit  sich  das  Eikonal  vor  der 
allgemeinen  cbai'akteristischen  Funktion  durch  prinzipielle  Einfachheit  aus- 
zeichnet. Die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (6)  verwandeln 
sich  nämlich  vermöge  der  Substitution  (7)  in  folgende; 


das  Eikonal  E  ist  also  seinerseits  nicht  weiter  an  irgendwelche  partielle 
Differentialgleichung  gebunden. 

Ich  kann   diese  kleine  Note   nicht  schließen,    ohne  nachdrücklich  auf 
das  ganz  besondere  Interesse  von  Hamiltons  Untersuchungen  zui'  Strahlen- 


y  Google 


606  Zur  mathematiBohen  Physik,     B.  Allgemeine  Meclianik. 

Optik  hinzuweisen.  Die  Methode  der  charakteristischen  Funktion  führt 
ihn  einerseits  zur  weitgehenden  Behandlung  instrumenteller  J^agen  (wo- 
bei er  zahlreiche  Resultate  späterer  Autoren  antizipiert),  andererseits  zur 
Entdeckung   der  konischen  Refraktion   in  zweiachsigen   Kristallen.     Aber 


mehr  als  das. 

Naturforsch  er- Versammlung 

der  leider  nicht  die  allgemei 


ich  bereits  vor  zehn  Jahren  in  einem  vor  der 
;  in  Halle  (1891}  gehaltenen  Vortrage  ausführte^), 
gefunden  hat,  die  ich  für  ihn 
in  Aussicht  nahm,  die  eigentHche  Wurzel  von  Hamiltons  Entdeckungen 
auf  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Dynamik!  Ich  kann  nur  den  Wunsch 
aussprechen,  daß  die  schwer  zugänglichen  und  sehr  zerstreuten  optischen 
Abhandlungen  Hamiltons  ebenfalls  gesammelt  dem  großen  Publikum  zu- 
gänglich gemacht  werden  möchten;  eine  solche  Publikation  würde  nicht  nur 
historisches  Interesse  haben,  sondern  auch  ohne  Zweifel  auf  unsere  heuti- 
gen Ideenbildungen  na«h  vielen  Eichtungen  klärend  und  fördernd  ein- 
wirken'''). 


[loh  f  ge  gern  noch  hinzu  laß  Herr  Prange  i  e  em  lemnaehst  n  lei 
Nova  aflti  Leopoldna  Bd  10  es  he  ecdem  Essay  W  R  Harn  It  ns  Arbe  ten 
aur  Strahle  opt  k  und  Medank  lailegen  w  rd  we  be  Hain  Ho  e  ne  Menf,e  vo 
AnffaiSaungswe  sen  d  r  mo  lernei  \  ar  alioasreEhnuag  msb  >!0  lere  auch  d  e  Le)  re 
vo  den  Ber  hro  gstransfonnat  one  ajit  z  i  e  t  st  AucI  hat  Harn  Iton  e  ne  große 
Anzal  1  opt  «eher  Reealtale  abgele  tet  1  e  pater  von  ander  Autoren  n  nel  r  oder 
mi  iler  vollkommen  r  Form  w  edergetunden  w  rden  S  el  e  a  1  e  ne  orlauhpe  M  t- 
telung  von  Hern  Prange  ii  in  Jal  eifr  H  ier  D  te  h  Mitl  nitker 
Verengung    Bd    iO    It  1  i^  ] 

)  behe  Jalr  eher  ht  Icr  Deutsche  Mathemat  k  r  Ve  e  g  ng  Bl  1  (IK  1/92) 
[Vgl  die  vorstehende  Ni  LX\  ]  I  h  habe  den  fegeinstand  set  Soran  er  1  11  n 
nemen  \  orleaungen  über  Med  an  k  w  ederl  olt  e  ngei  end  e  tw  ekelt 

)  HerrBrucB  schiebt  mr  zu  der  Entwckluig  des  Toxtea  aod  folgende  Be 
meikungen  Der  Zueammenh'vng  Bi  l  en  1er  eharaktenst  sehen  Funkt  o  und  dem 
Eikonal  ble  bt  bestehe  we  n  m'in  anni  nnit  laß  das  L  chtte  Ichen  bei  jeder  Brechung 
e  ne  gewisse  von  iem  Orte  des  Breoh  g  funkt  i  ablauge  de  Verzoger  ig  erfahrt 
wöbe  es  tJc  chg  It  g  ist  ol  de  Breohu  g  punkte  w  e  gewohnl  ch  e  e  Flache  oder 
aber  e  en  korperl  chen  Raum  erfüllen  —  Im  b  gen  1  efe  t  der  on  m  r  betretene 
Weg  als  Entgelt  f  r  die  umsta  dl  ehere  Herle  tuuj,  den  Nachwe  s  daß  l  e  n  eistei 
Satze  der  ge  metr  sehen  Opt  k  gar  n  cht  opt  scher  Natur  e  nd,  sondern  de  re«  en 
L  n  engeo  net    p  angel  nre 
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[Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  46  (190!).] 

Das  im  folgenden  abzuleitende  Resultat  ist  an  sich  nicht  neu,  sondern 
findet  sieh  z.B.  bereits  in  der  (in  der  vorstehenden  Notiz  [Nr.  LXXI])  be- 
sprochenen) Abhandlung  von  Bruns  über  das  Eikonal.  Während  es  aber 
dort  nur  beiläufig  inmitten  umfangreicher  analytischer  Entwickelungen  auf- 
tritt, soll  dasselbe  hier  direkt  durch  bloße  geometrische  Betrachtung  ab- 
geleitet werden.  Das  Problem  ist,  zu  entscheiden,  welche  Beziehung 
zwischen  Objekt  und  Bild  bei  einem  absoliden  optischen  Instrument  be- 
stehen mag,  d.  b.  bei  einem  Instrument,  das  alle  Strahlen,  die  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Objektraums  ausgehen,  genau  wieder  in  einen  Punkt 
des  Bildiaums  vereinigt. 

Die  nächstliegende  Bemerkung,  die  man  vom  geometrischen  Stand- 
punkte aus  machen  wird,  ist  die,  daß  die  Beziehung  zwischen  Objektraum 
und  Bildiaum  jedenfalls  koUinear  sein  muß  (vgl.  Czapski,  Theorie  der 
optischen  Instrumente  nach  Abbe,  Breslau  1893).  In  der  Tat  smd  ja 
die  beiden  Eäume  von  vornherein  derart  aufeinander  bezogen,  daß  jeder 
geraden  Linie  des  einen  Raumes  (jedem  Lichtstrahl)  immer  eine  gerade 
Linie  des  anderen  Raumes  (der  zugehörige  Lichtstrahl)  entspricht,  — 
da  aber  nach  Voraussetzung  die  Beziehung  zugleich  eine  punLtnetse  sein 
soll,  so  kommt  man  auf  Grund  der  Moebiusschen  Netzkonstruktion 
in  bekannter  Weise  zu  einer  KoUineation.  Hierbei  hat  man,  was  den 
funktionen theoretischen  Charakter  der  Abbildung  des  einen  Raumes  auf 
den  zweiten  angeht,  nicht  anderes  vorauszusetzen,  als  die  Stetigkeit  der 
Beziehung;  daß  die  Abbildung  eine  analytische  ist,  ergibt  sich  aus  dem 
Beweisgange,  demzufolge  sie  eine  Koilineation  ist,  als  ein  beiläufiges  Resultat. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  einzusehen,  daß  die  statthabende  Koilineation 
von  sehr  spezieller  Art  ist.  Zu  dem  Zwecke  ziehe  ich  ein  Hilfsmittel 
heian,  welches  den  Geometem  an  sich  sehr  geläufig  ist,  aber  in  der  Optik 
wohl  kaum  noch  Verwendung  fand,  nämlich  die  Betrachtung  imaginärer 
gerader  Linien  oder  Lichtstrahlen.  („Lichtstrahl"  und  ,, gerade  Linie" 
sollen  dabei  als  Synonyma  gelten,  d.  h.  von  der  Richtung,  in  welcher  die 
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gerade  Linie  vom  Lichte  durehiauien  wird,  soll  nicht  weiter  die  Rede  sein). 
Und  zwar  betrachte  ich  den  Verlauf  der  Brechung  unter  der  Annahme,  daß 
der  einfallende  Strahl  eine  MinimalUnie  ist,  d.  h.  eine  imaginäre  gerade 
Linie,  welche  den  Kugelkreis  schneidet.  Dabei  werde  ich  für  imaginäre 
Linien  dieselben  Formeln  in  Anwendung  bringen  wie  für  reelle.  Um  allen 
Zweifeln  aber,  die  in  dieser  Hinsicht  aufgeworfen  werden  möchten,  von  vorn- 
herein zu. entgehen,  will  ich  ausdrücklich  voraussetzen  (was  in  praktischer 
Hinsicht  keinerlei  Beschränkung  bedeutet),  daß  alle  brechenden  Flächen 
<3es  Instruments  [singularitätenfreie  Stücke]  algebraischer  Flächen  seien. 

Überlegen  wir  axd  Grund  der  so  getrofEenen  Verabredung  zunächst  das 
elementare  Brechungsgesetz:  Für  eine  Minimallinie  ist  der  Sinus  des  mit 
■der  Fläehennormalen  gebildeten  Winkels  bekanntlich  unendlich  groß  und 
umgekehrt  ist  durch  die  Forderung  eines  unendlich  großen  Sinus  eine 
Minimallinie  charakterisiert.  Es  folgt  also,  daß,  wenn  der  einfallende 
Strahl  längs  einer  Minimallinie  verlcmft^  das  gleiche  für  den  gebrochenen 
Strahl  der  Fall  sein  muß.  —  Mit  diesem  Schluß  haben  wii'  im  Gfrunde 
bereits  die  ausreichende  Grundlage  für  die  folgende  Überlegung.  Nur  der 
Genauigkeit  wegen  muß  noch  ein  kleiner  Exkurs  eingeschaltet  wei'den: 

Es  gibt  zicei  Minimallinien,  welche  durch  den  Treffpunkt  des  ein- 
fallenden Strahles  innerhalb  der  Einfallsebene  verlaufen:  die  eine  fällt  mit 
dem  einfallenden  Strahle  selbst  zusammen,  die'  andere  mit  seinem  Spiegel- 
bilde. Welche  von  diesen  beiden  Linien  den  gebrochenen  Strahl  darstellt, 
bleibt  unbestimmt.  Das  Brechungsgesetz  enthält  nämlich,  wenn  man  es 
in  Cartesischen  Koordinaten  ausdrückt,  eine  Quadratwurzel,  übej  deren 
Vorzeichen  wir  hier,  wo  wir  im  Imaginären  operiereuj  nichts  Bestimmtes 
aussagen  können.  Es  hat  keinen  Zweck,  daß  ich  dies  hier  im  einzelnen 
erläutere,  vielmehr  werde  ich  mich  kurzweg  dahin  ausdrücken,  daß  ein 
Minimalstrahl  bei  jeder  Brechung  in  zwei  Mimmalstrahlen  verwandelt 
wird  (von  denen  der  eine  mit  dem  einfallenden  Strahl  selbst,  der  andere 
mit  seinem  Spiegelbilde  zusammenfällt).  Haben  wir  n  brechende  Flächen, 
so  haben  wir  als  schließliches  Resultat  der  Brechung  2"  Minimalstrahlen;  — 
■der  eine  derselben  fällt  immer  noch  mit  dem  ursprünglichen  Minimalstrahl 
zusammen,  er  hat  das  Instrument  durchdrungen  „als  wenn  es  ein  Eöntgen- 
strahl  wäre",  die  anderen  erhält  man,  indem  man  an  einer  beliebigen  Zahl 
der  aufeinander  folgenden  n  brechenden  Flächen  Spiegelung  hinzutreten  läßt. 

Die  hiermit  besprochene  Komplikation  hindert  nun  nicht,  hinsichtlich- 
■der  kollinearen  Abbildung,  welche  das  vorausgesetzte  absolute  Instrument 
vermittelt,  einen  einfachen  Schluß  zu  ziehen.  In  der  Tat:  eine  kollineare 
Abbildung  ist  für  alle  Linien  des  Eaumes  eindeutig;  an  ihr  wird  also  von 
den  2"  Minimalstrahlen,  die  aus  einem  einfallenden  Minimalatrahl  bei  der 
Brechung  im  Instrument  entstehen,   nur  einer  partizipieren  können;    die 
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ganze  Komplilcation  kommt,  soweit  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  in  Eede 
stehenden  IcollineacenAbbildung  beschränken,  inWegfall.  Wir  sagen  kurzweg : 

Die  KoUineation  zwischen  Ohjektraum  und  Bildraum  ist  so  beschaffen, 
daß  jeder  MinirmlstraM  des  ersieren  einen  Minimalstrahl  des  letzteren  liefert. 

Oder  noch  kürzer: 

Der  Kugelkreis  des  Objektraums  geht  in  den  Kugelkreis  des  Bild- 
raums üier. 

Das  aber  will  besagen,  daß  unsere  KoUineation  in  der  Tat  eine  sehr 
spezielle  ist,  daß  sie  eine  Ähnlichkeitstransformation  ist^).  Diese  Ähn- 
lichkeitstransformation  kann  dabei  noch  eine  direkte  oder  eine  inverse 
sein  (d.  h,  eine  solche,  bei  der  sich  rechts  und  links  vertauscht). 

Hiermit  haben  wir  bereits  das  Hauptstück  des  abzuleitenden  Resultates; 
wir  werden  dasselbe  vervollständigen,  wenn  wir  nun  noch  den  Modul  der 
Ähnlichkeitstransformation  festlegen.  Ich  will  der  Allgemeinheit  wegen 
annehmen,  daß  die  Lichtgeschwindigkeit  c  im  Ojektraum  von  der  Licht- 
geschwindigkeit c'  im  Bildraum  verschieden  sei.  Der  Satz  ist  dann  ein- 
fach der,  daß  sich  die  Dimensionen  des  Objektraumes  zu  den  Dimensionen 
des  Bildraums  verhalten  wie  c  zu  c'^).  Ist  also  insbesondere  c  =  c',  so 
haben  Objektraum  und  Bildraum  gleiche  Abmessungen,  sie  sind  direkt 
oder  spiegelbildlich  kongruent  (was  das  eigentliche  hier  abzuleitende  Re- 
sultat ist),  — 

Zum  Beweise  ziehen  wir  nur  mehr  reelle  Raumelemente  in  Betracht 
und  nehmen  übrigens  an  die  Vorstellunga weisen  Anschluß,  von  denen  in 
der  vorstehenden  Notiz  („Über  das  Brunssche  Eikonal"  [Nr.  LXXI])  die 
Rede  war.  Dabei  werden  wir  uns  so  ausdrücken,  als  sei  die  Ähnlichkeits- 
transformation, die  unser  Instrument  vermittelt,  eine  direkte;  sollte  es  eine 
inverse  sein,  so  könnte  man  das  Instrument  durch  Hinzufügen  eines  ebenen 
Spiegels  vervollständigen  und  dadurch  die  zunächst  inverse  Ähnlichkeit  in 
eine  direkte  verwandeln. 

Wir  wollen  jetzt  einfach  die  Zeit  betrachten,  welche  das  Licht  ge- 
braucht, um  von  einem  beliebigen  Objektpunkt  (den  ich  x,  y,  z  nennen 
will)  zum  entsprechenden  Bildpunkte  (der  x',  y',  z'  heißen  soll)  zu  gelangen. 
Diese  Zeit  muß  für  alle  von  x,  y,  z  auslaufenden  Strahlen  dieselbe  sein. 
Anderenfalls  würden  sich  nicht  alle  diese  Strahlen,  wie  doch  die  Voraus- 
setzung ist,  in  x',y',z'  wieder  vereinigen  können,  vielmehr  würden,  nach 
dem  Prinzip  von  Johann  Bernoulli,  nur  diejenigen  Strahlen  Objektpunkt 

1)  Vgl.  BrunB,  Eikonal,  S.  370. 

°)  Dieser  Satz  eteht  bei  Bruna  awiachen  den  Zeilen.  Herr  Bruna  schreibt  mir 
in  dieser  Hinsicht;  „Der  Modul  /i  wird  in  Zeile  5  von  Seif«  370  (der  Abhandlung 
über  das  Eikonal)  gleich  E  gefunden.  Die  Größe  E  ist  aber,  wie  die  Sätze  des  Textes 
zwischen  Formel  (91)  und  (92)  lehren,  identisch  mit  dem  in  (51b)  i 
Quotienten  n :  N  der  Raumindizes." 

Klein,  GeBE.iDmelte  inatli.  Abhanrtliinsün.  IL 
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lind  Bildpunkt  verbinden,  für  welche  diese  Zeit  ein  Minimaximiim  ist. 
Ich  werde  die  betreffende  Zeit  also  als  Funktion  von  x,  y,  z  allein  be- 
zeichnen dürfen:  y^^/^   „  ^\ 

Es  seien  jetzt  x^,  y^,  Sj  und  x^ ,  y^,  z^  zwei  neue  Objektpunkte,  welche 
vom  Punkte  x,  y,  z  um  das  gleiche  Stück  r  abstehen  (aber  übrigens  be- 
liebig angenommen  werden  sollen).  Das  uns  noch  unbekannte  Ähnlichkeita- 
Verhältnis  von  Bildraum  und  Objektraum  bezeichnen  wir  vorübergehend 
mit  l.  Dann  werden  also  die  Bildpunkte  x^,  i/,',  z^  und  x^',  y^,  z^ 
unserer  neuen  Objektpunkte  von  dem  Bildpunkte  x',  y',  z'  des  ursprüng- 
lichen Objektpunktes  beide  um  Xr  abstehen.  Ich  werde  mich  jetzt  so  aus- 
drücken, daß  ich  annehme,  der  Lichtstrahl,  welcher  von  x,y,z  nach  x^,y^,  z^ 
hinläuft,  durchdringe  weiterhin  unsei  Instrument  und  erreiche  nach  einem 
endlichen  Wege  die  zugehörigen  Büdpunlde^);  er  wird  dann,  wegen  der 
direkten  Ähnlichkeit,  zuerst  auf  x',  y',  z',  und  erst  hinterher  auf  «/,  y^,  z^ 
treffen.  Die  Zeit,  welche  das  Licht  gebraucht,  um  von  x,  y,  z  nach  x^,  y^,  z^ 
zu  gelangen,  ist  ~,  die  entsprechende  Zeit,  welche  auf  das  Stück  von 
x',  y',  z'  bis  aTj',  )//,  z\  entfällt,  — .  Wir  schließen,  daß  die  Punktion  X  für 
den  Punkt  x^,y^,  z,  den  Wert  hat: 

(1)  X{x,,y,,z,)  =  y.{x,y,z)-^-^^^. 

Genau  so  kommt  natürlich  (bei  den  entsprechenden  Annahmen): 

(2)  X(a:„  y,,  z,)  =  )^ix,y,z)-^  +  '^. 
Also: 

(3)  Y.{x^,y,,z,)--^X{x^,y^,z^). 

Nun  sind  aber  die  hier  benutzten  Punkte  Xj^,y^,z^  und  x^,y^,z.^ 
im  wesentlichen  zwei  ganz  beliebige  Objektpunkte.  Denn  die  Bedingung, 
durch  die  sie  ursprünglich  eingeführt  wurden;  von  einem  anderen  Objekt- 
punkte X,  y,  z  die  gleiche  Bntferung  r  zu  haben,  legt  ihnen  in  Wirklich- 
keit gar  keine  Beschränkung  auf,  lUid  die  anderen  Annahmen,  die  wir 
machten,  hatten  nur  den  Zweck  leichterer  Aus  drucks  weise.  Es  folgt,  daß 
die  Zeit  X  {x,  y,  z)  für  alle  Ohjektpunkte  dieselbe  ist;  sie  ist  eine  für 
unser  „absolutes"  Instrument  charakteristische  Konstante.  Dann  aber  ist 
auch  in  (1),  bzw.  (2)  X  (a:^,  y^,  s^),  resp.  X  (%,  y^,  z^)  gleich  X  [x,  y,  z), 
woraus  A  =  —  folgt,  was  zu  beweisen  war.  — 

Hiermit  dürfte  die  anfängliche  Fragestellung  vollkommen  erledigt  sein. 
Das  Resultat  hat  etwas  Enttäuschendes.    Um  bei  der  Annahme  c^c'  zu 

")  In  dieser  Annahme  liegt  nichts  Wesen tlioties,  sondern  nur  eine  Fixierung  der 
weiterhin  aufbretendea  Vorzeichen. 
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bleiben:  das  InetmmeDt  wirkt  wie  ein  ebener  Spiegel  oder  eine  Zusammen- 
ateüung  melirerer  ebener  Spiegel;  es  iet  als  Teleskop  wie  als  Mikroskop 
gleich  unbrauchbar.  Hieran  ist  nun  nichts  zu  ändern;  was  ich  noch  hinzu- 
zufügen habe,  bezieht  sich  nur  mehr  auf  die  Beseitigung  eines  mathe- 
matischen Bedenkens,  welches  man  gegen  die  Richtigkeit  des  Resultates 
haben  könnte. 

Das  Resultat  steht  nämlich  scheinbar  in  Widerspruch  mit  der  wohl- 
bekannten Tatsache,  daß  sich  die  Objektpunkte  und  Bildpunkte,  die  auf  der 
Äch&e  emes  optischen  Instrumentes  liegen,  auf  dieser  in  allgemeinster  Weise 
linear  entsprechen  und  daß  man  in  "Übereinstimmung  hiermit  bei  kleiner 
Winkelofinung  des  Gesichtsfeldes  mit  Annäherung  von  einer  koilinearen 
Abbildung  der  Objektpunkte  in  der  Nähe  der  Achse  auf  ihnen  entsprechende 
Bildpunkte  leden  kann,  die  gewiß  keine  Ähnlichkeitstransformation  oder 
gar  kongruente  Transformation  ist.  Ich  werde  noch  kurz  zeigen,  daß  dieser 
Widerspruch  wegtällt,  wenn  man  sich  das  Zustandekommeij  der  angeführten 
Tatsache  m  geeigneter  Weise  klar  macht*). 

Zu  dem  Zwecke  begnügen  wir  uns,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  da- 
mit unsere  4ufmerksamkeit  auf  diejenigen  Strahlen  des  Objektraums  zu 
richten  die  m  einer  beliebigen,  durch  die  Achse  des  Instruments  gelegten 
Meridianebene  liegen.  Die  entsprechenden  Strahlen  des  Bildtaums  werden 
dieselbe  Meiidianebene  erfüllen.  Man  hat  eine.  Beziehung  der  Strahlen 
zweier  ebener  Strahlenfelder.  Und  nun  genügt  es,  wie  ich  behaupte,  diese 
Beziehung  als  analytisch  vorauszusetzen  und  anzunehmen,  daß  man  bei 
Betrachtungen  in  der  Nähe  des  einzelnen  Strahles  in  erster  Annäherung 
nur  die  linearen  Glieder  der  Taylorschen  Entwichelung  beizubehalten 
braucht,  um  alle  die  für  die  Achse  des  Instruments,  beziehungsweise  ihre 
Umgebung,  aufgestellten  Beziehungen,  soweit  sie  sich  auf  die  Strahlen  der 
einzelnen  Meridian  ebene  beziehen,  in  allgemeinster  Form  au  erhalten.  (Die 
Achse  hat  dabei  innerhalb  der  einzelnen  Meridianebene  gar  nichts  Aus- 
gezeichnetes; sie  bekommt  ihre  gesonderte  Stellung  nur  dadurch,  daß  sie 
allen  Meridianebenen  zugleich  angehört.) 

In  der  Tat,  man  substituiere  einen  Augenblick,  um  geläufigere  Ver- 
hältnisse vor  Augen  zu  haben,  an  Stelle  der  beiden  ebenen  Geradenfelder 
zwei  ebene  Punktfelder;  ihre  gegenseitige  Beziehung  sei  durch  die  analy- 
tischen Gleichungen  gegeben: 

x'^<p{x,y),     y'=^{x,y). 
Handelt  es  sich  dann  nur  um  solche  Punkte  {x,  y),  die  in  der  Nähe  einer 
festen  Stelle  (a;^,  y^)  liegen,  so  wird  man  in  erster  Annäherung  schreiben 
dürfen: 


'}  Ich  kann  auch  hier  auf  Bruns  verweisen;  Eikonal.  S.  410,  Tormel  (17G). 
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y'~y\+  (g)^  (x-x„)  +  (j|)^  (s  -  y„) . 

Man  drückt  dies  gewöhnlich  (z.  B.  in  der  Kartographie)  so  aus,  daß  man 
sagt;  die.  Umgebung  des  Punkfes  x^,,  y^,  wird  auf  die  Umgehung  des 
Punktes  x\,  y'g  in  erster  Annäherung  afßn  abgebildet.  Speziell  wird  das 
Büechel  der  von  a;,,,  y^  auslaufenden  Forts chreitungsrichtungen    --j^-    auf 

das  Büsche!  der  von  x^^',  y\  auslaufenden  Fortschreitungsrichtungen  —._J^°^ 
in  allgemeinster  Weise  projektiv  abgebildet  (was  eine  nicht  bloß  approxi- 
mative, sondern  genaue  Aussage  ist). 

In  den  so  gegebenen  Entwickelungen  und  Aussagen  braucht  mau  nun 
nur  die  Punkte  x,  y,  bzw.  x',  y',  nach  dem  Prinzip  der  Dualität  durch 
gerade  Linien  zu  ersetzen,  um  die  Theoreme  zu  erhalten,  die  für  die  ebenen 
Strahlfelder,  bzw.  die  innerhalb  der  einzelnen  Meridianebene  in  der  Nähe 
der  Instrumentenachse  stattfindenden  optischen  Beziehungen  gelten.  (Für 
Lichtstrahlen,  welche  windschief  zur  Inatrumentenaohse  verlaufen,  muß 
hernach  noch  eine  ergänzende  Untersuchung  hinzukommen.)  — 

Und  nun  erledigt  sich  der  genannte  scheinbare  Widerspruch  dadurch, 
daß  die  Betrachtungen,  welche  wir  jetzt  anstellten,  mit  den  früheren,  die 
auf  der  Moebiusschen  Netzkonstruktion  ruhten,  gar  nichts  zu  tun  haben. 
Unsere  neuen  Betrachtungen  gehen  von  der  Möglichkeit  der  Taylorschen 
Entwickelung,  bzw.  von  der  Annahme  aus,  daß  man  diese  mit  den  linearen 
Gliedern  abbrechen  dürfe,  —  sie  sind  nur  insoweit  genau  richtig,  als  es 
sich  um  das  generelle  Entsprechen  der  Punkte  auf  der  Achse  handelt,  und 
gehören  übrigens  in  das  Gebiet  der  Approximationsmathemathik  — ,  die 
Moefa.iussche  Netzkonstrnktion  dagegen  trägt  den  Chaiakter  der  modernen 
Präzisionsmathematik';  sie  operiert  prinzipiell  nur  mit  endlich  verschiedenen 
Linien  und  setzt  von  Hause  aus  nichts  anderes  als  die  Stetigkeit  der  in 
Betracht  kommenden  Abbildung  voraus.  Dies  Beides  ist  so  verschieden 
wie  möglich,  Der  Eindruck,  daß  es  sich  um  zusammengehörige  Über- 
legungen handeln  möchte,  ist  nur  durch  den  äußeren  Umstand  hervor- 
gerufen,  daß   beidemal   zum  Schluß  eine  lineare  Beziehung  herauskommt. 

[Die  Form  der  im.  vorstehendon  eingehaltenen  Beweisführung  ist  dadurch  be- 
dingt gewesen,  daß  ioh  die  fraglichen  Überlegungen  b.  Z,  (im  W.-S.  1900/01)  iu  einer 
Voilesung  über  projektive  Geometrie  vorgetragen  habe,  bei  der  die  Voreteilungaweiaen 
der  Liniengeometrie  im  Vordergrmide  standen.  Ich  hätte  mich  Bonet  bei  dem  Nach- 
weise, daß  die  mit  einem  vollkommenen  Instrumente  verbundene  Kollineation  eine 
ähnhchkeitstransformation  ist,  kurz  auf  die  Hamiltoneohen  Grundformeln  berufen 
können.  Siehe  wieder  die  auf  8.  606  genannten  Aueführungen  von  Herrn  Prange, 
wo  auch  viele  einschlägige  Literattir  ku  finden  ist.  K.] 
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s   niftde   at  f.he  opening  of  tho  Congresa  on  MatJiematica  and  Astronomy  c 
the  aiatof  August  1893').] 


Tiie  German  Government  has  commissioned  me  to  communicate  to 
this  Congress  tlie  assurances  of  its  good  will,  and  to  participafce  in  your 
transactions.  In  this  ofEicial  capaeity,  allow  me  to  repeat  here  the  invi- 
tation  given  already  in  the  general  aession,  to  viait  at  some  convenient 
fcime  the  German  University  exhibit  in  the  Liberal  Ärta  Building. 

I  have  also  fche  honour  to  lay  before  yon  a  considerable  mimber  of 
mathematical  papers,  which  give  colloetively  a  fairly  oomplete  account  of 
contemporaneous  mathematical  activity  in  Germany.  Reserving  for  the 
mathematical  section  a  detailed  summary  of  these  papers,  I  mention  here 
only  certain  pointa  of  more  general  interest. 

When  we  contemplate  the  development  of  mathematies  in  this  nine- 
teenth  Century,  we  find  somcthing  similar  to  what  has  taken  place  in 
other  Sciences.  The  famoue  investigators  of  the  preceding  period,  Lagrange, 
Laplace,  Gauss,  were  each  great  enough  to  embrace  all  branches  of  ma- 
thematies and  its  applications.  In  particular,  astronomy  and  mathematies 
were  in  their  time  regarded  aa  inseparabie. 

With  fche  succeeding  generation,  however,  the  tendency  to  specialis ation 
manifests  itself.  Not  anworthy  are  the  names  of  its  early  representativea: 
Abel,  Jacobi,  Galois  and  the  great  geometers  from  Poncelet  on,  and 
not  inconsiderable  are  their  individual  achievements.    But  the  developing 

')  [Dieser  erste  allgemeine  Kongreß  der  Mathematiker  und  Astronomen  war  mit 
der  Weltausstellung  in  Chicago  (1893)  verbunden.  Die  vorliegende  Rede  wurde 
zuerst  veröffentlidit  in  „The  Monist",  t.  44,  1893  und  dann  abgedruckt  in  den  Ma- 
themafcieal  papers,  read  at  the  intornationftl  mathematical  congress,  Chicago,  1893. 
New  York,  Maomillan  and  Co.,  1896,  Bd.  I.  Von  den  etwa  vierzig  Arbeiten,  die  dem 
Kongreß  vorgelegt  wurden,  etammt  beinahe  die  Hälfte  von  deuteohen  Autoren,  deren 
Manuskripte  ich  zum  großen  Teil  iß  meinem  Koffer  mitgebraoht  hatte.  (Vgl.  Näheres 
in  dem  Vorwort  zu  den  genannten  Papers.)  An  den  Kongreß,  der  vom  31.^26.  August 
dauerte,  schloß  sieh  dann  vieraehntägig  das  von  mir  abgehaltene  im  vorstehenden 
bereits  wiederholt  genannte  Evanston  Colloquiura.     Siehe  etwa  S.  22Sfl.     K.] 
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science  departs  at  the  same  tinie  more  and  more  from  its  original  acope 
and  purpose  and  threatens  to  sacrifice  its  earlier  uniby.and  to  split  into 
diverse  branches.  In  the  same  proportion  the  attention  bestowed  upon 
it  by  the  geiieral  Bcientific  public  diminishes.  It  became  alraoat  the 
custom  to  regard  modern  mathematical  apeculation  as  something  having 
no  general  interest  or  importance,  and  the  propoaal  has  often  been  made 
that,  at  least  for  purpose  of  instruction,  all  results  be  formulated  from 
the  same  standpointa  as  in  the  earlier  period.  Such  conditions  were  un- 
queetionably  to  be  regretted. 

This  is  a  picture  of  the  past.  I  wish  on  the  present  oocasion  to 
State  and  to  emphaaize  that  in  the  last  two  decades  a  maiked  improve- 
ment  from  within  has  asserted  itself  in  our  science,  with  constantly  in- 
creasing  suceess. 

The  matter  has  bcen  found  simpler  than  was  at  first  believed.  It 
appeara  indeed  that  the  difEerent  branches  of  mathematics  have  actnally 
developed  not  in  opposite,  but  in  parallel  dirßctions,  that  it  is  poasible 
to  combine  theic  results  into  certain  general  conceptions.  Such  a  general 
coneeption  is  that  of  the  Function,  in  particular  that  of  the  analytical 
funcfcion  of  the  complex  variable.  Another  coneeption  of  perhapa  the 
same  ränge  is  that  of  the  Group,  which  just  now  standa  in  the  foreground 
of  mathematical  progress.  Proceeding  from  this  idea  of  groups,  we  learn 
more  and  more  to  coordinate  difEerent  mathematical  sciences.  So,  fot 
example,  geometry  and  the  theory  of  numbers,  which  long  aeemed  to 
represent  antagonistie  tendenciea,  no  ionger  form  an  antithesis,  but  have 
come  in  many  waya  to  appear  as  difierent  aspects  of  one  and  the  same 
theory. 

This  unifying  tendency,  originally  purely  theoretical,  comes  inevitably 
to  extend  to  the  applications  of  mathematiea  in  other  aciences,  and  on 
the  other  band  is  austained  and  reinforced  in  the  development  and  exten- 
sion  of  these  latter.  I  assume  tbat  detailed  examples  of  this  interchange 
of  influence  may  be  not  without  varioua  interest  for  the  members  of  this 
general  Session,  and  on  this  account  have  selected  for  brief  preliminary 
mention  two  of  the  papers  which  I  have  later  to  present  to  the  mathe- 
matical aeetion. 

The  first  of  these  papers  (from  Dr.  Sehönflies)  presents  a  review  of 
the  progress  of  mathematical  cryatallography.  Sohncke,  aboutl877,  treated 
erystals  as  ^gregates  of  congruent  molecules  of  any  shape  whatever, 
regülarly  arranged  in  apace.  In  1884  Fedorow  niade  further  progress  by 
admittifig  the  hypothesis  that  the  molecules  might  be  in  part  inversely 
instead  of  directly  congruent.  In  the  light  of  our  modern  mathematical 
developments   this  problem  is  one  of  the  theory  of  groups,   and  we  have 
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thus  a  convenienfc  starting-point  for  the  Solution  of  the  entire  question. 
It  is  eimply  neeessary  to  enmnerate  ali  discontinuous  groupa  which  are 
contained  in  the  so-called  chief  group  of  space-transforraationa.  Dr.  Schön- 
flies  has  thua  treated  the  subject  in  a  text-book  (1891)  wliile  in  the  pre- 
sent paper  he  discusses  the  details  of  the  historical  development. 

In  the  second  place,  I  will  mention  a  paper  which  has  more  imme- 
diate  interest  for  aatronomers,  namely,  a  resume  by  Dr.  Bnrkhardt  of 
"The  Eelations  between  Aafcronomical  Problema  and  the  Theory  of  Linear 
DifEerential  Equations".  This  deals  with  those  new  methods  of  Compu- 
ting perturbatio  HS,  which  were  brought  out  first  in  your  country  by 
Newcomb  and  Hill;  in  Europe,  by  Gylden  and  others.  Here  the  mathe- 
matician  can  be  of  ase,  eince  he  is  already  familiär  with  linear  diiTeren- 
tial  equations  and  ie  trained  in  the  deduction  of  strict  proofs;  but  even 
the  professional  mathematician  finds  here  much  to  be  learned,  Hill's 
reaearchea  invoive  indeed,  —  a  fact  not  yet  sufficiently  lecognised,  — 
a  distinct  advance  upon  the  current  theory  of  Imeac  differential  equations. 
To  be  more  preciae,  the  interest  centrea  in  the  repreaentation  of  the  inte- 
grals  of  a  difierentjal  equation  in  the  vicinity  of  an  essentiaUy  singular 
point,  Hill  fuinishes  a  practica!  Solution  of  this  problem  by  the  aid  of 
an  instrument  new  to  mathematica!  analysis,  —  the  admissibility  of  which 
is,  however,  confirmed  by  subsequent  writers,  —  the  infinitely  extended, 
but  still  convergent,  determinant. 

Speaking,  aa  I  do,  under  the  influence  of  our  Göttingen  traditiona, 
and  dominated  aomewhat,  perhaps,  by  the  great  name  of  Gauss,  I  may 
be  pardoned  if  I  characterise  the  tendency  that  haa  been  outlined  in  fchese 
remarks  as  a  return  to  tke  getiercd  Qaussian  programme.  A  distinction 
between  the  preaent  and  the  earlier  period  lies  evidently  in  tbia:  that 
what  was  formerSy  begun  by  a  single  master-mind,  we  now  must  aeek  to 
accomplish  by  united  efforte  and  Cooperation.  A  movement  in  this  di- 
rection  was  started  in  France  some  time  aince  by  the  powerful  influence 
of  Poincarö.  For  similar  purposes  we  three  years  ago  iounded  in  Ger- 
many  a  mathematica!  aociety,  and  I  greet  the  young  aociety  in  New  York 
and  its  Bulletin  as  being  in  harmony  with  our  aspirations.  But  our 
mathematicians  must  go  fuither  still.  They  nrnat  form  international  unions, 
and  I  truat  that  thia  preaent  World's  Oongress  at  Chicago  will  be  a  etep 
in  that  direction. 
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j  Nachrichten  der  Kgl.  Geaellschaffc  der  Wissenschaften  zu  Göttiogen  v.  J.  1896.] 

Die  Funktioneiitheorie  komplexer  Variabler  hat  uns  für  die  Darstellung 
dei  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  seit  lange  mit 
einem  besonders  einfachen  Formelsystem  versehen,  welches  für  die  Zwecke 
der  Mechanik,  soviel  ich  weiß,  noch  nicht  ausgenutzt  worden  ist,  so  wahr- 
scheinlich es  von  vornherein  erscheinen  muß,  daß  dies  mit  besonderem 
Vorteil  geschehen  kann.  Man  lege  um  den  festen  Punkt  0  eine  Kugel, 
auf  der  man  in  Riemannscher  Weise  eine  komplexe  Variable  C  inter- 
pretiert. Die  Drehungen  um  0  sind  dann  einfach  durch  diejenigen  uni- 
modularen  linearen  Substitutionen  gegeben: 

\^l  '^  yZ  +  S' 

bei  denen  einerseits  «  und  d,  andererseits  jSund  —  y  konjugiert  imaginär 
sind  (vgl.  z.  B.  meine  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  1884,  8. 32).  Bei  der 
Behandlung  irgendwelcher  Rotationsau^abe  wird  es  also  darauf  ankommen, 
die  hier  auftretenden  Koeffizienten  «,  ß,  y,  6  als  geeignete  Funktionen  der 
Zeit  f  darzustellen. 

Ich  habe  dies  insbesondere  für  den  gewöhnlichen  Kreisel  ausgeführt, 
d.  h.  einen  der  Schwerkraft  unterworfenen  Rotationskörper,  der  in  einem 
Punkte  seiner ,  Achse  festgehalten  ist.  C  =  oo  bezeichne  den  obersten 
Punkt  der  im  festbleibenden  Räume  um  Q  herumgelegten  Kugel,  Z  =^  oo 
die  Kreiselspitze  (überhaupt  Z  die  komplexe  Variable  auf  der  mit  dem 
Kreisel  verbundenen  kongruenten  KugelJ.  Das  Resultat  ist,  daß  «,  /5,  y,  ä 
[nach  Hermites  Ausdrucks  weise]  solche  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
werden,  welche  im  Zähler  und  Nenner  nur  eine  einzelne  Thetafunktion 
enthalten.  Da_  der  Nenner  bei  allen  vier  Ausdrücken  derselbe  ist,  so  findet 
die  Kurve,  welche  wir  aus  (1)  für  die  Bewegung  der  Kreiselspitze  ableiten: 

M  Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  11.  Januar  1896. 
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gleichialls  eine  Darstellung  mit  nur  einem  Thetafaktor  im  Zähler  und 
Nenner.  Andererseits  erhält  man  beispielsweise  für  den  Polhodiekegel, 
außer  r  —  Konst., 

also  einen  Ausdruck  mit  zwei  Thetafaktoren  im  Zähler  und  Nenner, 
usw.  usw. 

Es  ist  interessant,  zu  verfolgen,  wie  diese  einfachen  Formeln  in  den 
in  der  Literatur  vorliegenden  Entwicklungen  überall  indirekt  zur  Geltung 
kommen,  ohne  daß  man  sie  klar  aäs  solche  erkannt  und  an  die  Spitze 
der  Betrachtung  gestellt  hätte.  Beispielsweise  hat  man  statt  der  au£  der 
Kugel  gelegenen  Kurve  (2)  durchweg  deren  Horizontalprojektion  betrachtet ; 
für  diese  aber  finden  wir: 
(4)  x^-iy  =  '^aß, 

wo  nun  Zähler  und  Nenner  je  zwei  Thetafaktoren  aufweisen,  was  nach  (2) 
eine  unnötige  Komplikation  ist^). 

^)  [Wegen  der  Beziehungen  zu  einer  Vorlesung  von  Weierstraß  vom  Jahre 
1879  siehe  Kreiselbuoh,  Heft  II,  S.  511,  512.  Vgl  ferner  das  Zitat  auf  Heß  in 
Fußnote  ')  auf  8.  634  des  vorliegenden  Bandes.] 
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Leotures  delivered  on  the  oceaBion  of  the  sesquicentennial  celebration  of  Prinoeton 
Univeraity  (1896)M- 


Leeture  I. 

In  the  following  lectures  it  is  proposed  fco  consider  certain  interesting 
and  iniportaiit  questions  of  dynamics  from  the  afcandpoinfc  of  the  theory 
o£  functions  of  the  cohiptex  variable.  I  am  to  develop  a  new  method, 
which,  as  I  thiiik,  renders  the  discassion  of  these  questions  simpler  and 
more  attractive.  My  object  in  piesenting  it,  however,  is  more  general 
than  that  of  fchrowing  lighfc  on  a  particular  class  of  prohlems  in  dynamics. 
I  wish  by  an  illustration  which  may  fairly  be  regarded  as  representative 
to  make  evident  the  advantage  which  is  to  be  gained  by  dynamica  and 
astronomical  and  physical  science  in  general  from  a  more  intimafce  asso- 
■ciation  with  the  modern  pure  mathematics,  the  theory  of  functions  espe- 
cially. 

I  venture  to  hope,  therefore,  that  my  lectures  may  interest  engineers, 
physicists,  and  astronomers  as  well  as  mathematioians.  If  one  may  accuse 
mathematicians  as  a  class  of  ignoring  the  mathematical  problems  of  the 
modern  physios  and  astronoray,  one  may,  with  no  leas  justice  perhaps, 
aceuse  physicists  and  astronomers  o£  ignoring  departments  of  the  pure 
jnathematics  which  have  leached  a  high  degree  of  development  and  are 
fitted  to  render  valuable  Service  to  physics  and  astronomy.  It  is  the 
:great  need  of  the  presenfc  in  mathematical  science  that  the  pure  science 
and  fchose  departments  of  physical  science  in  which  it  finde  its  most  im- 
portant  appÜcations  should  (^ain  be  brought  into  the  intimate  association 
which  proved  so  fruitful  in  the  work  of  Lagrange  and  Gauss. 

')  These  Jeotures  on  the  analytical  formulEe  relating  to  the  motion  of  the  top 
were  delivered  oti  Monday,  Tuesday,  Wednesday,  and  Thursday,  October  12 — 15, 
1896.  They  were  reported  aad  prepared  in  manuscript  form  by  Professor  H.  ß.  Fine 
of  Princeton  University,  and  the  manuscript  was  revised  by  Professor  Klein.  [Die 
Vorträge  sind  1897  vom  Verlage  Charles  ScribnerB  Sona  in  New  York  herausgegeben 
und  werden  hier  mit  dessen  freundlicher  ErlauboiB  abgedruckt.! 
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T  shall  confiiiG  niy  discassion  mainiy  to  the  problem  presented  in  the 
motion  of  a  top  —  meaning  for  the  present  by  "top"  a  rigid  body  ro- 
tating  about  an  axia  [of  dynamical  symraetry],  when  a  single  poinfc  in 
this  axis,  not  the  centee  of  gravity,  ia  flxed  in  position. 

In  the  present  lecture  I  shall  preaent  aome  preliminary  considera- 
tiona  of  a  purely  geometrical  character^).  But  it  ia  necessary  first  of  all 
to  obtain  an  analytical  repreaentation  of  the  cotation  of  a  cigid  [eym- 
metrical]  body  about  a  fixcd  point,  and  I  ahal!  begin  with  a  statement 
of  the  methoda  ordinarily  used. 

We  introduce  two  systema  of  reotangulat  axea  both  having  their  origin 
at  the  fixed  point:  the  one  syatem,  x,  y,  s,  üxed  in  apace;  the  other, 
X,  Y,  Z,  fixed  in  the  rotating  body.  Then  the  ordinacy  equationa  of 
transformation  from  the  one  aystem  to  the  other,  which  may  be  exhibited 
in  tlie  acheme: 

X     Y    Z 


X  \  a     b 

(1)  y   :    «'      b' 

z  '  a"  h" 


give  at  once,  when  the  nine  direetion  eoaines,  o,  h,  c,  a',  ...  are  known 
functions  of  the  time  t,  the  representation  of  tbe  motion  of  the  movable 
aystem  X,  Y,  Z,  with  respeet  to  the  fixed  system  x,  y,  z. 

As  is  well  known,  these  eosinea  are  not  independent;  they  are  rather 
functions  of  but  three  independent  quantities  or  parameters.  It  is  oua- 
tomary  to  employ  one  or  other  of  the  following  sets  of  parameters,  both 
of  which  were  introduced  by  Euler. 

The  firat  set  of  parameters,  which  is  non-symmetrical,  eonsists  of 
the  angle  &  which  the  2i-axia  makes  with  the  2-axis,  and  the  anglea  tp 
and  ^,  which  the  line  of  intereection  of  the  xy-  and  XT-planes  makes 
with  the  X-axia  and  the  a:-axia  reapectively,  Because  of  the  fre^uent 
use  made  of  these  parameters  in  astronomy,  I  shall  call  them  the  "aatro- 
nomical  parameters".  When  the  cosines  a,  b,  c,  . . .  have  been  t 
in  terma  of  them,  the  orthogonal  Substitution  (1)  becomea: 

X  Y 


{2)y 


eos  (p  cos  y>  —  cos  S  sin  (p  sin  yi , 

—  ain^jcosi^  — coai^coegjeini/!. 

ain,?sii 

ij/j. 

cos^sin)/^  +  cos^sin97COS)/', 

—  sin  9:1  sin  v+ cos??  cos  tp  cos  )^, 

—  sin  1?  CO 

SV- 

sinößinip. 

sin,?  cos?:. 

COß)^ 

^)  [Zur  Lecture  I  vgl.  die  auBführliohe  Daretellui 
felds  Kreiselbuch,  Heffc  I,  Kap.  I,  gg  2,  3,  4.    K.] 
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The  second  set  of  parameters  may  be  defined  aa  foHows.  Every  dis- 
placemeiit  of  our  body  is  equivalent  to  a  simple  rotation  about  a  fixed 
axis.  Let  m  be  the  angle  of  rotation,  and  a,  h,  c  the  angles  wbich  the 
axis  makes  with  OX,  OY,  OZ;  and  set 

A  =  cosasin-- ,     B  —  cosö  sin  =,-,     C  =  cos c sin y,     D ^  cos-;; . 

The  quantities  A,  B,  G,  D  {of  which  but  three  are  independent, 
since,  as  will  be  seen  at  once,  A'^  -\~  B^  -\-  O''  -\-  D~  =  1)  aie  the  para- 
meters under  coüsideration.  In  terms  of  them  onr  orthogonal  Substitu- 
tion (1)  is 

X  T  Z 


(3) 


D'  +  A'  ^B' 

-C' 

•HAB -CD), 

2(AC+  BD), 

21ÄB  +  CD), 

D'   1-  B'  -  C'  - 

-^A' 

■i(BC-  AD), 

2(AC  -BD), 

2(BC  +  AD), 

D-'  +  C'  -A'  - 

-B', 

OT,  if  use  be  not  made  of  the  relation 

A^  +  B^  +  C''-\-D^^l, 
a  Substitution  with  theee  coefficients  each  divided  by^  -j-B' -\-C  +!)'■ 
I   shall  call  these  the  "quatemion  parameters",   inasmueh  as  the  quater- 
nionists  make  frequent  use  of  tJiem.     The   quatemion   eorreaponding  to 
our  rotation  is 

q^-D  +  iA  +  jB^kC. 

These  parameters  are  very  aymmettical,  and  for  that  reason  very  attrac- 
tive.  Nevertheless,  they  do  not  prove  to  fae  the  most  advantageous  System 
for  our  present  purpose.  Our  problem  is  not  a  symmetrical  problem.  In 
it  oiie  of  the  axes,  Oz,  in  the  direction  of  gravity,  plays  an  exceptional 
role;  the  motion  of  the  top  is  not  Isotropie, 

Inatead  of  either  of  theae  commonly  used  Systems  of  parameters, 
I  propose  to  introduce  another,  which  so  far  as  I  know  has  not  yet  been 
employed  in  dynamics. 

Let  X,  y,  z  be  the  coordinates  of  a  point  on  a  aphere  fixed  in  space 
which  has  the  radius  r  and  the  centre  O,  and  X,  Y,  Z  the  coordinates 
of  a  point  on  a  aphere  congruent  with  the  first  but  fixed  in  the  rotating 
body.  As  the  body  rotatea,  the  second  sphere  slidea  about  on  the  first, 
but  remains  always  in  congraence  with  it. 

It  is  characteristic  of  every  point  on  the  first  aphere  that  the  relation 

r-z         x-iy 
holds  good  between  its  coordinates. 
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If  we  represent  the  values  of  the  equal  ratios  by  f,  obviously  f  is 
a  parameter  for  the  poiiits  of  the  sphece,  which  completely  determines 
one  of  these  points  for  every  value  that  it  may  take.  Thus  the  Upper 
extremity  of  the  s-axia  is  characterized  by  the  value  oo  ol  ^,  the  lower 
extremity  by  the  value  0;  to  real  values  of  C  correspond  the  points  oii 
the  great  circle  of  the  sphere  in  the  plane  y  =  0,  and  to  pure  imaginary 
values  the  points  of  the  great  circle  in  the  plane  x  =  0. 

For  the  points  of  the  second  sphere,  in  like  niamier,  there  is  a  para- 
meter Z  connected  with  the  coordinates  X,  Y,  Z  by  the  equations, 

X  +  iF__rj-_Z__  7 
■  r-"Z    '~  X-iY'~       ' 

which  defines  these  points  as  C  defined  the  points  of  the  fixed  sphere. 

If  now  C  and  Z  be  paranieters  of  corresponding  points  on  the  two 
spheres,  what  is  the  relation  between  these  parameters  when  the  second 
sphere  is  subjected  to  a  rotation?  It  is  a  simple  linear  relation  of  the 
form 

^         /Z  +  6' 

in  which  a,  ß,  y,  ö  are  themselves  in  general  complex  quantities,  hut  so 
related  that  a  is  the  conjitgate  imaginary  to  d,  and  ß  to  ~y;  or,  adop- 
ting  the  ordinary  notation,  a  —  6  and  ß  ^  —  y  ■ 

It  is  obvious,  a  priori,  tbat  the  relation  must  be  linear,  and  a  very 
simple  reekoning  such  as  I  have  given  in  my  treatise  on  the  Icosahedron 
(p.  32)  establishes  the  special  relations  among  the  coefficients.  There  are 
but  four  real  quantities  involved  in  k,  ß,  y,  d,  only  the  ratios  of  which 
need  be  considered  independent,  since  these  ratios  alone  appear  in  the  ex- 
pression  for  f;  unless,  as  is  generally  more  convenient,  we  introduce  the 
further  relation  ad  ~  ßy  =  1 . 

It  is  these  quantities  tx,  ß,y,  d  connected  by  the  relation  aä  —  ßy  =  l, 
which  together  with  C  we  propose  to  use  as  our  parameters  in  the  dis- 
eussion  of  the  problem  now  under  consideration.  They  were  introduced 
into  mathematics  by  Eiemann  forty  yeais  ago,  and  have  proved  to  be 
peculiarly  useful  in  different  geometrioal  problems  intimately  connected 
with  the  theory  of  functions,  especially  in  the  theory  of  minima!  surfaces 
and  the  theory  of  the  regulär  solids.  We  hope  to  show  that  they  may  he. 
employed  to  quite  as  great  advantage  in  the  study  of  all  problems  con- 
nected with  the  motton  of  a  rigid  hody  about  a  fixed  point. 

Corresponding  to  the  orthogonal  Substitution  (1),  we  have  in  terms 
of  our  new  parameters  the  Substitution 
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X  +  iY        -Z      -X  +  iJ 
^  —  iy  a"-  2(iß  /?' 

(4)  -z       «1        (^s-\-ßr       ßd 

—  t  +  (7/  3  2yö  6^ 

as  may  be  demonstiated  withuut  seiious  reckoiiing  as  follows.  Andlmay 
remark  incidentallj  tliat  it  aeenis  to  rae  better  whercver  possible  fco  effecfc 
a  mathematical  demonstration  b>  generai  considerations  whioh  bring  to 
ligiit  its  iniiei  meaning  rathei  than  by  a  detaiied  reckoning,  every  atep 
in  which  the  mmd  ma>  be  forced  to  aceept  as  incontrovertible,  and  yet 
have  no  undei Standing  of  its  real  significance. 
Considei  tlie  aphere  of  radms  0, 

x^  +  y^  +  z^^O. 
It   is    an  imaginary  cone  whose   generating  lines  join  the   origin  to  the 
30-calIed  "imaginary  circle   at   infinity",    fche   circle  in   which  all  spheres 
interaect  at  infinity.     For  this  sphere, 

or  X  -\-  iy  :  —  z  :  X  —  iy  ^  C^ :  ^  :  —  1  ■ 

Here  to  each  value  of  the  paramefcer  C  there  correeponds  a  single  (im- 
aginary) generating  line  of  -the  cone,  and  vice  versa.  In  other  words, 
there  is  a  reiation  of  one-to-one  correspondence  between  the  (imaginary) 
generating  lines  of  the  cone  and  the  values  of  ^ ,  or  fche  cone  is  unicureal. 
There  is,  of  coiirse,'  the  same  reiation  befcween  the  generating  lines  of 
the  congruent  cone  .  „  „ 

which  is  fixed  in  the  moving  body,  and  the  parameter 

'^  ^  -Z  ~  X-i'Y' 
When  the  body  rotatee,  this  cone  is-  aimply  carried  over  into  itself, 
so  that  the  generating  lines  in  their  new  position  are  in  one-fco-one  corre- 
spondence with  the  same  generating  lines  in  their  original  position.  Be- 
fcween the  paramefcers  Z  and  C,  which  correspond  to  the  generating  lines 
in  fcheee  two  posifcions,  there  is,  fcheiefore,  alao  a  reiation  of  one-to-one 
correspondence,    or  the    two  are  connected  linearly,    i.e.  by  a  reiation  o£ 

the  form :  -,  ,  ^ 

t  =^  — -  ■-- 

where,  as  above,  we  siippose 
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If  now  we  avail  ourselveB  of  the  advantages  to  be  had  from  the  use 
of  homogeneous  equations  and  aubstitutions  by  replacing 

C  hy  ■^,     and  Z  by  -_.>  , 

this  siiigle  equation  may  be  replaced  by  the  two  homogeiieone  equations; 

and  the  equations  connecting  x,  y,  z,  and  C,  i^^nd  X,  Y,  Z,  and  Z  become: 
X  -\-  iy  :  ~  z  :  —  X  +  iy  ^  1,1  :  l^ti^:  t| , 
X-T-iY\-Z:~X-{-iY  ^Zl:Z^Z^:2.l, 
From  these  equations  it  foliows  that 

-%    =a,(i  + •■!')  +  (■'«  +  /!)')  (-Z)  +  /'ä(-Z  +  ,T) 
-i  +  i,^-y'(X^iY)-Y  2yä(-Z)  +  ä>(-X  +  <I'). 

For  it  is  immediately  obvious  that  x-\-iy  is  proportional  to  'Q\, 
therefore  to 

ß-Z'-i-2ß/5Z,Z3  +  /3'Z„', 
and  thei'efore  finalSy  to 

o'(j:  +  .-r)  +  2a/!(-Z)  +  /)"(-Z+iF); 
and  in  like  manner,  that  —  z  and  —  x  ^iy  are  proportional  to 

ay  {X  +  iY)  -h  (ad  +  ßy)  (- Z)  +  ßd{- X  +  tY)  , 
and 

y-  (X  -^  iY)  -r  2yd{-  Z)  +  ö''  (~  X  ^  iY) 
respectively.     And   that   x-^iy,   —z,   —x-\-iy  are  severally  equal  to 
these  expressions  and  not  mereiy  proportional  to  them,  foliows  from  the 
fact  that  the  determinant  of  the  orthogonal  Substitution  connecting  x,  y,  z 
with  X,  Y,  Z  must  equal  1 . 

The  demonatration,  to  be  eure,  applies  directly  to  the  points  of  the 
imaginary  cone  only.  But  it  is  known  in  advance  that  the  transfomia- 
tion  which  we  are  considering  is  a  linear  one  for  all  points  of  space.  Its 
coeffioients  are  the  aame  for  all  points,  and  we  have  mereiy  availed  our- 
selves  of  the  fact  that  the  imaginary  cone  remains  unchanged  by  the  trans- 
formation  to  determine  them.  The  same  result  might  have  been  reached, 
though  less  simply,  by  using  the  general  formula  ^  ^ .  The  equa- 
tions (4),  therefore,  are  those  which  connect  the  coordinates  of  the  initial 
and  final  positiona  of  any  point  rigidly  attached  to  the  rotating  body. 
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The  relations  befcween  our  new  parameters,  cc,  ß,  y,  ^,  and  the  astro- 
nomical  parameters,  »?,  (p,  rp,  on  the  one  hand,  and  the  quatemion  Para- 
meters A,  B,  C,  D,  on  the  other,  are  of  immediate  interest  and  of  im- 
portance  in  the  subsequent  discussion.  They  are  to  be  had  very  eimply 
by  a  comparjson  of  the  coefficients  in  the  three  schemes  (2),  (3),  (4), 
and,  alter  leduction,  prove  to  be: 

Iß  ^  cos  ^-  ■  e     ^     ,  ß  ^  isin  ^-e      ^      , 

(<i~Z)  +  iC,         ß--B  +  iÄ, 

Our  new  parameters  are  thus  imaginary  combinatioiis  of  the  real 
parameters  in  ordinary  use.  Mathematica!  physics  affords  raany  examples 
of  the  advantage  to  be  gained  by  employing  such  imaginary  combinations 
of  real  quantities.  It  is  only  necessary  to  cite  the  use  made  of  them 
in  optics  by  Cauchy. 

I  may  remark  that  Darboux  in  bis  Le^ons  sur  la  theorie  generale 
des  surfaces,  Livre  I,  treats  the  subjeot  of  rotation  in  a  manner  which 
is  very  similar  to  that  which  we  have  followed.  But  with  him  the  C 
itself  is  consjdered  directly  as  a  function  of  the  time  and  not  the  sepa- 
rate coefficients,  k,  ß,  y,  d.  His  method  thus  lacks  the  simplicity  which 
is  possible  when  these  are  made  the  primary  functions. 

We  now  turn  to  a  brief  consideration  of  the  meaning  of  the  Substitution 

^       yZ  +  ^' 
when  a,  ß,  y,  ö    are    still    regai'ded    as  functions    of    the   time,    but  are 
generai  complex  quantities,  not  connected  by  the  special  relations  k  =  3 , 

ß--y- 

We  shall  consider  t  also  as  capabie  of  complex  values,  not  for  the 
sake  of  studying  the  behavior  of  a  fictitious,  imaginary  time,  but  because 
it  is  only  by  taking  this  step  that  it  becomes  possible  to  bring  about  the 
intimate  asBoeiation  o£  Idnetics  and  the  theory  of  functions  of  a  complex 
variable  at  wbich  we  are  aiming. 

Wbat  is  the  meaning  of  the  above  formula?  Ifc  is  still  a  real  trans- 
formation  of  the  sphere  on  which  we  have  defined  f  into  itself,  a  linear 
transformation  in  which  the  coefficients  are  all  real. 

If  the  ladiua  of  the  sphere  be  1,  as  we  shall  assume  throughout  the 
discussion  of  this  generai  transformation,  or  its  equation  when  written 
homogeneously,  be :  a;^  -f  ?/'  +  »^  —  f ^  ^  0  , 
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,  t  and  X,  Y,  Z,  T  are  thoae  indicated 


the   equations   connecting  x, 
in  the  following  scheine: 

X-\-iY  X-iY   T  +  Z    T-Z 


y^^iy 


(6) 


(- 


ai 

ß-r 

ay 

ßS 

yß 

da 

yä 

öj) 

,4 

ßs 

«5 

ßß 

yi 

öf 

rf 

dd 

s,  (,   IQ  terms   of  X,  Y, 
real,  as  haa  been  already 


and  when  these  equations  are  aolved  for  x, 
Z,  T,  it  will  be  found  that  the  coefficients 
stated. 

This  scheme  may  be  derived  in  a  manner  analogous  to  that  followed 
in  deriving  the  scheme  (4). 

The  equation  of  the  spherc 

or  {x  f  iy)  {X  -  iy)  +  (s  +  ()  (s  -  i)  =  0  , 

may,  aa  is  readily  verified,  be  wiitten  in  the  form, 

a:  -I-  j  3/ :  «  -  i  y  :  t  +  2  :  (  -  z  -  f ,  C,' :  f,  C;  :  C,  t;  :  C,  C , 
where  tt-^Cj  and  Ci>  Ca  ^^^s,   fore  real  values  of  x,  y,  s,  t,   the  conju- 
gate  imaginaries  to  Ci>  Ca  respeotively. 

As  *t)Ove,  ^  ^^  _  ^^ 

^     ■  t-z  -  x^iy- 
I£  then  Zj,  Z^,  Zi,  Zg  be  quantities  siniilarly  defined  with  respect 
to  the  movable  sphece 

we  have  corresponding  to  the  transformation 

^         yZ  +  ä  ' 
the  two  pairs  of  equations: 

C,  =  aZ,  +  ßZ^ ,         Ci  =  «Z;  J-  ßZ^ , 
Ca  -  7Z,  +  5Z2,  Ca  --  7Z,'  -r  5Za', 

if  the  transformation  is  to  be  real. 

And  from   thia   seriea   of  equations  it  foUowa  by  the  reasoning  used 
on  page  623  that  x-'^iy  is  equal  to 

«J(i  +  iy)  +  ßf(X  +  iY)+o:f{T  +  Z)  +  ßS{T  -  Z) , 

Klein,  aeanninielte  muth,  Abhandlungen.  II.  40 
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and  x~iy,  t-\-z,  t  —  z  to  the  corresponding  expressions  indicated  in 
echeme  (6). 

The  scheme  (6)  at  once  reduees  to  the  sehenie  (4)  when  the  special 
suppoeition  is  made  that  K=d  and  ß=—y.  And  since  this  is  the 
suffioient  and  necessary  condition  that  (6)  reduee  to  (4),  we  have  here 
an  independent  demonstration  that  these  relations  hold  good  among  the 
Parameters  k,  ß,  y,  d  when  the  motion  is  a  rotation  about  a  fixed  point. 

The  general  tr  ans  form  at  Jon  (6)  represents  the  totalifcy  of  those  [real] 
projective  traiisformationB  or  collineatione  of  Space  f or  which  each  aystem  of 
generating  lines  of  the  sphere,  x^  -\-  y^  -\-  m^  —  t^  ==  0,  is  transfomied  into 
itself,  and  among  which  all  rotations  of  the  sphere  are  obviously  included 
as  special  ca«es.     This  is  the  geometrical  meaning  of  the  equation 


f- 


yZ  +  fi 


for  unrestricted  values  of  a 

But  the  transformation  admits  also  of  a  very  interesting  Idnematical 
interpretation  which  I  shail  eonsider  at  length  in  my  third  lecture.  With 
lespeet  to  it  our  sphere  of  radius  1  plays  the  lole  of  the  fundamental 
surfftce  or  "absolute"  in  the  Cayleyan  or  hyperbolic  non-Buclidian  geo- 
metry.  For  any  free  motion  in  such  a  space  the  absolute  remains  fixed 
in  Position  as  in  ordinary  Space  the  imaginary  circie  at  infinity 

x^-\'y^-hz-  =  0,     t=0, 
does,  which  is  its  absolute. 

The  transformation  tkerefore  represents  a  real  free,  "motion  in  nori- 
EwAidean  space,  and  the  six  independent  real  parametera  involved  in  the 
ratios  a:ß\y:6  correspond  to  the  oo^  such  possiblemotions.  Interpreted 
in  Euclidean  Space,  the  transformation  represents  a  motion  of  the  body 
combined  with  a  etrain. 

I  close  the  present  lecture  with  two  remarks. 

First,  there  is  nothing  essentiaUy  new  in  the  considerations  with  which 
we  have  beert  occwpied  thus  far.  I  have  merely  attempted  to  throw  a 
method  already  well  known  into  the  most  convenieiit  form  for  application 
to  mechanici 

&e(,ond  the  non-EucUdean  geotnetry  has  no  metaphysical  signißcance 
hete  Ol  %n  the  subsequent  discuseion.  It  is  used  solely  because  it  is  a 
convenient  method  of  grouping  in  geometric  form  relations  which  must 
otheiwisp  leniini  hidden  in  formulas. 

Lecture  II. 

I  now  prooeed  at  oncc  to  the  discussion  of  the  Lagrange  equations 
of  motion  for  our  top,  only  pausing  to  remark  once  more  that  this  problem 
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of  the  top  is  for  us  typical  of  ail  dyiiamical  questions  which  are  related 
to  a  spheie.  To  this  category  belong  also  the  problem  of  the  apherical 
pendulum  (which  in  fact  is  a  special  case  of  the  problem  of  the  top), 
the  problem  of  the  eatenary  on  the  spheie,  aiid  ail  problems  of  the  motion 
of  a  rigid  body  about  a  fixed  point.  The  simplest  problem  of  the  type 
is  that  of  the  motion  of  a  rigid  body  about  itg  centre  of  gravity,  the 
Poinsot  motion,  as  we  shall  name  it  after  Poinsot  who  treated  it  veiy 


We  shal!  first  State  the  equations  in  terms  of  the  astronomical  Para- 
meters*); and  to  give  the  expressions  as  simple  a  form  as  poseible,  I  shall 
suppose  the  principal  moments  of  inertia  of  the  top  about  the  fixed  point 
of  Support  eaoh  equal  to  1.  One  may  call  euch  a  top  a  spherical  top, 
as  its  momental  elüpsoid  is  a  sphere.  I  wish  it  understood,  however, 
that  this  restriction  is  not  esaential  to  the  application  of  our  method, 
but  is  rather  made  solely  for  the  sake  of  rendering  its  presentation 
more  eaaj. 

On  this  assumption,  we  have  for  the  kinetio  energy,  T,  of  the  motion 
the  expression 

T  =  l{'p'^  -\-1p"^  +  2rp'i/G0S§+  &'^), 

where  &',  <p',  t/i'  are  the  derivatives  of  &,  <p,  if  with  respeot  to  (;    and 
for  the  Potential  energy,  V,  the  expression 
F^  Pcos-ß, 
where  P  represente  the  static  moment  of  the  top  with  respecfc  to  0. 
The  Lagrange  equations  are: 


dt"~    '        dt  '        dl  (itf 


The  first  two   equations   are  especially  simple   in  having  their  right 
!  equal  to  zeco,  and  we  are  therefore  able  to  derive  immediately 
the  two  algebraio  first  integral» 

<p  -(-  rp  cos  ü-  ^  n , 
ip'  -p-  <p'  eosS-  -^  l. 
The  quantities  n  and  l  are  constants  of  Integration,  to  be  determined 
from  the  initial  conditions  of  the  motion.    In  the  foUowing  diacussion  we 
shall  suppose  them  positive. 

In  addition  to  these  integrals,  we  have  the  equation  of  enevgy 
^ T  +  V=h, 

')  [Für    die   Aufstellung    der    BewogungsgleichuDgen    vgl.  Krciselbuch,    Heft  H, 
Kap-  IV,  g  3.] 
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wtcre  h  also  is  &  constant  deterinined,  like  l  and  n,  by  tlie  special  con- 
ditions  of  the  pioblem. 

SolvJiig  the  first  two  equations  for  ip'  and  </;',  and  suhstituting  the 
resTilts  in  the  third,  and  setting  cos  &  =  u,   and 

U  ■-=  2Pu^  -2hu^  +  2(ln~P)u^2h-f'-n\ 
we    obtain    finaily   for   t,  <p,    and  ^p,    expressed    as   functions    o£  u,    the 
iormulas  j.  ^„  Cn-iu  du  ri-nu  du 

The  problem  of  the  raotion  of  the  top  ie  thus  reduced  to  three 
simple  integrations  or  quadratures,  as  indeed  was  demonstrated  by 
Lagrange  himself.  These  Integrals  are  elliptic  integrals,  17  being  a  poly- 
nomial  of  the  third  degree  in  u,  the  first  an  eÜiptic  integral  of  the  "first 
kind"  (whioh  is  characterized  by  being  finite  for  all  values  of  the  inde- 
pendent  variable),  the  remaining  two  elliptic  integrals  ofamore  complex 
char  acter*), 

It  is  often  said  that  dynamics  reached  its  ultimate  form  in  the 
hands  of  Lagrange,  and  the  cry  "return  to  Lagrange"  is  frequently 
raiaed  by  thoae  who  set  little  störe  by  the  value  for  physieal  acience  of 
recent  developments  in  the  pure  mathematics,  But  this  ia  by  no  means 
just.  Lagrange  reduced  our  problem  to  quadraturea,  but  Jaeobi  made 
a  great  stride  beyond  him,  as  we  mathematiciana  think,  by  introducing 
the  elliptic  functions,  which  enabled  him  to  ^sign  to  (  the  role  of  inde- 
pendent  variable  and  to  discuas  the  remaining  variables  u,  <p,  ip  directly 
as  functions  of  the  time.  An  advantage  was  thus  gained  not  only  for 
the  uvderstavding  of  the  essential  rdations  of  the  variables  to  one  an- 
other,  but  for  stmpUcity  of  computctlitm  also.  The  coefficients  o,  5,  c, 
«',  ...,  are  uniforin  (or  one  valued)  functions  of  (,  and  one  of  the  most 
useful  properties  a  function  can  posaess,  if  its  values  must  be  eomputed, 
is  that  it  be  uniform.  This  work  of  Jaeobi  is  not  as  weil  -known  as  it 
shouid  be,  having  first  appeared  posthumously,  in  the  second  volume  of 
his  coUected  works,  published  by  the  Berlin  Academy  in  1882.  I  may 
add  that  his  pupils,  Lottner  and  Somoff,  developed  the  same  method 
in  papers  published  in  1855  indep enden tly.  It  is  ehown  in  these  papers 
that  the  nine  cosines  a,  6,  c,  ...,  may  be  expressed  in  terms  of  theta 
functions''). 

*)  [Zar  Anwendung  der  eliiptisohen  Integrale  und  Funktionen  vgl.  Kreiaelbueh, 
Heft  II,  Kap.  IV,  §  4  bzw.  Kap.  VI,  g§  1—4.] 

'')  Ab  ia  well  kaown,  Jaoobi  gave  analogous  f  m  1  f  th  nine  cosineB  of 
the  Poinaot  motion  in  1849.  Olosely  related  to  fci  p  t  t  n  of  the  coaineB 
iß  the  intereetiag  theorem  to  whioh  we  ahäll  return  1  t  n  th  t  the  mobion  of  our 
top  may  be  reprodaoed  by  compounding  two  Poina   t  m  t  [\gl.  8.  638  unten.] 
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But  wMle  the  a,  &,  c,  ...,  considered  as  functions  of  t,  are  much 
simpler  than  the  Integrals  of  Lagrange,  they  are  at  the  same  tjme 
much  more  complieated  than  our  parameters  a,  ß,  y,  b.  These  para- 
meters  prove  to  be  the  simplest  poesible  elliptic  functjone  of  i;  so  that 
by  introducing  them  we  carry  to  its  corapietion  the  work  begun  by 
Jacobi,  of  reducing  our  problem  to  its  sitnplest  elements. 

For  the  proper  understandig  of  this  treatment  of  the  motion  of  the 
top,  some  knowledge  of  the  nature  of  elliptic  functione  is  obviously  ne- 
cessary;  and  I  know  of  no  readier  meane  of  gaining  this  than  Äiemanre's 
method  of  conformal  re-presentaHon,  —  of  which,  moreover,  we  shall  have 
other  important  applications  to  make  later  on. 

In  aooordanoe  with  this  method,  we  conatmct  thö  "Riemann  sui- 
face"  of  the  function  VE7  on  the  plane  of  the  complex  variable  u,  in 
the  foUowing  manner:  The  polynomial  ü  vanishes  for  three  values  of  u, 
all  of  which  may  readily  be  shown  to  be  real,  and  becomes  infinite  when 
u  =  co.  Two  of  these  roots,  e^,  e^,  lie  between  —  1  and  +1;  and  the 
third,  Eg,  between  -|- 1  and  oo.  Therefore,  VÜ  is  a  two- valued  function 
of  M  everywhere  in  the  M-plane,  except  at  the  four  points  of  the  real 
axis,  ßj^,-  e^,  e^,  e^.  To  obtain  a  surfaoe,  therefore,  between  whoso  points 
and  the  values  of  Vü  there  ahall  be  a  one-to-one  correspondence,  we  lay 
over  the  m -plane  two  sheets,  which  are  everywhere  distinct  except  at  the 
points  Cj,  63,  e^,  e^,  in  which  they  coalesce,  and  associate  with  the  points 
in  the  two  sheets  which  lie  immediately  over  anypoint  u  in  the  «-plane, 
the  two  corresponding  values  of  VÜ,  one  with  each. 

It  will  be  found  that  if  the  point  u  describe  any  simple  circuit  in 
the  «-plane,  which  encloses  one  and  but  one  of  the  points  e^,  Sj,  e^,  e„ , 
retuining  finally  to  its  initial  position,  VC/  will  pass  from  the  one  to  the 
other  of  the  two  values  which  correspond  to  the  initial  value  of  11;  the 
point  corresponding  to  ü  in  the  Riemann  surface  of  VU,  niust,  there- 
fore, move  from  a  position  in  the  one  sheet  to  a  position  immediately 
under  (or  over)  this  in  the  other.  But  this  is  posaible  only  if  we  sup- 
pose  the  two  sheets  to  cross  along  some  line  running  out  from  each  of 
the  points,  e^,  e.^,  e^,  e^ ,  — not  to  intersect,  but  to  cross,  as  non-inter- 
secting  Unes  in  space  may  be  said  to  cross.  Inasmueh  as  this  is  the 
simplest  hypothesis  possible,  we  shall  take  as  these  lines  of  oroBsing,  in 
the  present  case,  the  segments,  e^e^,  e^e^,  of  tJie  real  axis;  and  have, 
as  a  rough  representation  of  the  Riemai 
fig.  1,  where  we  have  shaded  the  po- 
sitive halt-sheet«  of  the  surface  and 
have  marked  the  segments,  e^e^,  e^e^ 
by  heavy  lines. 
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The  poiEte,  e^,  e^,  e^,  e„ ,  are  called  the  "brauch  points"  and  the 
Segments,  e^e^,  e,|e„,  the  "braneh  lines"  of  the  surface, 

To  construct  in  the  i- plane  the  figure  whioh  is  the  oonformal  re- 
presentation  of  this  Riemann  surface,  we  conceive  of  this  surface  as  cut 
into  four  half-sheets,  by  an .  incision  mado  all  along  the  real  axis,  and 
heek  first  the  cunfoimal  repiesentation  of  the  uppei  half  sheet.  To 
obtain  th!'<  we  cause  the  pjint  ii  to  move  m  the  positive  aense, 
along  the  real  axis  fiom  e^  thiough  e  e,  e  ba  k  (from  the  left)  to  e^ 
and  study  the  coiieupondin^  changes  of  \alue  jt  t  h^  means  of  the 
integral    *  ==       ,        by  which  it  is  dthntd 

We  thus  find  that  as  the  pomt  u  traces  out  the  real  axis  in  its 
plane  the  corresponding  /  tiaces  out  -i  rectangle  in  its  plane  which  we 
may  represent  by  the  fig  2  to  the  angulai  pointb  of  which  we  have 
attached  the  valuea  of  u  to  which  thev  oorreapond, 
and  which  we  hi^e  shaded  smce  the  sense  in 
which  its  peiiraetei  wis  tiaced  shows  that  itisits 
intenoi  which  correspondi  to  the  shaded  half-plane 
of  the  precedmg  figure*) 

4.%  long  ai  the  mtegial  which  defines  t  is  left 
an  indefinite  integul  this  rectangle  remains  free 
to  occupy  any  position  in  the  f-plane,  —  only  the  directions  of  its  sides, 
parallel  respectively  to  the  real  and  imaginary  axes,  and  their  leiigtJia,  — 
call  thera  co^  and  «>g,  —  are  completely  determined.  But  when  the  in- 
legral  la  made  definite,  by  making  e„  the  iower  iimit  of  Integration,  the 
angular  point,  e^ .  coincides  with  the  origin  in  the  i-plane,  and  the 
reetangle  takp'i  g.  definite  position  in  the  plane. 

From  the  Image  which  we  have  fchus  obtained  of  the  one  half-sheet, 
the  Images  of  the  three  remaining  half-sheets   are  to  be  had  at  once  by 
the  process  of  "eymmetrjoal  rcproduction"; 
i-^-fj  which  yields  for  the  Riemann  surface,  when 
cut  in  the  manner  indicated,  the  c 


Ft 


Hl 

ff» 

'f;7y  w/'<;i^<y- 

Image : 

The   symmetry   of  the  figure  with  re- 

,  spect  to  the  sides,  e^e^,  and  e^e^,  of  the 

original  rectangle,  will  be  at  once  noticed. 

Each  of  the  four  amaÜer  rectangles  is  the 


^]  Tlie  figure  is  a  rectangle,  since  v'  V  is  real  from  u 
3  to  «  -^  e^  ,  and  a  pure  imaginary  from  «  =  e„  to  i 
i.     At  C(,   (  — eonst.  vaniahes   as  (!'  —  £;)'. 
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image  of  one  half-elieet;  the  shaded,  of  the  positive  half-sheets;  tlie  non- 
shaded,  of  the  negative, 

>'  But  we  have  not  yet  obtained  the  complete  geometrical  representa- 
tion  of  u,  tegarded  aa  a  function  of  (.  The  Eieinann  surface  of  two 
sheets,  whieh  we  have  thns  far  heen  coiiaideiing,  possesses  a  di:itinct 
point  ^or  every  value  of  'VV  regarded  as  a  function  of  u,  but  not  for  ( 
when  so  regarded;  The  integral  t  is  affected  by  an  additive  constant  if 
u  be  made  to  trace  in  the  Riemann  surfaee  a  closed  path  which  sur- 
rounds  e^e^,  or  one  which  suirounda  e^c^,  so  thafc  the  Riemann  surface 
of  t  is  one  posaessing  the  same  branch  points  as  the  Eiemann  surface 
of  y  17,  but  having  an  infinite  number  of  sheets,  into  any  one  of  which 
it  ie  posaible  to  move  the  tracing  point,  m,  if  no  such  cut  be  made  in 
the  surface  as  that  made  above  along  the  real  axia: 

It  is  a  great  advantage  of  the  ßiemann  niethod  that  the  complete 
image  in  the;  i- plane  of  this  unciit  Riemann  surface  of  an  infinite 
number  of  sheets  may  be  had  from  the  image  already  obtained  for  the 
cut  surface,  by  simply  affixing  a  rectangle,  congruent  with  this  image, 
to  each  of  its  sides,  repeating  the  prooess  for  the  new  rectangles,  and  ao 
on  indefinitely,  until  the  entire  (-plane  is  covered  by  congruent  rectangles, 
any  one  of  which  may  be  biought  into  coinoidence  with  any  other  by 
two  translations,  one  in  the  direction  of  the  real,  the  other  in  the  direc- 
tion  of  theimaginary,  axis. 

From  the  result  of  this  eonstruction,  there  at  once  follows  a  con- 
clusion  of  the  very  first  importance.  The  image  of  the  complete  Eie- 
mann surface  of  (  entirely  Covers  the  (-plane,  but  witkout  the  overlapping 
of  any  of  its  parta.  It  follows  immediately,  therefore,  that  to  each  point 
in  the  i-plane   tliere  fiorresponds    but   a    single   point   in   the    Riemann 

3e,  or  that  w,  and  VC7  as  well,  is  a  uniform  function  of  (. 

The  equation  connecting  (  and  ti  is: 


J  v'^ 


And  the  conclusion  whieh  we  have  reached  is,  that  the  functional  relation 
of  u  with  respect  to'  (,  defined  by  this  equation,  is  vaatly  more  simple 
than  that  of  (  with  respect  to  u;  to  each  value  of  u  [and  yU]  there 
corresponded  an  infinite  number  of  values  of  t,  whÜe  to  each  value  of 
t  there  corresponds  but  one  value  ol  u.  Äs  thns  defined,  u  is  called  an 
elliptic  function  of  (. 

Let  o}^  be  the  length  of  the  aide  e„e^  of  the  small  rectangle,  which 
was  the  image  of  a  half-sheet  of  the  Riemann  surface,  and  co^  the 
length  of  the  side  e^e,;    then,  obvioualy,   if  we  set  u^(p{t),  and  t„  be 
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any  point  ol  the  complete  teetangle  (Fig.  3),  aince  ta-{-m^2o\-{~m^2ioj^ 
is  for  any  integral  values  of  m^,  m^,  the  corresponding  point  of  another 
of  the  rectangles,  ip(t„-^2m^o},-\-2m^io)^)=^<p{t^,);  or  the  elliptic 
funotion,  u,  is  douhly  periodic,  with  the  periods  2(0^,  2i(o^. 

Let  US  next  considet  the  nature  of  95  and  y)  when  regarded  aa  func- 
tions  of  t.  The  integcals  by  which  they  are  expressed  in  terms  of  u  are 
eliiptic  integrals  of  greater  compiexity  than  is  the  integral  for  t.  There 
are  011  the  Riemann  surface  oi  VU  four  poinfcs,  at  which  each  of  these 
integrals  becomes  logarithmically  infinite;  namely,  the  points  —1,  +1, 
in  the  upper  eheet,  and  the  same  pointa  in  the  lower  eheefc.  Elliptic 
integrals  possessing  euch  pointe  of  logarithmie  discontinuity  are  called 
"elliptic  integrals  of  the  third  kind",  and  it  is  possible  to  express  any 
such  integral  in  terms  of  integrals  of  the  firet  kind  and  "normal"  inte- 
grals of  the  third  kind,  such,  namely,  as  possess  but  two  pointa  of  loga- 
rithmie discontinuity  with  the  residues  -]- 1  and  ~  1  respeetively. 

But  if  instead  of  making  this  reduction  of  the  integrale  directly,  we 
introduce  those  combinationa  of  fp  and  v  which  constitute  our  parameters 
a,  ß,  y,  ö,  a  remarkabh  aimpUficaHon  at  once  ensues  such  as  renders 
any  furlher  reduction  unnecessary.  Surely  a  preestablished  harmony  exiats 
between  the  problem  before  us,  and  our  parameters  «,  ß,  y,  d. 

Since  i<i>+u>] 


we  have  immediately 

log^=^-|log'-+Jl  +  i<^+^l=r^^  +  il?^^.4^-|log2. 

when  for  tp  and  j/i  their  values  are  aubatifcuted. 
And  in  like  manner,  „    _ 

.        log  ß  =-  f  V^-A(lz:_») .  '^L  ^  .  log  2 , 

iog^^rv'^-^''+''i.^-iiog2, 

and  these  are  all  normal  integrals  of  the 
third  kind,  each  with  iut  two  foints  of 
Fig.  4.  logarithmie  discontinuity  which  are  distri- 

buted   in   the  rectangle   of   the  periods  as 

indicated   in  the   accompanying  fig,  4,  if  we  suppose    as  we  shall  find  it 

convenient  to  do  later  on  that  l  is  less  than  n. 
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For  Ü  =  —  {l -\- n)^  when  ii=  —  1,  and  U  ^  —  (l  ~  nf  when 
«  =  +  1 .  If,  therefore,  of  the  two  vaiues  of  VU,  wliich  correspond  to 
u  =  ~  1 ,  wo  take  i  (l  ~-\-  n) ,  the  factor  V(7  +  i  (i  +  «.)  in  the  numerator 
of  the  expression  lor  log«  will  he  canceled  by  the  factor  2Vü  in  the 
denominator,  while  if  we  take  —  i(l-\~  n) ,  the  numerator  vanishes;  so 
that  the  point  —  1  in  one  of  the  sheets  of  the  Riemann  surfaee  of 
yU  is  the  olily  finite  point  of  discontinuity  of  the  integral  log«.  It  is, 
moreover,  a  logarithmic  discontinuity  with  the  residne  1,  since  log«  there 
becomes  od  as  \og[u-\-l).  On  the  other  band,  for  it  =  Go,  i.e.  at  e^ , 
logß  becomes  infinite  as  |logM.  This  again  is  a  logarithmic  disconti- 
nuity, with  the  residue  —  1 ,  since  e^  is  at  infinity  and  a  branch  point. 
And  like  considerations  apply  to  the  remaining  integrals. 

By  tbe  introduction  of  the  parameters  a,  ß,  y,  ä,  therefore,  the  four 
logarithmic  discontinuities  of  the  integrals  <p,  ij>,  are  assigned  one  to  each  of 
the  four  normal  integrals  log«,  log;?,  log)',  log^  — normal  integrals  whose 
remaining  points  of  discontinuity,  corresponding  to  e„  ,  coincide  at  the  origin. 

Whiie  logK,  log;5,  logj',  log (5,  as  iiow  defined  are  much  simpler 
functions  of  u,  and  therefore  of  t,  than  are  (p  and  -ip,  tbeir  exponentials 
a,  ß,  y,  b  are  simpler  still.  These  are  uniform  functions  of  i  baving 
each  one  null-point  and  one  oo-point  in  every  parallelogram  of  periods. 
Such  functions  may  always  be  expressed,  apart  from  an  exponentJal 
factor,  by  the  quotient  of  two  )?-  or  two  o-functions  of  the  simplest 
kind  —  functions  whioh  possess  one  null-point  in  each  paraUelogram  of 
periods,  but  no  oo-point. 

Of  the  ^-functions  we  sball  oniy  pause  to  remark  that  Jacobi  in- 
troduced  them  into  analysis  as  being  the  simplest  elementß  out  of  which 
the  elliptic  functions  could  be  constructed.  He  obtained  for  them  ex- 
pressions  in  the  form  of  infinite  products  and  infinite  series.  They  are 
affected  by  an  exponential  factor  when  the  argument  is  increased  by  a 
period,  but  remain  otherwise  unchanged,  The  »J-functions  of  the  simplest 
class,  with  which  alone  we  are  concemed,  vanish  when  the  argument 
takes  the  value  zero  or  a  congruent  value. 

The  ff-function  of  Weierstrass  is  a  more  elegant  function  of  the 
same  character. 

Inasmuch,  therefore,  as  et,  ß,  y,  6,  aie  functions  of  t,  which  vanish 
for  t=^  —  ia,  m^-\-ib,  (Oj^-—ib,  -\- ia  respectively  (the  values  of  i  corre- 
sponding to  the  points  m  =  ±  1  in  the  above  figure)  and  which  all  be- 
come  infinite  for  i  =  0 ,  we  have  for  them  the  foUowing  exptessions ; 

,      ,  ."(t  —  io.  +  ii)  ^        ,      , 

y^k^e''''— 7^ — -,         d  =  k^e'■< 


o(l) 

!- 

(l-i.) 
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where  h^,  A;  are  coiistants  to  be  detennined  from  the  initial  conditions 
of  the  motion,  Their  values  depend  on  thoae  of  the  "transcendental" 
coiistants  w^,  w^,  o,  b,  as  the  valuee  of  these  in  tum  depend  on  those 
of  the  "algebraic"  constants,  P,  h,  l,  n. 

We  shall  cali  functions  such  as  a,  ß,  y,  d,  which  miss  being  doubly 
periodic  by  an  exponential  factor  only,  "maltiplicative  elliptie  functions". 
All  elliptie  functions  are  expressible  as  quotiente  of  J  or  a-functions 
and  evidently  of  such  quotiente  the  simplest  posaible  are  those  which 
have  a  single  &  or  o  of  the  simplest  kind  m  both  numerator  and  de 
nominator.  We  may  therefore  state  the  reeult  of  oui  di=!cuasion  in  the-^e 
terms:  We  have  shoum  ihat  our  parameters  o,  ß  ■},  ö  memvlUphcative 
elliptie  functions  of  the  simplest  kind,  so  ihat  by  introducing  them  we 
ha/oe  resolved  the  problem  of  the  top  into  its  simplest  elements. 

From  these  expressions  for  k,  ß,  y,  d  one  may  obtain  expreesions 
for  the  nine  direction  cosines  a,  6,  c,  ...  in  the  form  of  quotients  of 
o-  or  i?-functions  —  such  as  Jacobi  got  for  them  —  with  the  least 
possible  reckoning'), 

Lecture  III. 

In  the  lecture  of  yeeterday  we  reached  the  oonclueion 'that  our -para- 
meters K,  ß,  Y,  ä  may  be  expressed  as  quotients  of  simple  ö-funetions 
of  the  time  t,  and  we  now  turn  to  the  geometrical  Interpretation  of 
these  formulas. 

As  I  have  already  asked  you  to  notice,  ff,  /3,  y,  d  are  not  ordinary 
elliptie  functions  of  (,  but  functions  which  are  a See ted  by  an  exponential 
factor  when  (  is  increased  by  a  period;  in  consequence  of  which  I  calied 
them  "multipÜeatiye  elliptie  functions".  When  (  is  increased  by  the 
period  2co^,  fchey  are  affected  hj  an  imaginary  factor  of  the  form  e*''', 
and  when  t  is  increased  hy  the  period  2ico^,  by  a  real  factor  of  the 
form  w. 

Let  US  first  of  all  consider  the  curve  described  by  the  apex  of  the 
top  on  the  fixed  sphere^).  This  is  the  point  Z  ^  co  of  the  movable  sphere, 
so  that    reverting  to  the  fnrmula- 

_  ^    f 
]Z  I  f> 

)  Hess  hae  romarked  in  h  s  paper  un  the  g^ro  cupe  Math  Annalen  Bd.  29, 
IS**  )  that  the  quatenwj  expreasions  for  the  nice  dire  fcon  tosmes  ■ire  \ery  simple, 
aiid  our  Parameters  are  but  hnear  ombrnationg  ni  the  quatermon  parameters.  Hess, 
however  makei  no  direct  uoe  of  our  parameter'"  ind  probably  was  not  aware  of  the 
formula  =  -= — ^  whirh  lies  at  the  baais  of  our  dis  usbiun 
')  [\  gl,  Kreiselbuch,  Hett  H,  Kap.  \  I,  §  j.] 
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ifc  is  obvious  that  the  equation  of  the  curve  ia 


--■ihy 


Like  K,  ß,  y,  b,  tliis  f  is  defined  ia  terms  of  (  by  a  multiplicative 
elliptic  funetioii  of  tlie  first  degree,  involving  besides  the  exponential 
factor  only  the  quotient  of  two  simple  o-funktions, 

This  is  an  esseiitial  sinipHfication  of  the  represontations  of  this 
motion  given  hitherto.  Thus,  were  one  to  appiy  the  methoda  uaed  by 
Hermite  in  W^  Afplimtions  des  fonciions  elUptiques,  published  twenty 
years  ago,  and  start  not  from  the  equation  of  C  in  terms  of  Z,  but 
from  those  of  x  +  iy,  —  2,  —  x -\-  iy  in  terms  of  X  -'riY,  —  Z, 
~  X  -\-  iY  (see  page  623),  one  would  obtain  for  the  motion  of  the  apex 
of  the  top  (whose  coordinates  are  0,  0,  1),  the  equation 

x+  iy  =  —  2Kß, 
whicb  represents   the  motion  by  means  of  a  multiplicative  elliptic  Func- 
tion of  the  second  ordei.    The  curve  thus  defined  is  not  the  curve  tcaced 
by  the   apex   on   the  fixed  sphere,   but  the  orthogonal  projeotion  of  this 
curve  on   the  a:j/-plane. 

I  shall,  for  conveiiience,  call  curves  like  those  whicb  we  have  just 
been  considering  "multiplicative  elliptic  curves",  distinguisbing  when  ne- 
cessary  between  those  on  the  sphere  and  those  on  the  plane,  and  aa- 
signing  to  them  a  degree  correspondii:g  to  the  number  of  simple  o-quotients 
in  the  expreasions  which  dehne  them.  Thus  the  curve  traced  by  the  apex 
of  the  top  on  the  fixed  sphere  is  a  multiplicative  elliptic  curve  of  the 
first  degree,  its  orthogonal  projection  one  of  the  second  degree.  The 
earliest  exaniple  of  such  a  curve  of  the  first  degree  is  the  herpolhode  of 
a  Poinsot  motion,  the  motion  of  a  body  about  ita  centre  of  giavity. 
That  this  herpolhode  is  such  a  curve  was  first  shown  by  Jacobi' 

It  is  easy  to  get  a  notion  of  the  geonietrical 
charaeter  of  the  curve  raced  by  the  apex  of  the  top. 
For  the  particuiar  case  when  l  —  ne.^  =--  0 ,  the  stereo- 
graphic  projection  of  the  curve  has  the  shape  in- 
dicated  in  the  following  fig.  5. 

Äs  we  wish  to  restrict  t  to  real  values,  we 
höre   make   e,    the    lower    limit    of  Integration    of 


the   integral  t  =     -r^ ,    or    what    comes    to    the 


Fig.  5. 


'J  Conoerning  the  multiplicative  elliptic  curves,  eee  Miss  Winstoii's  disaorta- 
tion:  Über  den  Hermiteadieii  Fall  der  Lamesefien  Differentialgleichung,  Göttiagen, 
1897.  [Vgl.  auch  das  Zitat  auf  S.  574,  Fußnote  *)  des  vorliegenden  Bandes,  sowie 
Kreiselbiioh,  Heffc  II,  Kap.  VI,  §  9.] 
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aame    thing,     suppose    the   t    of    the    preceding    formulas    replaced    by 
t'  ^t+im^. 

Tlie  radiua  of  the  eircle  marked  m  =  e^^  is  the  modulus  of  those 
pointa  C  for  which  (  is  0,  2«>i,  ...;  for  all  these  poiiits  u^=e^.  On  the 
other  hand,  the  rftdius  of  the  eircle  marked  u^  e^  is  the  modulus  of 
those  poiiits  C  for  which  t=-  w^^,  3  o)^ ,  ... 

The  curve  of  the  figure  is  that  traced  by  the  stereographie  projection 
of  C  as  i  varies  through  real  valuea,  and  conaiats  of  an  infinite  number 
of  congiuent  accs  which  touch  the  inner  eircle  and  form  cusps  at  the 
outer  one.  \i  the  top  be  given  an  initial  thiuat  sideways  (when  l~ne^ 
ie  no  longer  0),  theae  cuaps  will  be  replaced  by  loopa  or  wavecrests. 

Evidently  any  one  of  these  arcs  may  be  brought  into  coincidence 
with  the  consecutive  one  by  one  and  the  same  rotation  about  the  origin. 
The  transformation  which  efEecta  tliia  rotation  is  C'=^  6*'''''^ .  so  that  the 
meaning  of  the  imaginary  faetor  e'vo^  by  which  f  ia  affected  when  (  is 
increased  by  the  real  period  2  co^  is  perfectiy  obvioua.  We  shail  find  that 
sinee  C  is  affected  by  the  real  faetor  x  when  t  is  increased  by  the  ima- 
ginary period  2*103,  *^®  efiect  on  the  curve  of  this  increaae  in  (  is  to 
tranaform  it  into  a  curve  similar  to  itself,  and  symmetrically  plaeed 
with  respect  to  the  origin. 

But  before  attempting  a  more  minute  examination  of  the  curve 
traced  by  the  a,pex  of  the  top,  let  us  consider  the.  polhode  and  kerpolhode 
of  the  mohon^'^) 

On  each  inetantaneous  a\ia  of  rotation  let  a  segment  be  meaaored 
fiom  the  fixed  pcint  eq^ual  in  senae  and  magmtude  to  the  amount  of 
rotation  about  this  axi^  The  aggiegate  of  these  segmenta  constitute  a 
poition  of  one  cone  if  they  be  caused  to  remoin  fixed  m  the  movmg 
bodj  of  anothei  if  they  te  caused  to  lemam  hxed  m  spare  The  iirst 
cone  or  the  curve  m  which  its  elements  terminite  la  called  the  polhode 
the  second  the  ierpolhide  and  it  ü  e\ident  thit  the  motion  of  the 
body  ma>  be  had  bv  loUmg  the  first  cone  01  cime  on  the  ^econd  cone 
or  c  ir\ p 

To  d1  tam  the  erjuition  of  the  joHifde  lot  sidei  the  n  hmtesinul 
rotatnn  in  time  dt  about  the  axis  foi  whi  h  the  componcnth  of  totatun 
with  respect  to  X  Y  Z  aie  p  q  t  respecti\elj  The  a\ia  la  foi 
the  instant  fived  m  Space  and  we  ha\e  for  the  eflect  of  the  rotation  on 
aL>   pomt   it  the  mo\ing  apheie  the  equations 

X  — -r         X  -   rdiJ    —qdtZ 

Y--^  +  rdtX'+         Y'-pdtZ', 

Z=-qdtX'  +  pdtY'  +    *    Z', 

'")  ;VgJ.  Kreiselbuch,  Heft  I,  Kap,  I,  g  Ö.] 
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For  tiiis  motion  theretoie  the  qiiaternion  parameters  fsee  page  620}  are: 
A'=^^dt,       B  =ldt,       G-[dt,       ö'^l, 
and  tlieiefoie  the  oorresponding  parameters  c,  ß,  7,  d  are: 

/-■=^^dt,  d'=l-^dt. 

If  therefote  a,  ß,  y,  d  (unprimed)  be  the  parameters  of  the  trans- 
iormation  from  the  axes  X,  Y,  Z  fized  in  the  body  to  the  axes  x,  y,  z 
fixed  in  apaue,  we  may  obtain  the  parameters  «-j-dK,  ß~\-dß,  y^dy, 
b\-db  of  the  transformation  which  defines  the  position  of  the  body  after 
the  infinitesimal  rotation,  by  combining  the  two  substitutions ; 
C,  -  Kt^  +  ßV^ ,        C^  -  k'  Z,  +  ß'  z, , 

the  result  of  which  is; 

It  followa,  therefore,  that 

«  +  <i«  „««'  +  /!/,       ß  +  iß-^ß'  +  ßi': 

y^dr  =  ro:'  +  ir',         d  +  dd  —  yß' +  ad', 
wlience 

äß.{=^±^'-.~^ß)d,. 

är-ih  +  -^'')^<' 

Whence  finally: 

,  +  i,^.2i{ß^-if). 

„./   da         dä\ 
r^-2i[a-,-   —  y-JT-]• 
\    dt       '  dt  J 

We  will  not  stop  to  derive  the  corresponding  equations  for  the  com- 
ponents  jt,  x,  q  of  the  herpolhode;  They  differ  from  those  just  obtained 
for  p,  q,  r  only  in  having  a  and  ä  interchanged  and  the  signs  of  ß  and 
y  changed. 

But  I  wish  to  make  two  remarks  which  are  suggested  by  the  above 
reckoning,    with  regard  to   the  usefulness   of  oui  parameters   a,  ß,  y,  b. 


y  Google 


638  2ur  matiemati sehen  Physik.     B.  Allgemeine  Mechanik. 

The  one  is  that  two  linear  subatitutions  in  terms  of  them  combine  bi- 
narily  instead  of  quaternarily  aa  do  the  eorresponding  quaternion  sub- 
stitutions;  the  other,  that  the  fouc  linear  differential  equations  wMch 
define  them  in  tenna  of  (,  p,  q,  r  break  up  into  two  pairs,  in  one  of 
which  only  a  and  ß  are  involved,  in  the  other  on!y  y  and  d.  To  appre- 
ciate  how  important  this  advantage  is,  one  need  only  compare  with  our 
discuseion  the  discussion  of  the  same  question  in  Daihoax's  Le^ons  sur 
la  tMorie  generale  des  surfaces  (1-C-)- 

Retuming  to  our  spherical  top,  and  aubstituting  in  the  general 
equations  which  we  have  just  obtained  the  values  of  a,  ß,  y,  f)  which 
characterize  its  motion,  we  have  for  its  polhode  and  herpolhode  not  equa- 
tions of  the  aecond  degree,  as  was  to  have  been  expected  from  the  ex- 
pressiona  for  p-\-iq,  etc.  in  terms  of  k,  ß,  y,  b,  but  much  simpler  ex- 
pressiona,  I  cannot  give  the  reckoning  which  leads  to  them  aince  I  have 
not  given  the  values  of  the  constants  fe^ ,  Aj ,  ,  .  .  which  appear  in  the 
formulas  on  page  633.     But  the  expressions  themselves   are  of  the  form 

Both  the  polhode  and  the  herpolhode  of  the  spherical  top  are  elliptic 
plane  curves  of  the  first  degree'^^).  Darboux  haa  given  this  reault  in  bis 
edition  of  Despeyroüs'  Mechanics,  obtaining  it  by  the  uac  of  elliptic 
integrale  instead  of  elliptic  funotions.  He  does  not  call  the  curves  elliptic 
curves  of  the  firat  degree,  but  curves  of  the  same  character  as  the  her- 
polhode of  a  Poinsot  motion.  It  should  be  added  that  the  curves  are 
of  the  first  degree  in  the  case  of  the  spherical  top  only. 

Our  theorem  ia  closely  connected  with  the  celebrated  theorem  of 
Jacobi  already  mentioned:  that  the  motion  of  the  top  may  be  repre- 
sented  by  the  relative  motion  of  two  Poinsot  motions  (or  rotations 
about  the  centre  of  gravity);  for  both  the  polhode  and  herpolhode  of 
the  top's  motion  are  themselves  herpolhodes  of  Poinsot  motions,  being 
elliptic  curves  ot  the  first  degree.  One  may  demonatrate  Jacobi's. 
theorem  most  simply  by  expressing  the  a,ß,y,3  of  eacb  ot  the  Poinsot 
motions  in  terms  ,of  t,  and  then  combining  the  two  motions^^). 

I  may  finish  this  part  of  my  discussion  with  the  remark  that  the 
attention  of  atudente  of  the  geometry  of  Salmon  and  Clebsch  ia  apt 
to  be  confined  too  exclusively  to  algebraic  curves.  We  have  before  us  an 
Illustration  of  the  value  of  transcendental  curvea.    It  is  oniy  in  the  verj' 

1')  [Vgl.  Kreiselbnoh,  Heft  H,  Kap.  VI,  §  5.] 

'^)  [Zur  Theorie  der  Poinsot- Bewegung  vgl.  Kreieelbuoh,  Heft  II,  Kap.  VI,  §  8.] 
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exceptioiial  case  when  the  multiplicative  factor  «  =  1 ,  and  if^  is  com- 
menaurable  with  ji,  tliat  the  curves  we  have  been  studyirig  become  al- 
gebraic. 

To  sum  up  the  conclusions  which  we  have  thus  far  etablished;  we 
have  proved  that  the  motion  of  the  spkerical  top  on  a  fixed  potni  of 
Support  may  be.  completdy  defined  geometrically  in  terms  of  elliptic 
curves  of  the  first  degree.  We  have  also  shown  tbat  the  Variation  o£  the 
Parameters  a,  ß,  y,  d  with  the  time  t  may  be  pictured  by  curves  of  the 
same  character, 

Let  US  now  resume  the  study  of  the  curve  traced  by  the  apex  of 
the  top. 

The  Parameters  a,  ß,  y,  6,  and  C  are  all  elliptic  functiona  of  the 
argument  t,  and  the  füll  meaning  of  elliptic  functions  comes  to  light 
only  when  the  argument  is  supposed  capable  of  taking  complex  values. 
Thus  only,  in  particular,  will  the  double  periodicity  of  the  functions  come 
into  evidence.  There  existe,  theii,  an  analytical  necessity,  so  to  epeak, 
tbat  we  complete  our  geometrical  study  of  the  top's  motion  by  extending 
it  to  complex  values  of  t.  When  that  has  been  a'ßcomplished,  I  shall. 
show  that  to  the  entire  Aggregate  of  possible  motions  of  the  top  in  com- 
plex time  there  corresponds  the  free  motion  of  a  certain  rigid  body  in 
non-Euclidean  Space,  and  thus  bring  to  a  definite  outcome  the  considera- 
tions  which  I  presented  at  the  close  of  my  first  lecture. 

Our  problem  being  to  determine  the  path  traced  by  the  point  C 
when  the  point  t  is  made  to  describe  any  path  in  the  i-plane,  it  is  clearly 
of  prime  importance  that  we  determine  first  of  all  the  image  on  the 
^-sphere  of  a  parailelogram  of  periods  in  the  (-plane.  To  that,  indeed, 
we  shall  confine  our  attention.  Instead,  however,  of  finding  this  image 
directly  we  shall  find  it  easier  to  obtain  the  Images  of  the  four  half- 
sheefß  of  the  Riemann  snrface  of  W,  of  which,  it  will  be  remembered, 
the  four  smaller  rectangles  into  whioh  the  entire  paralleiogram  of  periods 
subdivided  were  severally  the  Images, 

Let  US  first  reproduce  {in  Fig.  6) 
the  figure  of  the  parailelogram  of 
periods  (see  page  630)  and  that  of 
the  Eiemann  surface  of  VC/. 

I  have  given  different  markings 
to  all  four  rectangles  in  order  to  be 
able  to  digtinguish  readily  between 
their  several  Images  in  the  figure 
which  we  are  to  construct.  It  will 
be  remembered   (see  page  632)   that  Fig. ) 
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log  a  and  log  y  became  infinite  at  the  points  m  ~  —  1  and  m  =  -j-  1 ,  re- 
spectivelj,  of  one  sheet  of  the  VC/-Burface,  and  that  log(?  and  !og^  be- 
came infinite  at  the  correspondiug  points  of  the  other  sheet  —  the  other 
functions  in  each  caee  remaining  finite.  In  the  figure,  a  and  d  are  the 
Images  of  the  positive  and  negative  halves  of  the  first  of  these  slieets, 
and  c  and  h  the  images  of  the  positive  and  negative  halves  of  the  second. 
Our  f  is  expressed  in  terms  of  u  by  the  elliptic  integral  of  the 
third  Idnd; 

u-l)     du 


\Y  J       J  U--  I  \'ü 


«M 


We  may  now  draw  the  foUowing  conclusions  immediately:  - 
ia  complex  along  the  segments  e^e^,  e^e^  of  the  real  axis  of  the  «-plane, 
bnt  real  along  the  segments  e^e^,  e„e^.  Therefore  —  or  C  niovee  along 
a  meridian  of  the  f-sphere  when  u  moves  along  the  real  axis  from  e^ 
to  e^,  from  e„  to  e^;  but,  on  the  other  hand,  deactibes  one  of  the  arcs 
which  appeared  in  the  figure  of  the  real  motion  of  the  top's  apex,  when 
w  moves  on  the  real  axis  from  e^  to  e^,  and  an  arc  different  from  this, 
when  u  moves  from  e^  to  e^ . 

Again,  -s—^ogi—j  vanishes  when  M  =  e„,  in  the  first  approximation 
as  -  -j ,  and  takes  the  finite  value  ^j — — j  when  «  ^=  e^  (this  beoause  of  the 
hypothesis  which  we  retain  here,  that  ?  — ne.j=^0);  when  m  —  gj  or  e^, 
on  the  other  hand,  it  becomes  infinite,  as  («■—61)  or  (« —  e^)  *. 
Therefore  the  curve  traced  by  the  point  f  aa  the  point  u  moves  along 
the  real  axis  from  e„  through  e^,  e^,  e^,  to  e„  will  present  angles  whose 
measure  is  n  at  the  points  corresponding  to  e„  and  e^,  and  angles  whose 
measure  is   y  at  the  points  corresponding  to  e^  and  e^. 

I  will  not  give  the  image  of  the  V&'-surface  on  the  sphere,  but  the 
Stereographic  projection  of  this  image  on  the  xy-plane  from  the  point 
C  =  CO .  If  to  the  explanations  already  given  it  be  added  that  C,  whose 
value  in  terms  of  t  is  ke'-'  _ —  ... ,  becoraea  0  and  00  respectively 
at  the  points  ~  1  and  +  1  of  the  contour  of  the  haK-sheet  or  rectangle  a, 
and  remains  finite  and  different  from  0  för  all  points  on  the  contour  of  6, 
it  will  readily  be  seen  that  the  images  of  the  half-sheets  or  rectangles  a,  6, 
are  roughly  of  the  form  indicated  in  the  following  fig.  7;  the  two  eon- 
tours  which  we  have  marked  e^e^e^e^e^  being  the  steceographie  projec- 
tions  of  images  of  the  real  «-axis  first  when  this  axis  is  regarded  aa  the 
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coiitonr  of  the  positive  iialf-sheet  a,  second  when  it  is  regarded  as  the 
coutour  of  the  negative  balf-slieet  6. 

The  two  arcB  e^Cg  are  similar  and  aymmetric^lly  plaoed  with  respect 
to  the  point  ^  =  0 .  The  one  which  lies  to  the  left  appeared  in  the 
figure  of  the  real  motion  of  the  top's  apex  (Fig.  <i"). 

If  now  we  complete  this  figuie  by  a  second  half  symmetrica!  with 
this  first  half  with  respect  to  the  horizontal  axis  e^  e„ ,  we  obtain  the 
image  of  the  entire  VZ7-Hurface  or  of  the  entire  parallelogram  of  periods 
in  the  (-plane  (Fig.  8).  We  suppose  an  incision  made  in  the  Vt^-suiface 
along  the  segment  e^  e^  e^  of  the  reai  axis. 


It  will  be  noticed  thdt  the  image  coveis  doubly  the  poition  of  the 
plane  which  lies  within  the  two  arc3  e^,  e^.  e^,  t^oo,  which  lie  to  the 
right,  the  two  sheets  being  joined  along  a  braneh  line  which  lune  from 
e^  to  t  =  oo-  From  the  figure  we  mfer  that  6„  is  a  bianch  point  of  (, 
but  not  so  the  point  C  =  QO ;  f or  a  cncmt  cannot  be  made  of  the  point 
C  =  CO  without  paasing  into  the  poition  of  the  plane  bounded  by  the 
half-arcs  e^,  e^,  ^-=oo,  lying  to  the  left,  which  doet,  not  belong  to  the 
image.     And  these  conclusions  may  readily  be  venfied  by  leckoning 

We  may  describe  our  figure,  eis  a  quadalateral,  one  of  ivhose  pmrs 
of  opposite  sides  a/re,  the,  rectUineal  segments  runnig  froin  the  "pointt  Cj, 
through  f  =  oo,  and  wMck,  were  they  produced,  woiild  intersect  at  C  =  0, 
and  the  other  pair,  the  two  curviUnear  arcs  e^  e^  e^ . 

Klein.  Gosnmmeite  niüth. AbhiindhingeH.  Tl.  41 
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The  sides  of  each  pair  go  over  into  each  other  by  the  Substitution 
of  C  which  corresponds  to  a  change  of  t  by  one  of  the  periods  2oi^, 
2i(o^:  tbe  straight  aides  by  the  rotation  about  ^=^0  defined  by  the 
"elliptic  subetitution"  'C' =  e^i'o'Q ,  which  we  have  already  eoiiaidered  and 
which  we  have  indicated  in  the  figure  by  the  double-headed  curved  arrows; 
the  curved  sidea  by  the  transformation  defined  by  the  "hyperbolic  Sub- 
stitution" C'  =  Kt,  ii  consequenee  of  which  they  are  similar  and  sym- 
metricaUy  placed  with  respect  to  the  centre  of  similitude  C  =^  0  .  In  the 
figure  we  have  indicated  the  latter  transformation  by  the  double-headed 
straight  arrows  which  intersect  afc  f  ^^  0 ,  The  significance  of  both  the 
periods  2 «>j ,  2io:i^  for  the  cuive  traced  by  the  apex  of  the  top  is  thus 
made  evident  by  our  figure.  And  indeed  we  have  now  clearly  betöre  us 
for  the  first  time  the  reaaon  that  the  curve  described  in  real  time  should 
be  represented  by  elliptic  functions.  It  is  but  a  portion  of  the  compiete 
curve,  or  rather  domain,  which  comes  to  light  when  we  avail  oureelves 
of  the  entire  field  of  complex  numbers  in  which  the  repreaeutation  of 
both  peiiods  is  alone  possible, 

The  Eiemann  surface  determined  by  C  =  -  v ,-}.  ,  the  emve  traced  by 
the  opposite  extremity  of  the  top's  axis,  Z  =  0 ,  may  be  constructed 
similarly. 


For  real  values   of  (  we  have 


Ml.  -  _  iw. 


that   — 7-T-   and  -4-,tv    are  opposite  extremities   of  one  and  the  same  dia- 
.  y{t}  öit) 

meter  of  the  sphere.     For  complex  values  of  t  this  formula  is  to  be  re- 

placed  by  the  raore  general  one 

ß(t)  _       -y('i) 

y\t)  -äCt)' 

\i  now  we  suppose  these  two  Riemann  surfaces  to  be  projected 
back  again  to  the  surface  of  the  fixed  sphere,  and  the  points  of  the  two 
which  correspond  to  the  same  value  o£  t  to  be  joined,  the  resuUing  System 
of  rays  uill  iepresent  the  Qo^  posittons  which  the  axis  of  the  top  may 
täte  in  the  general  [non-Euclidean)  motion  which  corresponds  to  any 
motion  of  t  tn  the  parallelogram  of  periods. 

Of  these  r\j"  "axes",  only  tbose  pass  trough  the  centre  of  the  sphere 
which  correspond  to  real  values  of  (.  These  are  the  axes  which  meet 
the  curved  are  e^  e^  e^  of  the  preceding  figure  which  lies  to  the  lett. 
Those  axes  which  meet  the  other  curved  are  e^  Sj  e^  intersect  in  auother 
point  of  the  central  Kne  (i.e.  of  the  vertical  through  the  centre  of  the 
sphere);  namely,  the  point  into  which  the  centre  of  the  sphere  is 
transformed  by  the  hyperbolic  Substitution  already  explained.     A  visible 
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repueseiitation  ol  the  possible  motions  of  the  top's  axis  in  complex  time 
is  to  be  had  by  constracting  the  figuues  £or  "  and  --  on  an  aetual 
sphere    and    joiniiig  a  number  o£   corresponding  points   by  straight  ünes. 

The  doiibly  infinite  Systems  of  the  rays  whioh  are  eiements  of  the 
polhodes  and  heipolhodes  of  all  motions  possible  in  complex  time,  may 
be  constructed  in  like  manner,  and  a  complete  geometrical  representation 
be  thus  obtained  of  the  top's  motion.  The  constructions  are  more  com- 
plioated,  but  there  is  no  essential  difficuity  in  caiTying  them  out. 

In  faet,  the  only  serious  difficvdty  in  this  entire  method  of  discussion 
is,  that  all  ouc  ordinary  conccptions  of  meohanics  involve  the  notion  that 
time  is  capable  of  but  one  sort  of  Variation.  We  are  so  accustomed  to 
regard  the  mechanioal  conditions  which  correspond  to  small  values  of  t, 
as,  so  to  speak,  the  cause  of  those  whieh  correspond  to  greater  values, 
and  to  pictui-e  the  changes  of  configuration  as  following  one  another  in 
definite  order  with  the  varying  time,  that  we  find  ourselves  at  a  loss  for 
a  meehanical  representation  when  (,  by  being  supposed  complex,  beoomea 
capable  of  two  degrees  of  Variation. 

To  avoid  this  difficuity  as  far  as  possible,  let  us  suppose  *  no  longer 
capable  of  varying  in  every  direction  in  the  parailelogram  of  periods,  but 
only  along  a  hne  patallelto  the  real  axis.  In  other  words,  in  t^^t^-'r-it^, 
!et  US  regard  (^  as  conatant  in  each  particular  case,  and  (^  as  alonc  varying. 
In  this  manner,  by  subaequently  giving  t.^  all  possible  values,  we  may 
take  into  account  all  possible  complex  values  of  (,  but  we  conceive  them 
as  ranged  along  the  oo^  parallels  to  the  real  axis.  Eegarded  thus,  the 
Riemann  surfaees  -  ,  -:  beoome  carriers  of  certain  curve  Systems,  and 
the  System  of  cx^  axes  is  distributed  among  cxi^  mied  aurfaces. 

In  this  manner  we  separate  the  totality  of  the  positions  of  the  top 
in  (.omplex  time  mto  an  infinite  number  of  simply  infinite  sets  of  posi- 
tions These  sets  of  positions  are  characterized  not  only  by  the  initial 
values  of  (,  but  bv  the  \alues  of  the  constants  of  integration,  which  must 
have  beeil  mtroduced  had  the  reckoning  which  we  have  merely  sketched 
been  actuallv  cariied  out.  It  should  perhaps  have  bee  stated  earl  er 
that  m  the  interest  of  complete  generality  theee  constants  m  gt  o  be 
supposed  complex,  for  we  are  now  operating  in  the  don  ai  of  co  nj  lex 
numbers  Moieovei,  only  by  aupposiug  them  complex  shall  we  1  a  e  o 
stants  enough  at  oui  disposal  to  meet  all  the  conditions  of  o  i;  gene  al  zed 
problem  ot  motion 

&o  far  our  tiguies  have  been  conetructed  with  a  view  to  obtaining 
a  elear  geometiical  lepiesentation  of  the  entire  content  of  our  analytical 
formulds      But   theu   chief   interest  lies  in  this:    that  one  can  give  them 
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a  real  dynamical  meaning,  that  one  can  find  a  real  mecliamcai  System 
by  whoae  motions  they  may  be  generated,  I  aasert  fchat  one  can  deter- 
mine  a  certain  free  mechanical  syatem,  namely,  a  rigid  hody  fredy  movi/rtg 
in  non-Eudidean  space  UTider  the  action  of  certain  definite  forces,  which 
in  real  Urne  carries  out  exacüy  that  inßnity  of  forms  of  motion  which 
we  have  just  been  describing,  the  one  or  other  of-  them  according  to  the 
choice  made  of  the  initial  condiUons  of  motion.  The  mechanical  syatem 
ia  a  generaÜzed  one,  but  it  belongs  to  the  domain  of  real  dynamics. 

Let  US  consider  the  general  problem.  of  the  motion  of  a  rigid  body 
under  the  action  of  any  forces,  in  the  non-Euclidean  Space  whose  abaolute 
ia  the  aurface:  ^.j  _|_  j,3  ^_  g5  _  (S  _  q  . 

The  earliest  investigation  of  the  motion  of  a  rigid  body  in  non- 
Euclidean  Space  was  made  by  Clifford  in  1874  —  though  the  investiga- 
tion was  not  published  imtii  after  hia  death,  in  hia  colletted  works.  The 
same  problem  haa  been  conaidered  ako  by  Heath  in  the  PMlosophical 
Transactions,  1884.  Both  these  mathematiciana,  however,  have  treated 
the  caee  of  the  elliptic  non-Euclidean  geometry,  not  the  hyperbolic,  and 
have  contented  themaelves  with  eatablishmg  the  diflerential  equations  of 
the  problem. 

I  ahall  proceed  analyticallv,  as  this  method  ib  morp  leadilv  undei 
stood  by  one  who  is  not  well  versed  in  non-Eiu,lideau  geometiy  and  im- 
mediately  obtain  difEerentia!  equations  tor  the  motion  of  a  certam  iigid 
body  in  non-Euclidean  apace  perfectly  analogous  to  the  equations  foi  the 
motion  of  the  top  in  real  time    but  involving  two  aets  of  vaiiablea 

To  have  the  general  case  before  us  at  once,  I  suppose  the  parameteis 
/p,  ij!,  '&,  and  the  time  t,  all  complex  and  set 

9;  =  9?!  -f-  i  9^3  ,     v^  'Pi  +  »Va,      f^^tfi  +  «i''a'      t^  t,  +  it^. 

These  parametera  are  connected  with  T  and  F,  the  kinetic  and 
Potential  energy,  by  the  well-known  Lagrange  equations: 

dt       ~         d»        '  dt     '  df         '  dt  '         dy> 


In  these  equati 

ons 

set 

T 

=  ^1  -- 

iT.,, 

Since,  then. 

ST 

BT, 
BT, 

and  aimilarly. 

'-^  W/ 

and     5— f-  =  - 
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and    since,   furthermore,    by  our   hypotheeis,   dt  ■=  dt^ ,    the   first    of   our 
equations  breaks  up  into  the  two  equations  involving  real  variables  only, 
.(STA  ^f^It) 

dt^  "ei»!        '  dtx       ~        0i\   "  " ' 

and  the  remaining  two  equations  behave  siniilaily. 

Thus,  eveiy  real  mechanieal  problem  again  reduces  to  a  real  problem 
wheii  the  variables  are  made  complex,  provided  the  real  part  only  of  tiie 
complex  *  be  supposed  to  vary,  but  the  problem  of  a  motion  invoiving 
twice  the  number  of  variables. 

Applying  this  general  conclusion  to  the  particular  question  before 
US,  it  is  evident  without  aiiy  further  discussion  that  the  problem  of  the 
motion  in  complex  time  of  a  top  whose  point  of  Support  is  fixed  is 
changed  into  a  problem  of  real  dynamies;  the  problem  of  the  non-Enoli- 
dean  motion  of  a  rigid  body.  This  motion  has  six  degvees  of  freedoni 
instead  of  three,  con-esponding  to  the  six  parameters,  !^^,  tt^,  ipj,  ip^, 
ip, ,  ip„ ,  and  its  kinetic  and  potential  energy  are  Tj  and  Y^ ,  the  real 
parfcs  of  the  complex  T  and  F. 

But  what  is  the  rigid  body,  and  what  the  force  producing  the  motion? 
We  shall  content  ourselves  with  simply  answering  these  queations  without 
entering  upon  the  considerations  appertaining  to  non-Euclidean  geometry 
by  which  our  conclusions  are  reached, 

The  equation  of  the  absolute  being 

X-  -!"  y'^  ■-:'-  2^  —  ;'^  —  0  , 
the  integi'al 


J..,^ 


^. 


xdm , 


evaluated  throughout  any  body  in  the  corresponding  non-JEuelidean  space, 
ia  called  the  "second  moment"  of  the  body  with  respect  to  the  plane 
whose  coordinates  are  u,  v,  w,  co.  In  the  fo/rticular  case  before  us  this 
integral,  whert  evaluated,  will  be  eqiial  to  1 ,  independently  of  the  values 
of  u,   V,   W,   (O. 

Remembering    that   u,  v,  tv,  <u    are    eonstants    with  respect  to   the 
integration,  the  result  may  be  written 

vjr~ä"Z — ä~""T>    which  tnerefore  -^  I  . 
Now  the  surlace  whose  equation  in  tangential  coordinates  is 

is  called  the  "null- surf ace".  In  the  case  before  us,  therefore,  the  null- 
surface  coincides  with  the  absolute.  This  is  the  rigid  body  of  our  non- 
Euclidean  motion. 
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The  force  prodncing  the  motion  may  be  defined  as  follows:  In  the 
figuro  (Fig.  9)  iet  g  represent  the  fixed  axis  of  gravitation  (through  the 
pojnt  of  Support  of  the  top),  r  the  axis  of  the  top,  and  p  the  non- 
Euclidcaii  petzen dicular  common  to  g  and  )■-  The  angle  between  g  and  )■ 
then  defined  as  -0  ^  'd^-\-  id.-, ,  where  ^,  repreaenta  the 
Igle  between  the  plan^  gp  and  rp,  and  ij?^  in  non- 
Euclidean  angular  measure  is  the  distance  p. 

The  force  is  then  the  wrench  lepresented  in  intensity 
by  P-sin  i?,  of  which  the  real  part  represents  the  rotating 
force  acting  about  p  and  the  imaginary  part  represents  the 
thrust  along  p. 
In  conclusion,  allow  me  to  remark  once  again  that  this  non-EucKdean 
geometry  involyes  no  metaphyaical  consideration,  however  interesting  auch 
conaiderations  may  be.  It  is  simply  a  geometrical  theory  which  groups 
together  certain  geometriccd  relations  in  real  Space  in  a  manner  pecu- 
liarly  adapted  to  their  study. 

Leetiire  IV. 

In  the  latter  part  of  yeeterday's  lecture  we  ventured  a  little  way 
into  what  Profesaor  Newconib  has  caüed  the  "fairyland  of  mathematics". 
Ignoring  the  limitation  of  the  top's  motion  to  real  time,  we  gave  füll 
play  to  onr  pnrely  mathematical  curiosity.  Änd  there  can  be  no  doiibt 
that  it  is  proper  and  indeed  necesaaiy  within  diie  limits  to  proceed  after 
thie  mannet  in  all  such  investigations  as  that  now  before  us.  It  is 
possible  only  thus  to  deyelop  a  strong  and  consistent  mathematical  theory. 
But  we  should  not  yield  ourselves  wholly  to  the  charm  of  such  specula- 
tions,  but  rather  control  them  by  being  ever  ready  to  return  to  the  actual 
Problems  which  natnre  herseif  proposes. 

We  tnrn  again  to-däy,  therefore,  to  the  real  top,  and  proceed  to  in- 
vestigate  its  motion  when  the  point  of  support  is  no  longer  fixed,  but 
movable  in  the  horizontal  plane.  This  is  the  case  of  the  orf^tnöry  (o^  (op"). 
I  1^  It  has  been  well  knowii  since  the  time  ot  Poisson  that  the  diffe- 
rential  equations  of  this  motion  can  be  iiitegrated  in  terms  of  the  hyper- 
elliptic  Integrals.  And  it  is  the  main  puipose  of  my  present  lecture  to 
show  that  tkese  integrals  may  fce  treated  in  a  manner  guite  analogous  to 
that  in  which  the  elliptic  integrals  were  1/i'eated,  by  aid  of  the  general 
"oMtomorphic  functions",  of  which  the  elUptic  fwnctions  are  a  special  class. 

The  "toy  top"  has  five  degi'ees  of  freedom  of  motion,  two  of  them 
relating  to  the  horizontal  diaplacement  of  the  centre  of  gravity,  and  the 

'")  [Wegen  Aufstellung  der  Bewegungsglciolmngeu  vj>i.  Kreiselbuch,  HofI:  III, 
Allhang  zu  Kapitel  VI.l 
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other  three  to  fche  motion  around  this  oentre.  The  horizontal  motioii  of 
tlie  eentre  of  gravity  is  veiy  simple  being,  as  is  well  Icnown,  a  recti- 
linear  motion  of  constant  \elocity.  C'onsecjuently,  no  easential  restriction 
of  the  problem  is  involved  in  ^suming  fche  horizontal  projection  of  the 
oentre  of  gravity  to  be  a  fixed  point.  Ey  this  asaumption  the  problem 
is  again  redueed  fco  one  of  fchree  degrees  of  freedom  only,  and  we  have 
besidee  t  no  other  variables  fco  consider  than  the  paramefcers  'p ,  'ip,  S  or 
ß,  ß,  y,  d  of  fche  previoua  discussion  —  the  paramefcers  here  defining  the 
Position  of  the  top  with  respect  to  axes  through  its  eentre  of  gravity. 

To  obtain  iirst  the  ordinary  formulas  which  define  the  motion  in 
terms  of  fche  astronomical  paramefcers:  let  G  lepresent  the  weight  of  the 
top,  s  the  distance  bf  ita  eentre  of  gravity  from  the  point  of  support, 
and  again  represent  the  product  Gs,  i.e.  the  static  moment,  by  P.  Also, 
for  the  sake  of  simplicity,  let  us  again  suppose  that  the  three  principal 
moments  of  inertia  of  the  top,  in  this  case  with  respect  to  the  axes 
through  ite  eentre  of  gravity,  are  all  eqnal  to  1. 

Then  the  kinetic  energy,  T,  and  the  potential  energy,  V,  are  given 
by  the  foUowing  equations:  viz. 

which  diSer  from  the  corresponding  expressione  in  the  special  eaae  where 
the  point  of  snpport  is  fixed  only  in  fche  appearance  of  the  additionai 
term  Ps-sin^ '&■■&'''  in  T.  Äs  thia  term  will  disappear  if  «  =  0,  though 
we  take  Gs,  i.e.  P,  difEerent  from  zero,  the  elementary  ease  may  be 
described  from  the  present  point  of  view  as  that  of  a  top  of  infinite 
weight  whose  oentre  of  gi'avity  coincides  with  its  point  of  supporfc. 


On  eubstituting 

these  values  i 

Eor  T  and  V  in  the  firet  two  Lagr 

«ngi 

eqnationa, 

4-''; 
^-». 

,  BT 

we  obtain  iraniediati 

3ly,  aa  before, 

the  two  algebiajo  first  Integrals 

9  -^  V 

■■cos  .)==», 

■v/  +  <? 

'cos>)-i. 

If   from   these 

last   equations 

we    reckoii   out  ip'  anci 

>,/,    and 

sub- 

stitute  the  resulting 

valnes  in  the 

integral  of  energy 

'  ol>taio  t,  <p  and  -tp  in  the  form  of  integrals  in  terms  of  the  variable  il. 
As  before,  we  set  u  =  co&-9,  and 

ü=2Pu^  '■■2Jm-  +  2{ln-P)n  +  (2h-l-  -n"-). 
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when  these  ititegrals  beoome 


-i»  dii.i/(li-Ps}-~Pau^ 

^^'    _~' 

ttf(l  +  Pi)-Psv.' 

VF 

These  fonnulas  differ  from  the  corresponding  formulas  for  the  ele- 
mentary  case  in  that  the  new  irrational  factor  l/(l +Ps)  —  Ps«^  here 
appears  in  the  immerator  of  each  integrand.  In  conaequence,  we  have 
now  to  do  with  hyperelliptic  integrals,  p  =  2 .  In  addition  to  the  fornier 
branch-points  of  the  Eiemami  surface  in  the  w-plane,  viz.  e^,  e^,  e^,  e„, 
two  new  real  branch-pointä  appcar,  via.: 

,     i'i"  TP  .9 

I  ahall  call  them  e^,  e^,  and  assiune  them  to  be  numerically  greater  than 
Cg.  The  Riemann  sui-face  is  therefore  a  surface  of  two  sheets  with  six 
branch-points  e^,  e^,  e^,  e^,  e^,  %,  ranged  along  the  real  aJcis  of  the 
M-plane,  as  indicated  in  the  following  1 


Fig.  10, 

J.n  addition  to  the  branch-pointfl,  I  have  indicated  the  positione  of 
the  points  -|-1,  —1,  since  these  particular  values  of  u,  corresponding 
to  ^  =•  0 ,  -l)'  =  7T,,  play,  as  in  the  elementary  case,  a  special  röle  in  our 
discussion. 

The  time  t  is  no  longer  an  integral  of  the  first  kind;  that  is  to  say, 
an  integral  which  remains  finite  for  all  valuee  of  u,  but  an  integral  of 
the  second  kind,  which  becomes  infinite  for  u=^oo,  as  V— 2bm,  An 
integral  of  the  second  kind,  it  niay  be  added,  is  one  having  a  point  of 
algebtaic  discontinuity  only,  The  Integrals  fp  und  y>,  on  the  other  hand, 
have  each  of  them,  as  before,  four  logarithmic  points  of  discontinuity; 
namely,  the  four  points  u^^  ±1  of  the  Riemann  surface. 

The  first  step  to  be  taken  is  to  replace  the  Integrals  ip  and  tp  by 
norinal  hyperelliptic  Integrals  of  the  third  kind;  that  is,  by  integi-als 
possesaing  each  but  iwo  logarithmic  pointa  of  discontinuity  with  the 
residuee    ■\-  1   and   —  1 .     This    is    accompliahed   precisely  as   in   the    ele- 
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mentary  oi^e,  by  introduoing  log«,  log/S,  logy,  \ogd.  As  before,  these 
prove  to  be  normal  integrats  of  the  third  kind,  each  having  a  logarithmic 
discontinuify  (with  the  residue  -|-1)  at  one  of  the  points  M=^±l,  and 
all  having  a  second  logarithmic  discontimiity  in  common  (with  the  residue 
—  1)  at  the  point  M  =  oo.  This  follows  at  once  from  the  result  of  the 
reekoning  if  it  be  noticed  that  the  expreasion  (1  +  Ps)  —  Psu^  reduces 
to  1  for  u  -^  ztl . 

It  is  evident,  therefore,  that  the  parameters  a,  ß,  y,  d  play  the 
same.  fundamental  röle  here  as  in  the  case  of  the  top  whose  point  of 
Support  is  fixed.  And  in  the  following  discuseion  we  shall  no  longer  iiae 
<p  and  i/i,  but  ß,  ß,  y,  h.  These  variables  possess  on  tbe  Riemann 
surface  a  0-point  each  at  one  of  the  four  points  «'=±1,  and  a  common 
co-point  at  m=^oo.  I  have  not  thought  it  necessary  to  enter  into  the 
details  of  this  ceduction,  as  it  is  so  completely  analogoua  to  the  reduction 
in  the  more  elementary  case. 

Bat  when  we  attempt  to  repeat  the  next  Step  of  the  previous  dis- 
cussioii,  and  endeavor,  by  inverting  the  hyperelliptic  integral  t,  so  assign 
to  (  the  role  of  independent  variable,  we  find  at  once  that  there  is  a 
profound  differenee  between  our  present  problem  and  the  previous  more 
special  problem.  Thi«  differenee  is  masked  when  we  oonfine  our  attention 
to  the  top's  motion  in  real  tirae.  For  as  i  varies,  remaining  always  real, 
the  value  of  n  vibrates  as  before  between  the  values  e^  and  e^,  white 
<p  and  ip  ate  each  increased  by  real  periods.  The  differenee  comes  to 
light,  however,  as  soon  as,  allowing  t  to  take  complex  values,  we  proceed 
to  construct  in  the  f-plane  the  image  of  the  Riemann  surface.  As  the 
image  of  a  half-sheet  of  this  surface,  we  have  now,  instead  of  the  simple 
rectangle  of  the  elementary  case,  an  open  hexagon  with  one  of  its  angular 
points  at  infinity,  as  in  the  following  fignre,  and  when  by  the  methods 
of  symmetrical  and  congruent  reproduction,  we 
go  on  to  consfcruct  from  this  fignre  tlie  image 
of  the  entire  Riemann  surface,  we  at  once  en- 
counter  tbe  difficulty  that  this  image  will  cover"^ 
the  i-plane  not  simply,  as  in  the  elementary 
case,  but  rather  with  an  infinite  number  of  over- 
lapping  hexagonal  pieces.  To  a  aingle  point  in 
the  (-plane,  therefore,  will  correspond  not  one, 
but  an  infinite  number  of  values  of  m,  that  is  to  aay,  \ 
uniform  funotion  of  t. 

I  may  remark  that  it  is  often  said  that  the  Inversion  of  the  hyper- 
elliptic Integrals  is  impossible.    This  is  not  trae;  it  is  not  i 
invert  them,  but  to  get  uniform  fmietions  by  the  process. 
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There  is  a  well  known  method  of  generalizing  the  resuit  of  inverting 
the  elliptio  integrals  and  obtaining  functions,  "hyperelliptic  functions", 
as  thej  are  called,  which  are  in  a  proper  sense  the  gener alization  oi  the 
elliptic  functions.    The  method  is  due  toJacobä,  and  goee  by  his  name. 

There  are  two  hyperelliptic  integrals  of  tlie  firet  kind  in  the  case 
bcfore  ns: 


H 


Jaeobi  forma  double  ö-functions  of  v^,  v^,  viz,  6(^)1,  v^'j,  in  terms  of 
which  he  seeks  to  expresa  the  other  variables  as  uniform  functions.  Thia 
is,  perhaps,  the  greatest  achievement  of  Jaeobi,  and  for  general  in- 
vestigations  of  the  highest  importance,  but  it  promises  ns  little  aid  in 
the  problem  which  we  are  consideriiig.  To  avail  onrseives  of  it,  we 
should  need  ürst  to  develop  a  method  for  determining  what  values  of 
v^,  Wg  con'espond  to  the  same  vaiue  of  t.  We  are  fcherefore  reduced  to 
the  dicect  computation  of  hyperelliptic  integrale  if  we  wish  to  avoid  the 
complicated  equation  for  v^  and  v^  whieh  resulte  if  we  eliminate  t. 

Is  it  possible,  then,  by  any  means  whatsoever,  to  obtain  for  the 
general  motion  of  the  top  formulas  analogoiis  to  those  which  we  buc- 
«eeded  in  establishing  for  the  top  whose  point  of  support  was  fixed? 
Yea,  by  availing  ourselvea  of  the  theory  of  the  uniform  automorphic 
functioThs^*). 

A  uniform  automorphic  function  o£  a  single  variable  i]  js  a  function 
f{i]],  which  satisfies  the  functional  equatiou 


K|^t)-''W. 


where  a,.,  b,.,  c,. ,  d,-  have  given  constant  values  for  each  of  the  vahies 
oi  y.  1,  2,  3,  .  .  . ,  oc  ^ —  for  all  of  which  the  functional  equatioii  is 
satisfied. 

The  automorphic  functions,  therefore,  are  functions  whieh  are  trans- 
formed  infco  themaelves  by  an  infinite  brrt  discontinuous  gi'oup  of  linear 
substitutions.  They  are  the  generaliaation  of  the  elliptic  functions  which 
consista  in  generalizing  the  periodicity  of  theae  functions,  but  leaving  the 
number  of  the  variables  unchanged,  while  Jacobi's  hyperelliptic  func- 
tions are  a  generalization  which  consiste  in  increasing  the  number  of 
variables,  but  leaving  the  periodicity  unchanged. 

'■')  [Über  die  Theorie  der  allgemeinen  automorphen  Funktionen  vgl.  meine  Ab- 
hajidiimg  in  Bd.  21  der  Math.  Annalen  (1883)  „Neue  Beiträge  zur  Riemannsehen 
Funktionentiieorie"  =  Abh.  CIU  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe      K 
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I  shall  present  what  I  have  to  say  regarding  them  geometrically. 
And,  iüdeed,  the  general  notion  of  these  automoi'phic  fiuictiona,  as  well 
as  the  knowledge  of  their  moet  important  properties,  originated  from 
geometrical  considerations,  and  geometrical  considerafeions  only.  Even  now 
the   analytical  detaila   of  the  theoiy  have  been  only  pactiaily  developed, 

Our  probleni,  as  we  are  now  to  conceive  of  it,  is  this:  to  define  a 
variable  t-j,  of  which  t,  k,  ß,  y,  3  shaU  6e  uniform  automorphic  func- 
tions,  ae  were  a,  ß,  y,  d  oi  t  itself  in  the  elementary  case. 

To  levert  to  the  elementai^  case  —  ttie  fact  that  t  was  itself  a 
unifoimizing  variable  i  e  a  vaiiable  of  which  u  was  a  uniform  fune- 
tim  was  biought  to  light  \^  hnding  that  when  the  image  in  the  (-plane 
of  a  Single  half  aheet  cf  the  Kiemann  amface  on  the  u  plane  was  re- 
producel  b^  svminetij  and  c  ngmence  thi=!  image  coveied  the  (-plane 
sinvply  Ma>  we  not  then  t,oi  ^tiu(t  in  the  pline  of  a  variable  i;  a 
ipctangulai  hex^o  n  which  ihall  le  tle  image  in  the  ij  plme  of  a  half- 
plane w  and  which  oi  bemg  lepiodiced  'shall  co\ei  the  /-piane  or  a 
portion  of  it  simply  and  then  biibsequently  fiom  a  8tud>  of  tbe  condi- 
tuns,  whifh  deteimme  this  hexagon  deiive  m  definite  analytical  form  the 
iunctional  relation  betweeii  )]  and  w  "> 

It  is  m  fact  pjssible  as  the  theoij  of  automorphic  functions  shows, 
to  constnict  =iuch  a  rectanguiar  hexagon  and  that  m  essentially  but  one 
way  Its  sides  aie  not  Ime  Segments  but  arcb  of  ciiclea  which  them- 
selvpfe  cut  the  leal  axis  of  the  ?/  plane  at  nght  angle  It  has  the 
foUowing  foim 


Fig.  !2. 

The  mere  geometrical  requireraent  that  the  figure  be  made  up  of 
arcs  of  circlea  which  cut  the  real  axis  orthogonaily,  and  cut  eacli  other 
orthogonaUy  also  at  the  six  points  e^,  e^,  e^,  e^,  e^,  e^,  is  of  course  not 
enough  to  determiiie  it  completely.  There  are  a  certain  number  of  para- 
meters  which  remain  undetermiued,  and  which  are  to  be  so  determined 
that  the  hexagon  is  an  actual  conforraal  representation  of  the  half  M-plane 
with  the  given  branch-points  e^,  e^,  ...,  e^.  The  fundamental  theorem 
of  the  theory  of  automorphic  functions  declarea  that  thie  can  be  accom- 
pliehed  in  one,  and  essentially  but  one,  way. 

Having  determined  the  image  of  the  one  half-sheet  of  the  Eiemann 
surface  on  the  «-plane,  the  infinitely  many  remaining  Images  are  to  be 
had   by  constructiiig   the   figure  into  which  the  original   image  is  trans- 
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formed  by  mversion  with  respect  to  each  circle  of  wliich  one  oi  ita  sides 
is  an  are,  by  repeating  the  aame  constructioii  for  the  resulting  hexagons, 
and  so  on  indeiinitely. 

By  this  proceas  the  entire  uppei  half  of  the  i;-plane  is  simply  covered 
without  overlapping  by  recfcangular  hexagons,  whose  sides  are  circular 
arcs.  Each  of  these  hexagons  is  an  Image  of  a  haif-sheefc  of  the  ßiemaiin 
suiface.  And  if  they  be  altemately  shaded  and  left'  blank,  the  shaded 
ones  ai'e  images  of  positive  half-sheets,  the  blank  ones  of  negative  half- 
sheets  of  the  surface. 

Bvidently,  then,  to  a  single  point  in  the  >;- plane  there  coiresponds 
but  a  Single  point  in  the  Riemann  suriace,  or  u  and  VU  are  uniform 
functions  of  *?.  On  the  other  band,  the  points  in  two  of  the  hexagons 
whieh  correepond  to  the  same  vaiue  of  u,  VU,  and  may  be  called 
"equivalent  points",  are  connected  by  a  formula  of  the  form  ■!]'=  -—--j- , 
ag  in  the  special  elliptio  case  the  corFesponding  points  of  two  of  the 
parallelograms  of  perzods  were  connected  by  the  formula 

Thus  u  and  ^ü  are  uniform  automorphic  functions,  of  >;,  satisfying  the 
equation:  .,    ,       ,j./a„H  +  6y\ 

I  may  remark  that  Lord  Kelvin  made  iise  of  this  sort  of  sym- 
metrica! reproduction  more  than  fifty  yeacs  ago  in  bis  researches  on  electro- 
atatio  potential.  But  his  figures  were  solids  bounded  by  portions  of  spherioai 
surfaces,  and  his  principal  aim  was  so  to  determine  these  that  only  a  finite 
number  of  other  distinct  solids  should  result  from  them  by  the  process 
of  reproduction, 

Not  only  u  and  Vi/,  but  also  Vi  +  Ps  —  Psu^,  and  again  t,  a, 
ß,  y,  d,  are  uniform  functions  of  cur  new  variable  t},  functions,  it  may 
be  added,  which  exist  only  in  the  Upper  half  of  the  );-plane.  Hence  i] 
is  the  iindformizing  variable  which  we  have  beert  seeking,  the  variable 
which  plays  the  role  taken  by  t  in  our  discussion  of  the  special  problem- 

We  turn  therefore  to  the  consideration  of  t,  a,  ß,  ;•,  ä,  regarded  as 
functions  of  )/. 

The  variable  t  is  affected  additively  by  the  linear  substitutions  of  ?/ 
which  correspond  to  the  successive  reproductions  of  the  figure;  i.e.  with 
every  Substitution  it  is  increased  by  a  constant.  Moreover,  it  beoomes 
infinite,  and  that  simply  infinite  algebraically,  at  all  those  points  of  the 
ij-plane  which  correspond  to  the  point  e^  of  the  «-plane,  the  points, 
namely,  which  are  equivalent  to  the  single  angular  point  marked  e^  in 
the  hexagon  of  our  figure. 
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On  fche  other  hand,  k,  ß,  y,  ö,  are  affected  multiplicatively  by  the 
linear  substitutions  of  j;.  Each  becomes  zero  in  one  aeries  of  equivalent 
points,  and  that  simply,  and  eaoh.  becomes  infinite,  and  tbat  also  simply, 
in  another  series  of  equivalent  points. 

The  cc-points  are  the  same  as  those  for  which  t  becomes  infinite; 
the  O-points  are  the  pointe  on  the  perimeters  of  cur  hexagons  which 
eorrespond  to  the  four  points  ?[  =  +!  of  oiir  original  Riemann  surface 
of  two  sheets  on  the  w-plane.  The  two  points  corresponding  to  u^-\~l 
we  raay  name  o',  a'\  and  the  two  points  corresponding  to  it  — —  1, 
Ä',  ö",  in  such  a  manner  that  the  series  of  equivalent  O-points  of  a,  ß, 
7,  ö,  eorrespond  respectively  to  a',  b\  b",  a". 

On  this  oharacterization  of  onx  fnnctdons  (,  k,  ß,  y,  d,  we  have 
now  to  baee  their  analytical  representation  in  terms  of  ij.  This  is  to 
be  accompliehed  by  means  of  the  fuuctions  which  in  this  more  general 
case  of  the  automorphic  theory  play  the  same  fundamental  röle  as  the 
elliptic  o-functions  in  the  more  elementary  case  —  the  so-called  pri-me- 
fortns'-'^).  The  prime-form  is  not  a  function  of  rj,  hut  a  homogeneous 
function  of  the  first  degree  of  tj, ,  rj^  [where  --  =  j^J ;  like  the  elliptic 
o-function,  it  vanishes  at  all  of  a  certain  series  of  equivalent  points, 
and  is  nowhere  infinite. 

I  use  the  name  prime-form  beeause  all  the  algebraic  integral  foi'ms 
belonging  to  the  Riemann  snrface  admit  of  being  airailarly  expressed 
as  producte  of  suitably  chosen  prime-forms,  just  as  in  ordinary  arithmetic 
integers  as  producta  of  prime  numbers.  It  may  be  added  that  these 
prime-forms  are  not  completely  dctermined  quantities.  The  may  be 
altered  by  certain  factors,  the  exact  expression  of  which  here  would 
cause  too  serious  a  digression. 

If  now  we  represent  the  prime-form  whose  zero-points  are  the  series 
of  equivalent  points  corresponding  to  the  point  m  of  the  Riemann  sur- 
face by  the  symbol  2^(tji,  %;  w)'*),  we  have  the  foUowing  analytical  re- 
presentation of  our  functions  t,  cc,  ß,  y,  i9,viz.: 


2:(^, 

'h 

Sin, 

ß 
i 

Sin, 

1. 

V) 

Vi 

6") 

SU, 
2(1, 

Vi 
V'. 

e.) 

2'(1, 

% 

..)  ' 

V-i 

«.) 

■ä)  [über  Primformen  vgl.  raeice  Arbeit  in  Bd.  86  der  Math.  Aiinalen  (1890): 
„Zur  Theorie  der  Abelaohen  Funktionen"  =  Abb.  XCFII  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe.     K.] 

")  [Vgl.  auoh  meinen  ersten  ÄufHatz  über  liy perelliptische  Sigmatunktionen  in 
Bd.  27  der  Math.  Ännalen  (1886)  =  Abh.  XCV  in  Bd.  3  dieser  Ausgabe.     K.! 
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And  so  we  find  here,  as  before,  that  the  funetions  a,  ß,  y,  ä  prove. 
to  be  the  simplest  elements  for  the  representation  of  the  top's  motion. 
They  are  the  simpiest  quotient«  of  the  elementaty  funetions  of  the  "hyper- 
elliptic  body"  which  has  replaced  the  "elliptic  body"  of  oul  uarlier  dis- 
cußsion. 

It  may  be  remarked  that  these  formulas  at  once  reduce  to  t=  i/ 
and  the  previously  obtained  elliptic  formulas  on  making  the  hypotheses 
jP  ^  0 ,  5  =  0,  which  are  equivalent  to  supposing  the  point  of  sopport 
fixed. 

Moreover,  it  must  be  said  that  these  expressions  for  t,  a,  ß,  y,  S 
are  oiily  to  be  uiiderstood  as  having  a  formal  eignificance.  There  is 
altogether  lacking  the  actual  determination  of  the  constants  left  at  our 
disposal  by  the  definitions  of  the  ^'s,  and  whieh,  it  may  be  added, 
difEeiB  for  the  different  ^"e  which  appear  in  the  formulas  for  (,  k,  ß,  y,  d. 

And  with  this  we  come  upon  the  point  at  which  thie  theory  is  still 
incomplete.  The  exact  determination  of  the  formulas,  and  in  general  the 
means  of  reekoning  them  out  by  practicable  methods,  Eire  for  the  most 
part  wanting.  The  theory  of  the  automorphic  funetions  which  for  a  time 
was  a  matter  of  principal  interest  in  the  theory  of  funetions  has  in  recent 
years  not  attracted  the  attention  nor  found  the  support  which  it  aeems 
to  deaerve.  /  ha/ve  therefore  the  more  gladly  laid  stress  here  on  the  fact 
that  iheae  are  not  only  junctiona  possessing  a  theoretical  interest,  hut 
funetions  which  necessarily  present  themselvea  if  one  vnll  completeli/ 
solve  even  the  simplest  problems  of  mechanics. 

Had  we  the  time,  we  should  find  it  interesting  to  consider  the  geo- 
metry  of  this  more  general  case  of  the  top's  motion  also. 

I  will,  however,  give  the  equation  of  the  ourve  traced  on  the  hori- 
zontal plane  by  the  point  of  support.  It  is  x~\-  iy  ^='Aaßs,  as  results 
from  the  formulas  on  page  623,  by  giving  X,  Y,  Z  the  values  of 
0,  0,  —s,  respectively.  For  the  values  of  x  and  y  depend  on  a,ß,y,d 
alone,  these  c[uantitie8,  in  the  present  case,  conditioning  the  motion  of 
the  centre  of  gravity  up  and  down  its  vertical,  and  no  terms  appearing 
in  the  expressions  for  x  and  y  due  to  this  motion. 

And  I  may  also  make  the  general  remark  that  in  this  geometrical 
study  the  non-Euclidean  intei:pretation  plays  an  important  role.  For 
while  the  curves  traced  by  the  apex,  etc.,  have  in  real  time  a  form  quite 
similar  to  that  in  the  case  of  the  fixed  point  of  support,  the  ßiemann 
snrfaee  as  described  by  the  apex  on  the  fixed  sphere  brings  fuUy  into 
evidence  the  difference  between  the  elliptic  and  hyperelliptic  charaoters 
of  the  two  motions.  Instead  of  the  quadrilatcraj  which  was  represented 
in  Fig.  8  we  should  here  have  a  hexagon. 
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Abstract   of   a  Lecture  before  the  American  Mathematical  Society  at  tlie 

Princeton  Meeting,  October  17,  189(3. 

[Bulletin  of  Ihe  American  Mathematical  Sooiety.     Vol,  3  (1897),] 


In  the  four  lectures^)  of  the  earlier  part  of  the  week  I  have  attemp- 
ted  to  aimplify  the  formulEe  for  the  mofcion  of  a  top  by  turniiig  to  ac- 
count  the  raethods  of  the  modern  theory  of  fimctions.  In  treating  this 
problem  I  have  been  largely  influenced  by  the  coneideration  that  it  is 
desirable  on  both  sides  to  reinforoe  the  ralationsHps  between  puremathe- 
matics  and  mechanics. 

To-day  I  oonsider  from  the  same  standpoint  a  much  more  elemen- 
tary  question,  whioh,  however,  for  thia  very  reason  aerves  ae  at  type  for 
many  related  problems,  viz.,  the  stability  of  a  top  rotating  about  an  axis 
directed  vertically  upward.  The  point  of  support  we  will  aesume  to  be 
fbced.  If  it  were  movable  in  a  horizontal  plane,  the  iormulai  would  be 
somewhat  more  complicated,  but  the  final  result  wouid  be  quite  similar 
to  that  in  the  special  case'). 

When  the  rotation  is  very  rapid  the  behavior  of  the  top  is  as  if  ita 
axis  were  held  fixed  by  a  special  force.  This  idea  was  employcd,  for  in- 
htance,  bv  Foutault  (1851);  to  regard  it,  however,  as  an  independent 
mechanical  piinciple,  ag  is  done  in  many  preaentations  of  the  subject,  is, 
of  course    abaurd 

The  uaual  mode  of  attacldng  the  problem  is  by  meana  of  the  method 
of  6mcdl  osC)Uatw7is  li  x,y  are  the  horizontal  coordinates  of  the  point 
of  support  ot  the  top,  n  its  rotational  velocity,  and  P  the  moment  of 
its  weight,  then,  rejectmg  higher  powera  of  x  andy,  we  obtain  the  hnear 
homogeneous  differential  equations  with  oonstant  coeffioients 

x"  +  ny'  —  Px=^  0  , 
_________  y"  —  nx'  —  Py  =  0  . 

^)  Four  lectures  "On  the  theory  of  the  top".  [Vorstehend  als  Nr.  LXXV  ab- 
gedruekt.j 

^)  [Zu  dieser  Abhandlung  vgl.  meia  und  Sommerfeldta  Kreisolbuoh,  Heft  II, 
Kap.  V,  g§  4,  5,  8,  sowie  die  allgemeinen  Erörterungen  in  g§  6,  7  ebeudaaelbst.     K.], 
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The  terms  in  x'  and  y'  in  these  equations  arc  known  as  the-gyroscopic 
terms.    The  Solutions  of  the  equations  involve  the  eharactecistic  exponent 


X--^ 


-^_i>iz:\''iP"-n' 


With  respect  to  the  form  of  this  exponent  two  cases  are  customariiy  di- 
stinguished ;  the  stable  case,  «- >  4P,  and  the  unslable  case  n^^4P, 
the  conclusion  then  being  drawn  that  in  the  former  case  actual  oscillations 
take  place  aboiit  the  position  of  equilibrium,  whQe  in  the  latter  case  the 
axis  moves  away  indefinitely  from  the  position  of  equilibrium. 
For  the  stable  case  we  obtain 

X  —-  acos---sml/ -^ — i, 

y=.asm-2.sin  [,'—--;, 

where  d  is  a  constant  of  integration. 

I  will  retain  the  designations  „stable"  and  „unatable"  for  the  casee 
w^>4P  and  n-^4P,  and  will  then  examine  whether  the  motion  ac- 
tually  correspoiids  to  the  common  use  of  these  terms. 

From  the  start  this  method  of  small  oscillations  lies  open  to  severe 
critieism.  In  the  so-called  unstable  case  it  is  directly  selt-contradictory, 
aince  the  quantities,  which  in  the  construction  of  the  differential  equation 
are  assumed  to  be  amall,  become  after  its  integration  largt.  There  is  no 
reason  whatever,  therefore,  for  regarding  the  results  as  an  approximation 
to  the  actual  conditions.  Even  in  the  stable  case  the  method  iacks  an 
accurate  basis. 

Poincare,  in  the  corresponding  questions  of  astronomy,  carries  out 
the  development  in  series  to  higher  terms.  But,  eiipposing  that  these 
series  converge  at  all,  will  their  region  of  convergence  extend  far  enough 
so  that  the  actuai  oharacter  of  the  motion  can  be  deduced  from  them? 
In  the  case  of  the  top  we  are  relieved  of  the  laborious  inveatigation  of 
this  question,  inasmuch  as  the  complete  integration  can  be  carried  out 
in  explicit  form. 

I  pi'opose  the  foUowing  raode  of  treating  the  problem.  For  the  sake 
of  simplioity,  the  moments  of  inertia  of  the  top  about  its  principal  axes 
are  all  assumed  equal  to  !.  The  axis,  being  originally  vertieal,  let  the 
polar  angles  at  any  time  to  bc  j'*,  i/'  and  let  coa  i5  =  m.  The  formulse 
■of  integration  are  then 

where  t  =  f^-       ,,,  _  „  f-    ^^ 

E7  =  2(m  -  l)(n'  -L  (Ptt  -  h)  («  +  1)). 
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The  Upper  end  of  the  axis  (apex)  of  the  top  describes  in  all  eases 
on  the  eurface  of  the  ciroumscribed  sphere  a  rosette  consisting.of  a  nmn- 
ber  of  congnient  loops.  This  is  still  the  case  when  n  =  0 ,  a  loop  being 
then  identical  with  a  great  circle  of  the  sphere.  Our  intereat  centres  in 
the  question,  how  loTig  these  loops  are,  i.  e. ,  to  what  value  «  =  e  does  u 
diminish,  beginning  whit  u  =  1 .  Hete  «  =  €  is  that  root  of  17  =  0  which 
lies  between  u=  -\-  l  and  u=  —  l.  In  oider  to  obtain  the  width  of 
the  loops  it  would  be  neceaaary  to  diacuss  the  integral  yj. 

Introducing  v  to  denote  the  value  when  tt  =  1  of  the  angular  velo- 
city  d&ldt  of  the  axis  of  the  top,  this  being  equal  to  the  measure  of 
the  lateral  impulse  by  which  the  axia  is  carried  out  of  the  vertical  po- 
sition,  we  have  from    C/  =  0,  on  writing  e  for  u, 

,       (l-^)(»-^-2f(e  +  l)) 
"    -  eVl  " 

When  £  and  v  aie  reetangular  coordinates,  this  equation  properly  inter- 
preted,  lepie^ents  a  plane  oubio,  Symmetrie  to  the  axis  of  e,  with  a  ver- 
tical tangent  at  e^=^l,  «  =  0 ,  and  baving  e  -j-  1  ^  0  ^,8  an  asymptote. 
This  curve  has  a  certaiu  difference  of  position  according  as 

„a_4_p>0     or     Ti,^-4i'<0, 
(the  case  n'  —  4f  =  0  may  be  disregarded  for  the  sake  of  bievity).    In 
the   former   (stähle)   case,   the   odd   branch   of  the   ourve  passes  through 
«  ^  -(-  1,  11=^  0,  whÜe  in  the  iatter  (unstable)  case,  it  is  the  even  brauch 
which  passes  through  this  point. 


Fig.  1. 

In  both  cases  it  is  the  odd  branch  which  is  of  accouiit  for  the  real 
motion  of  the  top  since  u  =^  cos  8  lies,  for  real  i9 ,  between,  —  1  and 
-|-  1.  In  both  cases,  too,  the  difierence  1  ■-  e,  i.  e.,  the  iength  of  tbe  loops 
of  tbe  rosette,  diminishes  with  v. 

The  eharacteristio  distinction  between  the  two  cases  is  this:  that  for 
JJ-  — 4P>0,    the    difEerence    1  — e   diminishes    with   u    to    0,    while  if 
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n'^  —  4P<0  ttis  difference  never  passes  a  certain  lower  limit  different 
from  0 .  Accordiiigly,  in  the  unstable  case,  the  loops  of  tHe  rosette  take 
at  once  a  eertain  finite  length  even  for  the  smallest  lateral  impnlse  giveii 
the  top. 

Tbeoretically,  this  furiiishes  a  sharp  distinctionbetween  the  two  caaes; 
practically,  however,  this  may  become  unnoticeable,  if  n^  —  iP  while 
<  0,  beoomes  very  small  in  absolute  value,  The  rosette  in  the  unstable 
case  ean  become  as  small  as  we  please;  and  given  a  stable  rosette,  a 
proper  choice  of  the  constants  n  and  v  will  give  for  the  unstable  case  a 
rosette  smaller  than  the  stable  one. 

Our  result  is  tberefore  discordant  with  tbe  common  acceptation  o£ 
the  terms  „stable"  and  „unstable".  Besides  that  it  does  not  substantiate 
the  pretensions  of  the  method  of  small  oscillations.  If  the  apex  of  the 
top  in  an  unstable  case  describes  a  „small"  rosette,  why  does  not  this 
fact  appear  from  the  method  of  small  oscillations? 

The  answer  to  this  last  question  will  be  apparent,  if  we  introduee 
the  quantity  e  in  the  integral  t- 


h^"^^^- 


(„=„4P-P(«-l)(e-l)  +  2(«-l}  +  2(e-l)) 


The  method  of  small  oscillations  neglects  in  tlie  parenthesis 
n'  -  iP  -  P {u  -  l){e -  1)  +  2[u  -  1)  +  2(6  -  1} 
the  terms  eonfcaining  it  —  1  and  e  —  1  in  comparison  with  «,^  —  4P.  This 
is  admissible  when  and  only  when  u  —  1  and  e  —  1  being  small,  m^  —  4P 
is  not  smaXl,  —  and  therefore  thoae  cases,  stable  or  unstable,  where 
n®  —  4P  is  itself  a  small  quantity  are  incapable  of  approximate  treat- 
ment  by  the  method  of  small  oscillations. 

Princeton,  Oetober  IB,  18<>iJ. 


In  d  n  dm  Aihnten  Ni  LWR  — LWM  am  Kiei-ieltheoiie  die  hiei  voian 
gehen  werden  nur  einige  rem  mathemati'Mihe  Resultate  welche  leh  bezüglich  der 
Beiben  fand  mitgetoiit  Es  ist  bereits  auf  b  'iOD  gebagt  daß  Aex  eif,entliehe  Anlaß 
zur  Beschäftigung  mit  der  KroiNoltheorie  für  mich  ein  anderweitiger  war  wie  denn  auch 
die  Entwicklungen  in  dem  von  Sommerfeld  und  mir  bearbeiteten  Kieiselbuch  eine 
ganz  andere  Tendenz  vertolgen  als  die  hier  wiedei  abgedruckten  Aufsätze  In  dem 
Bemuhen,  mit  den  Technikern  und  ihrem  üntemdit  nähere  Fühlung  zu  nehmen  war 
ich  im  Herbst  la9'i  bei  der  JahreBversammlimg  des  Vereins  DeutBchei  Ingenieure  in 
Aachen  gewesen  und  hatte  danach  den  Dnektor  HolzmuIIei  m  Hagen  der  damals 
m  der  Ausgestaltung  des  Facbschulwebene  eine  hervc  rragende  Eolle  spielte  besucht 
Hier  kam  mir  der  Gedanke  durch  eme  engehende  Vorlesung  über  ein  spezielle«  me 
chanisehe«  Problem    eben  die  Kreiseltheone    die  mir  gelaufigen  theoretischen  Betrach 
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tungeii  mit  dea  Bedürfnissen  phyeikaliselieii  nnd  teehnischeji  Verständnisse a  in  Ver- 
bindiing  zu' setzen.  Von  da  aus  habe  ich  im  Winter  1895/96  eine  übrigens  nur  zwei- 
stündige Voi'lesung  übet  den  Kreisel  gehaJten,  au  dio  sich  im  Sommer  1896  eiae  vier- 
stündige Vorlesung  über  allgemeine  Fragen  der  techniBchen  Mechanik  anechloß.  Aus 
dieser  Entetehungsweise  ist  die  eigentümliche  Diaposition  des  (später  namentlich  vun 
Sommerfeld  ausgeführten)  Kreiselbuches  zu  erklären.  Ich  fange  mit  der  Behand- 
lung der  kinematischen  Fragen  mit  Hilfe  der  k,  ß,  y,  S  an,  um  mich  allmählich  davon 
abzulösen  und  immer  mehr  konkreten  Fragen  zuzuwenden.  Das  letzte  (vierte)  Heft, 
dae  erst  1910  erschien  und  seine  endgültige  Gestalt  durch  Fritz  Noether  empfing, 
ist  ausschließlich  den  technischen  Anwendungen  gewidmet,  die  sieh  wesentlich  in  der 
Zwischenzeit  entwickelt  hatten,  und  macht  von  dem  zu  Anfang  herangebrachten 
theoretischen  Rüstzeug  kaum  noch  Gebrauch.  So  enthält  das  Buch,  dessen  Erscheinen 
sieh  auf  einen  Zeitraum  von  13  Jahren  verteilt,  sehr  verschiedenartige  Kapitel.  Ich 
verweise  gern  auf  die  geophysikalischen  und  astronomischen  Ausführungen,  die  wesent- 
lich Sommerfeld  in  Heft  III  eingearbeitet  hat,  insbesondere  aber  auf  die  Besprechung 
nnd  Kritik  der  in  der  physikalischen  Literatur  vorkommenden  äußerst  ungenügenden 
Darstellungen  (der  sogenannten  populären  Erklärungen)  der  Kreiselersoheinungen  in 
Heft  II.  In  meiner  Vorlesung  wurden  alle  diese  Betrachtungen  mit  Experimenten 
begleitet;  auch  die  Einführung  df=r  elliptischen  Funktionen  bis  hin  zur  wirklichen 
Berechnung  der  Kreiselbewegung,  die  dann  Sommerfeld  weiter  ausführte  (Heft  II), 
schien  hei  den  Zuhörern  Beifall  zu  finden.  Übrigens  findet  man  eine  reiche  Auswahl 
weiterer  elementarer  Angaben  zur  Kreisel theorie  in  dem  Artikel  von  Stacke  1 
in  Bd.  IV  1  der  math.  Enzyklopädie  (Elementare  Dynamik  der  Punktsysteme  und 
starren  Körper,  1907/08}.     K.] 
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Diagraiiinie.  mit  besonderer  BeriicksiehtiguiiK  der 

MaxAvellschen  Arbeiten. 

(Archiv  der  Malheinatik  und  Physik,     IlL  Reihe,  Bd.  S  (iMi).] 
Von  F.  Klein  und  K.  Wieghardt  i). 


Disposition. 

§  1,     über  Äirysche  Spannungsf lachen  ebener  Kontinuen,  ^ 

1.  Allgemeines  über  Spann ungsfunktionen  und  Spannungallächen .61 

2.  Spezielle  SpannungsflS^hen  (AAF  =  0,  AF  =  0,  abwickelbare  Flächen)     .    .  tii 

3.  Besondere  Betrachtung  von  A  A  F  =  0  plus  abwickelbaren  Flächen  ( Elastizitäts- 
aufgabe) fii 

4.  Balkenprobleme  als  Beispiele, hierzu 61 

S  -2.     "Über  Spannungstlächen  ebener  Diskontinuen  (Faohwerke). 

1.  Allgemeines  {Äquiv^enz  der  Gleichgewicht sbedingnngen  und  der  Existenz  einer 
Spannungsfläche,  analog  wie  beim  Kontinuum) 6( 

2.  Anwendung  auf  Dreieckfach  werke 6' 

3.  Ein-  und  mehrwertige  Spann ungsfläehen  (sich  überdeckende  Fachwerke,  „mehr- 
fach-zusammenhängende" Fachwerke,  Raumpolyeder  als  Spannungsflächen  and 
affin-periodiEohe  Spannungsflächen) 6 

§  3.     Über  reziproke  Figuren  und  Diagramme. 

1.  Strecken,  polare  Vektoren,  transvei^ale  Vektoren,  Flächenstiioke  und  Plangi-üBeii 
als  Mittel,  Spannungen  dai-zustellen 6' 

2.  Die  Maxwellschen  Formeln  für  reziproke  Figuren  und  ebene  reziproke 
Diagramme.  (Darstellung  der  Spannongen  in  einer  Ebene  durch  transversale 
Vektoren) 6! 

3.  Besondere  Betrachtung  der  Fachwerkdiagramme  (Raumpolyeder  als  reziproke 
Figuren  in  ihrer  Bedeutung  für  die  Fachwerkstatik,  Kräftepläiie,  Kräftepläne 
me hif ach- zusammenhängender  Fachwerke,  Maxwellacher  und  Cremonaseher 
Kräfteplan) 6. 

4.  Geometrische  Einführung  räumlicher  reziproker  Diagramme  (reziproke  Zellen- 
systeroe,  Beispiel  solcher  Zellensytteme) 6; 

g  4.     Einige*!  über  räumliche  Spannung^systeme  und  zugehmige 

Spannungftfunktionen 

1.  Zwei  Maxweilscle  Veiallgemeinerungen  des  Airyscheu   Ansatzes  6 

3.  Inhalt  dei   Formeln  und  ihie   Analogie  zu  den  Formeln  bei  2  Dimensionen         C 

3.  Mechanische  Deutung  der  reziproken  Zellensyateme  nnd  Schlußwort  6 

■■)  Nach  emem  son  t   Klein  m  der  Gottinger  Mathematischen  Geoellsi-hiift  a 
7.  Juli  190:i  gehaltenen  Vortrage  weit«  aufgearbeitet  von  K  Wieghardt 
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Das  Folgende  ist  ein  freies  Referat  über  J.  C.  MaxweUs  Abhand- 
lungen über  Fachwerke,  reziproke  Figuren  und  Diagramme-)  und  zwar 
wesentlich  übei  die  unten  an  letzter  Stelle  genannte.  Von  der  Daratellung 
bei  Maxwell  selbst  wird  sehr  abgewichen,  auch  werden  Resultate  mit- 
geteilt, welche  sich  bei  ihm  noch  nicht  vorfinden  und  welche,  soweit  nichts 
Besonderes  vermerld;  ist,  von  F.  Klein  herrühren. 

Die  Veranlassung  zu  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet  das  Enzyklo- 
pädiereferat von  Herrn  Henneberg:  Über  die  graphische  Statik  der 
starren  Körper^).  In  diesem  konnten  die  Maxwellschen  Arbeiten  natui'- 
gemäß  nur  kixrze  Erwähnung  finden,  während  es  doch  wünschenswert  schien, 
aus  ihnen  —  die  schwer  lesbar  sind  —  den  wesentlichen  Inhalt  in  etwas 
ausfuhrlicherer  Fassung  herauszuziehen  und  zugleich  einige  Ideen  zw  er- 
öi'tecn,  die  sich  an  die  Maxwellschen  organisch  anschließen. 


Über  Airyscbe  Spannungsflärfien  ebener  KontiniTon. 

1.  Wenn  ein  ebenes  Kontinuum  Spannungen  mit  den  Komponenten 
P,Q,  U  (Fig.  1)  überträgt,  so  verlangt  bekanntlich  das  statische  Gleich- 
gewicht an  der  einzelnen  Stelle  das  Bestehen  der  beiden  Differential- 
gleichungen : 


Fig.  1 


sofern  äußere  Kräfte  nur  am  Rande  des  Konti- 
nuums,  nicht  aber  im  Innern  angreifen.  Schon 
Airy*)  hat  bemerkt,  daß  diese  Gleichungen  nichts 
weiter    aussagen,    als    daß    P,  Q,  ö    sieh    in    der    durch  die   Gleichungen 

^)  The  seieniific  papers  of  J.  C.  Maxwell: 
al  Bd.  I,    S,  5H — ■'i25:  On  reciprocal  figures  and  diagraniH  of  forces.     London,   Edin- 
burgh and  Dublin  Phil.  Mag.  Bd.  27  (4);  S.  350  (18fi4), 

b)  Bd.  I,    8.  598^i>04;  On  the  calculation  ot  the  eqnilibrinm  and  stifEness  öf  frames. 

Phil.  iWag.  Bd.  27  (4);  S.  294  (1864). 

c)  Bd.  II,  S.  102—104;  On  reciprooal  diagrama  in  space  and  their  relatioti  to  Aii'y'a 

tunktion  ot  efresa.     Proc.  London  Math,  Soc.  Bd.  2. 

d)  Bd.  II,  S.  492— 4')7'  On  Bow'b  method  of  draw in g  diagram'  in  graphica]  statics  ete, 

Cambr   Phil    Soc   Prnt    ßd  2    S  40"  (I87fi). 

e)  Bd.  II,  S.  647— h'i9    Diagrama     Encjclopaedia  Britannioa 

f)  Bd.  II,  S.  1«1— 20"    On  rftiprocal  figures    frames  and  diagrams  oj  forcei,    TraiiB, 

Eo>al  Soc    Edinburgh  Bd    2(i    S   1   (1S72). 
^)  Eneyklopädie  d   mathamati^hen  Wies enac haften  I\    1  (abgeschlossen  1903). 
*)  Airy:  On  the  ■'trainb  m  thc  intenoi   of  beams     Phil    Trans.  186^  (erschienen 
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(^)  ^-if.   e-S^.  ^--S 

gegebenen  Weise  durch  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Funktion  #(a;,J/)  ausdrücken  lassen;  wir  werden  daher  eine  Funktion  i^(a:j/] 
mit  dieser  Bedeutung  eine  „Airysehe  Funktion''  oder  „Spannungs- 
funktion" nennen.  Es  läßt  sieh  von  vornherein  vermuten  und  wird  sich 
auch  aeigen,  daß  die  Spannungsfunktion  bei  ebenen  Spannungsproblemen 
eine  zentrale  Rolle  spielt. 

Um  hierüber  gleich  ein  wenig  zu  orientieren,  wollen  wir  sofort  mit 
Maxwell  auch  die  längs  eines  Bogenatückes  {ab)  unseres  Kontinuums 
resultierenden  Spannungen  mit  der  Spannungsfunktion  in  Verbindung 
bringen.  Auf  das  Bogenelement  ds  (Fig.  2)  kommt  die  Spannung  mit 
den  Komponenten: 

IXd8=^       Pdy-  üdx^^d''Si, 
Yds=-~Qdx+Udy=-d[^\, 
{yX-xY)ds-=      d\x~^+y'^-F], 
also  auf  das  Bogenstüok  {ah)  die  resultierende  Spannung: 


(4) 


Dabei  sind  die  Vorzeichen  so  gewählt,  daß  in  dem  von  uns  gewählten 
Koordinatensystem  der  Fig.  2  X,,,  Y^,  M^  die  resultierende  Spannung  in 
ihrer  Wirkung  auf  denjenigen  Teil  des  Kontinuums 
darstellt,  welcher  an  der  linken  Seite  eines  von 
a  nach  ö  ani  dem  Bogeiistücke  [ah]  Fortschreiten- 
den liegt. 
xl^Jg^    P  I  Ein  weiteres  Merkmal  für  die  Wichtigkeit  der 

^^  /"         Spannungsfunktion  ist  es,  daß  ihre  Existenz  un- 
von  den  speziellen  physikalischen  Eigen- 


Fig.  2.  Schäften  des   Kontinuums  ist,   daß  diese  sieh  nun 

aber  doch  in  der  Art  von  F  wiederspiegeln,  und 
zwar  BO,  daß  die  physikalischen  Eigenschaften  des  Kontinuums  Eigen- 
schaften der  Spannungsfuhktion  bedingen  und  umgekehrt. 

Es   ist    daher  fast  selbstverständlich,    dal3   wir   uns   eine   so  wichtige 
Funktion  durch  Betrachtung  der  Fläche: 
(5)  Z-F[x,y) 

geometrisch  veranschaulichen;  die  2 -Achse  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene 
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des  Kontinuums.  Wir  nennen  diese  Fläche  naturgemäß  „Airyscke  Fläche" 
oder  „Spannungsfläche" ;  daß  sie  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist, 
ist  leicht  einzusehen,  mag  aber  ausdrücklich  eiwähnt  werden. 

2.  Betrachten  wir  nun  einmal  einige  physikalisch  verschiedenartige" 
Kontinuen,  bez.  Spannungsflächen,  welche  verschiedenartige  Eigenschaften 
haben! 

Es  handle  sich  erstens  um  eine   homogene,  elastisch-isotrope  Platte, 
dann  bestehen  zwischen  den  Spannungskomponenten  und  den  f 
Deformationen  (,,8tress"  und  ,,strain"}  die  bekannten  Beziebungen : 


p  = 

^a+2rt£ 

+1^ 

0- 

=  ^£+('+ 

2")^' 

p= 

^-(S+S 

, 

■WO  /,  IX  zwei  dem  Material   des  Kontinuums  individuelle  Konstante  sind. 
Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  durch  Differentiation  die  Deformations- 
größen   eliminiert    und    die  Gleicbungen  (2)  berücksichtigt,    so   bleibt  für 
die  Spannungsfunktion  folgende  Bedingung  übrig: 
(7)  AA/'=-0, 

wo  in  üblicher  Weise 

üx-        oy- 
ist,    Soll  also  eine  Fläche:  z  =  F[z,y)  Airy sehe  Fläche  einer  homogenen 
eUistisck-isotropen  Platte   sein,   so   muß   sie   jedenfalls  die  Differential- 
gleichung: AA3  =  0  befriedigen"). 

Zweitens  betrachten  wir  einen  speziellen  elektrostatischen  Spannungs- 
zustand im  Äther,  indem  wir  in  den  Formeln  auf  Seite  147  in  Maxwells 
„Electricity"")  die  dort  stehende  Funktion  ¥  dabin  speziabsieren,  daß  sie 
nur  von  x  und  y,  nicht  von  s  abhängt.  Wir  haben  dann  in  einer  Äther- 
«bene  den  Spannungszustand ; 


(8) 


'^¥^- 


dx 


'■■)  Diesee  Resultat  scheint  zuerst  Herr  Michell  gefunden  zu  haben,  J.  H. 
Michell,  On  the  direxi  äeUrmination  of  stress  in  an  elasfic-  aolid,  eto.  Proc.  London 
Math.  Sog.    Bd.  31  (1900), 

")  J.C.Maxwell,  A  treatiae  of  electrieity  and  raagnetism.  1.  Bd.  2.  Aufl. 
Oxford  1881. 
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WO  y  eine  der  Bedingung  AV  =^  0  genügende  Funktioii  ist.  D&P  -\-Q=^0, 
so  folgt  mit  Berückaichtigung  der  Gleichungen  (ä)  sofort:  Soll  eine  Fläche 
z-^  F  {x,  y)  als  Spannimgsßäche  zu  dem  elektrostatischen  Spannungs- 
'suslcmd  der  Gleichungen  (8)  gehören,  so  muß  sie  jedenfalls  die  Diffe- 
rentialgleichung: A2  =  0  befriedigen;  (im  übrigen  hängen  .F  und  ¥  durch 

CCdW  3W 
die  Formel:  #=  —     \—-—dxdy  zusammen). 

Endlich  wollen  wir  untersuchen,  welcher  Art  die  Spannungsverteilung 
eines  ebenen  Kontinuums  ist,  wenn  die  zugehörige  Spannungsfläehe  ein 
Stück  einer  abwickelbaren  Fläche  ist,  von  dem  wir  der  Einfachheit  halber 
voraussetzen,  daß  es  einwertig  und  singularitätenfrei  ist.  Ist  z^^  F  {x,y) 
seine  Gleichung  und  legen  wir  dieX2-Ebene  durch  eine  seiner  Erzengen- 
den, so  sind  natürlich  längs  dieser  Erzeugenden  —  und  —  konstant,  also: 
längs  der  X-Achse  als  der  Projektion  der  Erzeugenden  auf  die  XV- 
Ebene  ist: 

2-"j4=-0,      U=  -  /^-  =0. 
<■        dx-^  dxdy 

Sind  also  (-■--]  ,  i-^j  die  Werte  der  ersten  DifEerentialquotienteii  für 
eine  unendlich  benachbarte  Ersjeugende,  so  kommt  nach  den  Gleichungen  (4) 
auf  den  durch  beide  Erzeugende  definierten  unendlich  schmalen  erzeugen- 
den Streifen  die  konstante  resultierende  Längsspannung: 

(9)  p^y-w-*y{^) -{'£]■ 

Einer   abwickelbaren   Fläche    als   Spannungsfläehe    entspricht   also    eine 
lannungsverieilung    in    ein&r  Art   „Streifenfolge",   nämlich   in  dem 
aus  allem,  'projizierten  Streifen  der  Fläche  bestehen- 
den  Kontinuum    der   XY-Ehene.     Längs   jeden 
Streifens  herrscht  eine  bestimmte,  im  allgemeinen 
von  Streifen  zu  Streifen  veränderliche  Längsspan- 
nung,  während  keinerlei  Spannung  von  einem  zum 
andern  Streifen  übertragen  vjird.  Wir  können  uns 
X     das  Spannungssystem   dieser  Streifenfolge    meeha- 
jfj     g  nisch     am     besten     durch     nebeneinanderiiegende 

Fäden  —  eine  „Fadenfolge"  —  realisiert  denken, 


indem  wir  jeden  Streiten  durch  einen  mittleren  Faden  ersetzen,  den  wir 
so  anspannen,  daß  seine  Spannung  gleich  der  Spannung  des  Streifens  wird, 
den  er  ersetzt.     (Fig.  3.) 

3.  Von    besonderem    Interesse    ist   nun    die  Betrachtung   eines   Kon- 
tinuums,  welches  aus  einer  Streifenfolge   oder  also   einer   entsprechenden 
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Fadenfolge  und  einer  homogenen  elastisch- isotropen  Platte  in  gewisser 
Weise  zusammengesetzt  ist,  weil  damit  aiiis  engste  die  in  den  ■inwendungen 
der  Elastizitätslehre  hervortretende  Aufgabe  zusammenhangt  die  Spannungen 
zu  finden,  welche  in  einer  solchen  Platte  unter  dem  Einflüsse  eines  Gleich- 
gewiehtssy Sterns  von  äußeren  Kräften  ent'-tehen  die  am  Rande  der  Platte 
angreifen. 

Den  Rand  der  Platte,  die  wir,  um  Komplikationen  zu  vermeiden, 
vorab  als  einfach-zusammenhängend  amiehmen,  denken  wir  uns  dadurch 
gegeben,  daß  die  Koordinaten  seiner  Punkte  durch  zwei  Funktionen  ejnes 
von  0  bis  T  laufenden  Parameters  (  gegeben  sind,  und  ganz  analog  geben 
wir  die  auf  ein  Element  dt  kommende  äußere  Kraft: 

Xdt,     Ydt,    Mdt-(yX~xY)dt 
durch  drei  Gfleichungen : 

x^<p{t),    r  =  v(*),   M-=xit), 

wo  die  Funktionen  tp,  i/',  %  der  Einfachheit  halber  so  beschaflen  sein  mögen, 
daß  die  Streifenfolge  (11)  den  Teil  der  Ebene  außerhalb  der  Platte  nur 
einfach  überdeckt.  Da  das  Kräftesystem  ein  Gleichgewichtssystem  sein  soll, 
so  gelten  die  Gleichungen: 

(10)  \<r'dt  =  {),      {•i<dt  =  <i,     y^di  =  (]. 

Wenn  wir  nun  unsere  elastische  Platte  zu  einem  über  die  ganze  Ebene 
erstreckten  Kontinuum  erweitem,  indem  wir  nach  außen  hin  die  Streifen- 
folge (bez.  Fadenfolge): 

(11)  -v{t)-x-rv{t)-y-'x{t)=^^ 

daranheften,  so  wird  die  Losung  dei  oben  naher  bezen  hneten  Elastizitats 
aufgäbe  wesentlich  darauf  hmauslaulen  solche  Spannungstlachen  dieses  zu- 
sammengesetzten Kontinuums  zu  finden  bei  denen  <lie  längs  irgendeines 
Stüclces  ((,,  f,  des  Plattemande'i  ^leh  eigibende  Re'iultinte  \on  Streifen 
Spannungen  die  Komponenten : 


^Vdt,      ^y'dt.     Jz 


X'li 

hat. 

Zunächst  konstruieren  wir  denjenigen  Teil  der  gesuchten  Spannimgs- 
fläche,    welcher  über   der  Streifenfolge   steht'     Er  gehört   einer   abwickel- 
baren Fläche  an,  gestattet  also  die  Parameterdarstellung: 
i\2.)Z'='^{x,y,t)^A{t)x+B(t)y-^G(t),    <^'^A'{t)x4-B'{i)y^C'{t)^^, 
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WO  durch  den  oberen  Strich  Differentiation  nach  dem  Parameter  angedeutet 
ist  und  Ä,B,0  drei  noch  unbekannte  Funktionen  desselben  sind.  Diese 
lassen  sich  sofort  bestimmen.  Es  ist  bei  beliebigem  Fortachreiten  auf  der 
Fläche: 

dz  =  Adx^Bdy-^^'dt^Ädx^Bdy, 
also  ist: 

ox  dy 

Wegen  der  Randbedingungen  muß,  wenn  wir  uns  der  Gleichungen  (4) 
eririhern:  ^  ^  t        t 

sein.     Also  folgt: 

A^  ~  Updt-\-a.     B=\q.dt^b, 

wo  a  und  h  Integrationskonstante  sind;  da  noch  nach  Gleichung  (11) 

A':B':C'  =^-  -rp:<p:~y_ 
sein  muß,  «o  ist  analog: 

0  =  -  y/Jt  +  c- 

wo  c  eine  neue  Infcegrationskonsfcante.  Die  gesuchte  abtcickelbare  Fläche 
ist  also  durch  die  Gleichungen: 


<13) 


s  =  -■■     i/'t^i-a:-!-  \(pdt-ij~  \xdt-\-ax-j-by-\-c, 

—  tp-x^-ip-y  —  x-^Q 
Der  abwickelbare  Teil  der  gesuchten  Spanntingsfläche  i 


bis  auf  eine  willkürlich  hinztizufügende  Ebene  —  welche  die  Spannungen 
der  Streifenfolge  natürlich  nicht  beeinflußt  ■ —  eindeutig  festgelegt.  Außer- 
dem ist  er  in  sich  geschlossen.  (Nach  (10)  verschwinden  die  drei  von  0 
bis  T  erstreckten  Integrale  in  (13).) 

Mit  dem  abwickelbaren  Teil  erfahren  wii  mm  abei  gleichzeitig  schon 
etwas  über  den  andern,  noch  fehlenden  Tei!  dei  gesuchten  bpannnngsflacht, 
nämlich  dessen  Koordinaten  und  Tangentialebenen  längs  derjenigen  Raum 
kui've,  weiche  die  abwickelbare  Fläche  mit  dem  ubei  dem  Plattenrande 
stehenden  Vertikalzylinder  gemein  hat.  Denn  diese  müssen  gleich  den 
entsprechenden  Größen  bei  der  abwickelbaren  Flache  sein,  falls  wii  hiei 
die  Singularität  ausschließen  wollen,  daß  im  Rande  der  Platte  selbst,  also 
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einem  Elemente  ohne  Breitenausdehnung,  endliche  Spannungen  auftreten. 
Besäße  die  gesamte  Spannungsfläche  an  der  ei-wähnfcen  Raumkucve  irgendwo 
einen  Knick,  so  würde  man  für  ein  noch  so  Ideines  Bogenstüokchen  (ab), 
welches  an  der  entsprechenden  Stelle  den  Plattenrand  durchsetzt,  nach  den 
Gleichungen  (4)  eine  endliche  resultierende  Spannung  finden.  Dies  ist  an 
eich  nichts  Absurdes,  nur  müßte  dann  die  Platte  von  einem 
besonderen  gespannten  Faden  umschlossen  sein,  was  wir  hier 
nicht  annehmen  wollen.  Es  bleibt  uns  also  jetzt  noch  die 
Aufgabe  zu  lösen:  Eine  Funktion  F{x,y)  zu  finden,  wdehe  { 
im  Innern  unserer  Platte  der  DifferenUalgleichung :  AAF~0 
genügt  und  auf  ihrem  Rande  vorgeschriebene  Werte  F  und  Fig.  4, 
Differeniialquolienten  nach  der  Normalen  ^—  annimmt.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  kann  nun  nicht  mehrdeutig  sein,  wie  von  Mathieu')  bewiesen 
worden  ist.  Damit  sind  wir  nun  zu  dem  Endresultate  gelangt  (F.  Klein): 
Um  die  Spannungsverteilung  zu  finden,  welche  in  einer  einfach- 
ztisammenhängendeti,  homogenen,  elastisch-isotropen  Platte  durch  ein  am 
Bande  angreifendes  Gleichgemchtssystem  von  Kräften  erzeugt  tvird,  kon- 
struiere man  zunächst  diejenige  —  bis  auf  eine  beliebig  hinzuzufügende 
Fbene  völlig  bestimmte  —  abwickelbare  Fläche,  welche  Spannungsfläche 
der  durch  das  Kraftsystem  definierten  Streifenfolge  ist,  und  sodann  die- 
jenige Fläche,  wdche  sich  über  dem  Plattenrande  überall  ohne  Knick  an 
diese  abwickelbare  Fläche  anschließt  und  über  dem  Innern  der  Platte 
überall  die  Differentialgleichung:  AA2  =  0  befriedigt.  Ist  z  =  F{xy) 
diese  Fläche,  so  sind  die  gesuchten  Spannungen  selbst  durch  die  Glei- 
chungen: 

P-.JC-'-,  Q^':'.  E7"-ff 

oy-  *         0:1:-  fxStf 

gegeben. 

Ist  die  Platte  mehrfach-zusammenhängend  und  sind  an  jedem  ihrer 
Ränder  die  äußeren  Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  läßt  sich  die  bezeichnete 
Eiastizitätsaufgabe  ganz  analog  durch  eine  Fläche:  AA2  =  0  lösen,  welche 
an  so  viele  in  sich  geschlossene  abwickelbare  Flächen  ohne  Knick  anzu- 
schließen ist,  als  die  Platte  Ränder  besitzt.  Da  nun  aber  jede  dieser  ab- 
wickelbaren Flächen  durch  die  äußeren  Kräfte  nur  bis  auf  eine  willkür- 
liche Ebene  bestimmt  ist,  so  erhält  man  hier  bei  verschiedener  Wahl  dieser 
willkürlichen  Ebenen  im  allgemeinen  wesentlich  verschiedene  Flächen: 
AA2  =  0.  Herr  Michell,  der  übrigens,  wie  es  scheint,  als  erster  den 
Zusammenhang  der  Differentialgleichung  AAF-^O  mit  der  bezeichneten 

Hon  autK  MffSreaees  patiielks  da  quatrieme 
l  Ser.,  14.  Bd.,  S.  378  (186ß). 


y  Google 


1 

-h   — 


668  Zui   natliemitis  licn  PhiEik      B    411gtmemp  Mprh  n  k 

Elastizität  sauf  gäbe  klar  erkannt  hat^j  findpt  in  dei  mf  Seite  01)3  zitierten 
Abhandlung  die  noch  notigen  zuiatz liehen  Bedingungen  fui  die  Spannung^ 
fläche  indem  ei  den  Um&tand  berm  kwchtigt  daß  die  durch  die  Spannungen 
verur'tachten  Verrutkuiigen  dei  Punkte  der  Platte  eindeutig  seui  mns&en 
Sind  lie  aulSeieu  Kiafte  nicht  an  jedem  einzelnen  Rande  sondern 
nur  tui  alle  Randei  zusammengenommen  im  Gleichgewichte  so  zeigt  die 
Spamiungefiache  iiuth  eine  andere  hinsichtiich  der  Spannungen  selbst  un 
wesenththe  Mehrdeutigkeit  (affine  Peiiodizitat)  auf  deren  iiiabgun  bei 
diskontinuierlichen  Spannungsaystemen  wir  im  §  2  ausführlicher  eingehen. 
4.  Schöne  und  einfache  Beispiele  von  Spannungsfunktionen  AAF  —  0 
bieten  die  gewöhnlichen  statischen  Balkenprdbleme. 

Wir  betrachten  zuerst  (Fig.  5)  einen  einseitig  eingemauerten,  horizon- 
talen, senkrecht  zu  unsrer  Ebene  unendlich  schmalen  Balken  von  endlicher 
Höhe  h  und  der  Länge  l,  welcher  am  freien 
Ende  so  belastet  ist,  daß  die  Resultante  aller 
Ivräfte  eine  vertikal  nach  unten  gerichtete  Kraft  n 
ist.  Bei  geeigneter  Annahme  über  die  Verteilung 
dei-  Einzelkräfte   über  den  Querschnitt   hin   ist: 

Flg.  3.  F{>:,y)-,^f.{l~x}  (4s,<  -  Si'j,) 

die  zugehÖnge  Spannung sfunktion.  Sie  führt  auf  die  in  allen  Lehrbüchern 
für  dieses  Problem  angegebenen  Spannungen.  Unter  der  Annahme  also, 
daß  der  Balken  als  eine  homogene,  tso^ope  elasiische  Platte  angesehen 
werden  kann,  ist  die  Angabe  der  Lehrbücher  über  die  in  seinem  Innern 
eintretende  Spannungsverteilung  genau  richtig.  (Nicht  dasselbe  gilt  von 
der  Berechnung  der  Deformation,  welche  der  Balken  unter  dem  Einflussft 
dieses  Spann ungssystemes  erleidet;  hier  läßt  die  übliche  Theorie  Vernach- 
lässigungen eintreten,  die  man  übrigens  im  Anschluß  an  die  Gleichungen  (6) 
mit  leichter  Mühe  auch  vermeiden  kann.  Wir  können  darauf  hier  natürlich 
nicht  eingehen,  wollen  aber  doch  dafür  plädieren,  daß  man  allgemein  die 
Bestimmung  der  Spannungen  und  diejenige  der  Deformationen  nach  Möglich- 
keit trennen  soll.)  Von  besonderem  Interesse  ist  es,  sich  die  zu  unserm 
Beispiel  gehörige  Spannungsfläche  zu  konstruieren!  Deren  abwickelbarer 
Teil  ist  aber  zu  kompliziert,  um  ohne  Modell  gut  geschildert  werden  zu 
können;  um  noch  ein  Beispiel  zu  haben,  bei  dem  dies  leicht  möglich  ist, 
betrachte  man  bei  dem  eingemauerten  Balken  der  Fig.  5  den  Fall  der 
sog.  „reinen  Biegung",  welchem,  zunächst  über  dem  Innern  des  Balkens, 
die  der  Differentialgleichung  AA3  =  0  genügende  Spamiungafläche : 


y  Google 


LXXVII.   Über  Spannuagsfläehen  «nd  reziproke  Diagramme,  66Ö 

entspricht,  wo  M  das  am  freien  Ende  angi'eifende  Biegungsmonient  ist. 
Diese  Fläche  —  ersichtlich  eui  Zylinder,  dessen  Erzeugende  znr  X-Achse 
parallel  sind  —  bildet  nun  gleichzeitig  auch  den  abwickelbaren  Teil  der 
Spannuugsfläche  des  Balkens. 

Ein  weiteres  Beispiel  gibt  Maxwell  in  der  auf  Seite  I3öl  zuletzt 
zitierten  Abhandlung.  Der  Balken  erstrecke  sieh,  mit  der  Höhe  A,  von 
a;  =  —  i  bis  ic  =  -j-  i,  er  sei  entlang  seiner  oberen  Begrenzung  mit  der 
Last  K  pro  Längeneinheit  belastet,  ferner  habe  er  pro  Längeneinheit  selbst 
ein  Gewicht  k.  Auf  die  Endflächen  bei  a;  =  d:  i  wirkt  im  Mittel  ein 
Druck  Null;  eine  dementspreehende,  möglichst  einfache  Verteilung  positiver 
und  negativer  Drucke  auf  die  eiiizeliien  Elemente  der  Endflächen  bleibt 
vorbehalten.     Maxwell  findet: 

^(^'  9)  -  Yi?  [(''  -  ''">  (3''»'  ~  2»')  +  H'  -^-f-  i"»']  *' 
als  Spannnngsfunktion.     Er   gibt   auch    eine  interessante  Anordnung,   um 
die  hierdurch  gegebene  Spannungsverteilung  in  geschickter  Weise  experi- 
mentell zu  realisieren. 

Eben  dieses  Beispiel  und  eine  ganze  Anzahl  weiterer  Beispiele  hat 
schon  vorher  Airy  selbst  in  derjenigen  Abhandlung  behandelt  imd  durch 
interessante  Zeichnungen,  nämlich  der  Spannungstrajektorien,  erläutert,  in 
welcher  er,  eben  für  diesen  Zweck,  die  hier  nach  ihm  benannte  Spannungs- 
funktion einführt^").  Er  setzt  F  immer  als  ein  Polynom  in  x,  y  an  und 
nimmt  dabei  so  viele  möglichst  niedrige  Glieder,  daß  er  die  Bandbedin- 
gungen befriedigen  kann.  Hierbei  hat  er  also  merkwürdigerweise  von  dem 
Umstände  ganz  abgesehen,  daß  F  im  Balkeninnern  eine  von  den  elasti- 
schen Eigenschaften  des  Balkens  abhängige  partielle  Differentialgleichung 
erfüllen  muß  (eben  die  Gleichung  AAf  =0,  wenn  der  Balken  elastisch- 
isotrop  ist).  Dies  moniert  schon  Maxwell  in  seiner  Abhandlung,  zeigt 
aber  zugleich  in  dem  eben  besprochenen,  von  ihm  naher  untersuchten 
Falle,  daß  der  solcherweise  bei  Airy  vorliegende  Fehler  für  die  numerischen 
Werte   der  Span  nun  gskompouenten  nicht  wesentlich   in   Betracht  kommt. 

Über  Spannuagsfläehen  ebener  THskontinuen  (Fachwerke). 

1.  Die  Gleichungen  (1),  aus  denen  Airy  die  Existenz  der  Spannungs- 
funktion für  ein  Spannungen  übertragendes   ebenes  Kontinuum   erschloß, 

")  Die  Spann uugskooip OB enten  selbst  sind  hier,  da  die  Schwere  auf  die  Elemente 
des  Balkeninnern  als  wirkend  vorausgesetzt  sind,  von  der  Form  annunchmeu ; 

dy"-  Sx^  cxdy 

'"')  Zitat  auf  Seite  661. 
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haben  unmittelbar  gar  keinen  Sinn  mehi  wenn  es  skH  um  dit  'ipannungs- 
verteilung  in  einem  ebenen  Dislvontmimm  etwa  einem  ebenen  Fachwerke 
handelt.  Aber  die  Spannungsfunktion  oder  die  '^pann imgsflache  ist  etwaa 
viel  Allgemeineres  als  die  Gleichungen  aus  denen  &ie  zuerst  gewonnen 
wurde,  sie  existiert  ebensogut  für  ebene  Diikontmua  wie  £ui  Kontinua; 
man  hat  dann  nur  (mit  Maxwell)  die  durch  Integration  gewonnenen 
Foimeln  (4)  zugrunde  zu  legen,  wie  im  folgenden  noch  zu  erörtern  sein 
wird.  Es  wird  im  folgenden  unsere  Aufgabe  sein,  die  besonderen  Um- 
stände zu  erörtern,  weiche  hieraus  für  die  Faehwerkstatlk  enspringen. 

Um  unnötige  Komplikationen  in  der  Darstellung  zu  vermeiden,  werden 
wir  ausführlicher  nur  von  solchen  ebenen  Fachwerken  handeln,  welche 
das  Bild  eines  Polygonnetzes  darbieten,  dessen  Ele- 
mente sich  nirgende  kreuzen  und  überdecken,  son- 
dern alle  glatt  nebeneioanderliegen.  {Fig.  6.)  Zudem 
werden  wir  bis  auf  weiteres  annehmen,  daß  äußere 
Kräfte  nur  an  den  Knotenpunkten  des  ümrißpoiy- 
gons  wirksam  sind.  Am  Schluß  des  Paragraphen 
werden  wir  dann  auch  kurz  einige  Fachwerke  be- 
"  handeln,  welche  in  dieses  Schema  nicht  hineinpassen. 

Natürlich  denken  wir  uns  aber  in  den  Knotenpunkten 
reibungslose  Gelenke,  so  daß  nur  Spannungen  in  der  Längsrichtung  der 
Stäbe,  sog.  „Grundspannungen"  oder  „Hauptspannungen"  auftreten  können. 
K.  Wieghardt  setzt  sich  im  folgenden  das  Ziel,  aus  den  Maxwell- 
sehen  Ansätzen  die  völlige  Analogie  zu  dem  Zusammenhange  herauszu- 
arbeiten, welcher  beim  Kontinuum  zwischen  den  Gleichgewichtsbedingungen 
des  gespannten  Kontinuums  und  der  Airyschen  Spannungsfläche  besteht: 
es  soll  gezeigt  werden,  daß  das  Bestehen  der  Gleickgemchtsbedingungen 
für  ein  Fachwerk  völlig  äquivalent  mit  der  Existenz  einer  noch  näher 
zu  definierenden  Spannungsßäche  ist. 

Dieses  Ziel  erreicht  man  in  zwei  Schritten.  Erstens  zeigt  man,  daß 
man  stets  eine  Spanmmgsfläche  angeben  kann,  durch  welche  ein  Spannungs- 
system definiert  wird,  welches  bei  einem  gleichzeitig  dadureh  mitdefinierten 
Kraftangriff  an  unserm  Fachwerke  im  Gleichgewichte  ist,  und  zweitens 
das  Umgekehlte,  daß  zu  jeder  Sp an nungs Verteilung,  die  bei  gegebenem 
KraftangrifE  am  Fachwerkc  im  Gleichgewichte  ist,  eine  solche  Spannungs- 
fläche konstruiert  werden  kann: 

Wir  konstruieren  über  uneerm  Fachwerke  eine  Fläche,  welche  aus 
lauter  nebeneinanderliegenden,  ebenflächigen  Polygonen  so  zusammengesetzt 
ist,  daß  ihre  Kanten,  auf  die  Ebene  des  Fachwerks  projiziert,  gerade  die 
Stäbe  des  Fachwerks  ergeben.  Die  Konstruktion  einer  solchen  Fläche, 
die  wir  „Faceltenfläche^'  nennen  wollen,  ist  stets  möglich;  im  schlimmsten 
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Falle  ist  sie  durcli  ein  einziges  ebenfläehiges  Polygon  dargestellt.  An 
diese  Facetten  fläche  heften  wir  mm  eine  „Pt^yedefzone" ,  wie  folgt:  Durch 
jede  Kante  des  Umrißpolygona  der  Facettenfläche  legen  wir  eine  Ebene, 
aber  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  einmal  so,  daß  sie  mit  der  Ebene 
des  Fachwerks  einen  von  90"  verschiedenen  Winkel  einschließt  und  ferner 
so,  daß  die  Kanten,  in  denen  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Ebenen  sich 
schneiden,  folgende  Eigenschaften  besitzen,  a)  Von  den  beiden  Haib- 
strahlen,.  in  welche  jede  solche  Kante  durch  den  auf  ihr  liegenden  Eck- 
punkt des  Facettenflächenumrisses  zerlegt  wird,  soll  immer  der  eine  — 
auf  die  Facbwerkebene  projiziert  —  das  Fachwerkgebiet  durchsetzen,  der 
andere  nicht,  b)  Alle  Halbstrahlen,  welche  -  -  auf  die  Fachwerkebene 
projiziert  —  das  Fach  werkgebiet  nicht  durchsetzen,  sollen  sich  gegen- 
seitig nirgends  scJineideii.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  zuletzt 
erwähnten  Halbstrahlen  schneiden  dann  mit  der  dazwischenliegenden 
Seite  des  Facettenflächenumrisses  aus  der  ihnen  allen  dreien  gemeinsamen 
Ebene  einen  Streifen  aus  und  die  aus  diesen  Streifen  zusammen- 
gesetzte Fläche  ist  die  gewünschte  Polyederzone ;  sie  ist  das  Analogen  zu 
der  abwickelbaren  Fläche  von  §  1.  Je  dichter  die  Kanten  der  Polyedei- 
zone  aneiu andergrenzen,  um  so  mehr  werden  sie  den  Erzeugenden  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  vergleichbar,  während  gleichzeitig  imsere  Streifen  sich 
immer  mehr  den  erzeugenden  Streifen  einer  abwickelbaren  Fläche  nähern. 
Die  gesamte  so  konstruierte,  aus  Facettenfläche  und  Polyederzone 
zusammengesetzte,  stetige  und  die  Ebene  einfach  überwölbende  Fläche  ist 
es  nun,  die  wir  näher  zu  betrachten  haben;  wir  wollen  sehen,  zu  welcher 
Spannungs Verteilung  in  der  Fachwerkebene  sie  Anlaß  gibt,  wenn  wir  sie 
als  Spannungsfläche  auffassen.  Jedenfalls  ist  das  Eine  von  vornherein 
klar,  daß  sie  uns  keinen  Aufschluß  über  spezifische  Spannungen,  d,  h. 
Spannungen  pro  Strecken-  oder  Flächeneinheit,  zu  liefern  vermag,  denn 
diese  sind  nach  den  Gleichungen  (2)  durch  die  zweiten  DifEerentialquo- 
tienten  der  Spannungsfläche  gegeben,  die  zweiten  Differentialquotienten 
sind  aber  bei  unserer  Fläche  entweder  Null,  nänüich  im  Innern  der  ein- 
zelnen Facetten  und  Streifen,  oder  unendlich  groß,  nämlich  in  den  Kanten. 
Die  ersten  Differentialquotienten  dagegen  sind,  wenn  auch  in  den  Kanten 
unstetig,  doch  überall  endlich.  Demgemäß  definiert  uns  unsere  Fläche 
vermöge  der  Maxwellschen  Gfleichungen  (4)  residtierende  Spannungen 
über  irgendein  Bogenstück  ab  in  der  Ebene  des  Fachwerks.  Wenn  wir 
nun  das  eine  Mal  die  Formeln  (4)  für  ein  Bogenstück  ab  ansetzen, 
welches  ganz  im  Innern  einer  Facette  oder  eines  Streifens  verläuft,  das 
andere  Mal  für  ein  beliebig  kleines  Bogenstück  ab,  welches  eine  (pro- 
jizierte) Kante  der  Spannungsfläche  durchsetzt,  so  finden  wir,  daß  unsere 
Fläche,  als  Spannungsfläche  aufgefaßt,   ein  im  Gleichgewicht   befin* 
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Spannungssystem  vermittelt,  welches  in  den  projizierten  Kanten  wirksam 
ist.  Ersetzen  wir  noch  die  Spannungen  in  den  projizierten  Kanten  der 
Polyederzone  dureh  Kräfte,  die  an  den  Eckpunkten  des  Fachwerkumiisaes 
angreiien,  so  haben  wir  ein  erstes  Resultat  gewonnen:  Irgendeine  in  der 
heschriebenenen  Weise  hergesteJUe,  aus  Facettenfläche  und  Polyederzone 
zusammengesetzte  Fläche  definiert  uns  ein  an  dem  entsprechefnden  Fach- 
werke angreifendes  Gleichgewichtssystem  von  äußeren  Kräften  und  eine 
an  ihm,  unter  dem  Einflüsse  dieser  Kräfte  im  Oleickgewicht  befindliche 
Spannungsverteilung. 

Hiermit  ist  der  erste  Schritt  2ür  Erreichung  unseres  Zieles  gemacht, 
wir  vollziehen  nun  den  zweiten.  ■  Dabei  unterwerfen  wir  die  äußeren 
Kräfte  folgenden  zwei  Einschränkungen.  Jede  Äktionslinie  des  Ki'aft- 
systems  wird  durch  den  auf  ihr  liegenden  Eckpunkt  des  Fachwerkumrisses 
in  zwei  Halbstrahlen  zerlegt;  von  diesen  Halbstrahlen  verlangen  wir,  daß 
sie  genau  die  Bedingungen  a)  und  b)  erfüllen  wie  vorhin  die  entsprechen- 
den Halbstrahlen  im  Räume.  Wir  greifen  nun  irgendeinen  Knotenpunkt 
■des  Fachwerks  heraus  und  machen  ihn  der  Einfachheit  halber  zum  An'f  angs- 
punkt  eines  Xy^-Koordinatensystems,  wie  Fig.  7  (auf  S.  673)  zeigt.  An 
diesem  Knotenpunkte  mögen  die  Kanten  1,  2,  ...,  n  und  die  Winkel- 
räume I,  II,  ...,  JV  zusammenstoßen.  "Über  einem  der  Winkeiräume, 
etwa  I,  nehmen  wir  nun  irgendeine  Facette  (bez.  irgendeinen  Streifen)  an: 

z^.ax  +  ßy  +  y. 
Daran  reiben  wir  nun,  indem  wir  zyklisch  um  unsem  Knotenpunkt  hei-um- 
gehen,  nacheinander  die  Facetten  (bzw.  Streifen)  II,  III,  . . .,  A',  wobei 
wir  dafür  Sorge  treten,  daß  bei  Anwendung  der  Gleichungen  (4)  auf  zwei 
aufeinanderfolgende  der  Ebenen  I,  II,  . . .,  iV  immer  die  gegebene  Spannung 
in  der  gemeinsamen  Kante  herauskommt.  Sind  X^,  Y^  die  Komponenten 
der  Spannung  in  der  Kante  J"  —  1 ,  </  gemäß  Fig.  7 ,  so  lauten  die  Glei- 
chungen dieser  Ebenen : 

(1)     Z-„i+ßs  +  7 

(3)     z^-Y,-x  +  X,y  +  «x  +  ßy  +  r, 

(3)     i^~{Y,  +  Y,)x^(X,  +  X,)y+ux  +  ß,- 

(»)   z ~  -  [Z"^)-"  +  [S^}}-y  + "" T- ßy  +  !•■'). 

")  Die  Fonneln  (1.4)  und  (15),  mit  denen  hier  und  auf  Seite  075  operiert  wird, 
wurden  von  F.  Klein  in  einer  VorleBung  vom  Sommer  1396  aufgestellt;  man  vgl.  das 
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Da  nun  die  n  Spanmingen  am  Knotenpunkte 
ist  die  letzte  Gleichung  mit: 


L  Gleichgewichte  sind, 


'  +  7 


Fig.  7 


identisch,  und  wenn  wir  hier  den  Punkt  a;,  j/  auf  der  projizierten  Kante  1 
annehmen,  wird  z^  ax-\-  ßy  -^  y,  d.  h.  die 
ganze  zyklische  Folge  der  n  Facetten  (bzw.  Facet- 
ten und  Streifen)  iat  in  sich  geschlossen.  Die 
Tatsache  also ,  daß  an  einem  Knotenpunkte 
unseres  Fachwerks  Gleichgevncht  zwischen  den 
Spannungen  herr8cht,bedeutet  für  den  Knoten- 
punkt die  Existenz  eines  Stückes  Spannungs- 
fiäche  wm  ihn  he/rum,  welches  his  auf  eine  will- 
kürliche Ebene  völlig  bestimmt  ist. 

Wir  werden  versuchen,  alle  diese  zu  den  verschiedenen  Knoten- 
punkten des  Fachwerks  gehörigen  Stücke  durch  geeignete  Wahl  der  jeweils 
willkürlichen  Kbene  zu  einer  stetigen,  nirgends  verzweigten  Fläche  zu- 
sammenzuschließen. Mit  irgendeinem  Knotenpunkte  beginnend,  schraffieren 
wir  das  um  ihn  herum  (mit  irgendeiner  willkürlichen  Ebene)  konstruierte 
Stück  Spamiungs fläche  (Fig.  8,  links).  Die  Eckpunkte  ■  des  schraffierten 
Polygons  (welches  sich  eventuell  ins  Unendliche  erstreckt),  numerieren 
wir  zyklisch  mit  l,2,.,.,m.  Wir  können  nun  die  Ebene,  welche  an 
dem  Stück  Spannungsfläche  um  1  herum  willkürlich  ist,  mit  einer  der 
schraffierten  Flächen,  die  an  1  zusammenstoßen,  identifizieren  (etwa  mit  I); 


Fig.  8, 

dann  gehört  auch  M  diesem  Stück  Spannungs fläche  ao,  da  in  einem 
solchen-  Flachenstückc  die  gegenseitige  Lage  zweier  aufeinanderfolgender 
Ebenen  völlig  durch  die  Spannung  in  der  ihnen  gemeinsamen  (projizierten) 
Kante  bestimmt  ist.  Also  das  Stück  Spannungsfläche  um  1  herum  schließt 

Hennebergsche  Enzyklopädiereferat.  Sie  eatapreclieii  den  Formeln,  die  unter  (13), 
§  1  für  die  dort  betrachtete  abwiekelbaie  Fläche  {die  ein  Gronzfail  der  nun  be- 
traohteteu  Polyederzone  iat),  aufgestellt  wurden. 

Klein,  Gesammelts  iiiatli.  Abliandlunaen,  U,  43 
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sich  glatt  an  das  schraffierte  Polygon  an.  So  können  wir,  nach  und  nach 
die  schraffierten  Flächen  II,  III,  . ..,  M  —  1  mit  der  jeweils  willkürlichen 
Ebene  identifizierend,  die  Stücke  Spannungsfläche  um  2,3,  ...,m— 1 
herum  glatt  an  unser  schraffiertes  Polygon  anschließen.  Es  fragt  sich 
nur  noch,  ob  das  zuletzt  konstruierte  Flächenstück  (Facette  oder  Streifen) 
Z  sich  glatt  an  das  zuerst  konstruierte  Piächenatück  Ä  anschließt.  Das 
muß  aber  der  Fall  sein,  denn  wählen  wir  (Fig.  8,  rechts)  als  die  am  Knoten- 
punkte m  willkürliche  Ebene  die  Ebene  A  und  konstruieren  das  Stück 
Spannungsfläche  um  m  herum,  so  können  wir  auf  keine  anderen  Facetten 
(Streifen)  kommen  als  M ,  M  —  \,  .. .,  Z,  da  die  gegenseitige  Lage  zweier 
benachbarter  Ebenen  dieser  Folge  völlig  durch  die  Spannung  in  der  gemein- 
samen (projizierten)  Kante  bestimmt  ist.  Die  Folge  A  bis  Z  ist  also  — 
als  das  Stück  Spannungsfläche  um  m,  herum  —  ebenfalls  in  sich  ge- 
schlossen. Schraffiert  man  nun  alle  bisher  konstruierten  Stücke  Spannungs- 
fläche und  wiederholt  an  den  Ecken  des  nun  schraffierten  größeren  Poly- 
gons die  soeben  beschriebene  Konstruktion  usf. ,  so  gelangt  man 
schließlich  tatsächlich  au  einer  stetigen,  in  sich  geschlossenen,  die  ganze 
Ebene  einfach  überwölbenden  „einwertigen"  Spannungsfläehe.  Damit  ist 
unser  Ziel  erreicht;  zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Für  ein  ebenes  Fachwerk,  welches  atis  lauter  glatt  nebeneinander- 
liegenden  Polygonen  zuaa/mmengesetzt  ist,  dessen  Knotenpunkte  reibungs- 
los gelenkig  sind  wnd  an  welchem  äußere  Kräfte  der  beschriebenen  Art 
und  nur  in  KnotenpunMen  des  ümrißpolygons  wirken,  ist  das  Bestehen 
der  QleichgewichtsbediTigungen  vöUtg  äquivalent  mit  der  Existenz  einer 
stetigen  und  überall  einwertigen  Spa/nnunffsfiäche  der  beschriebenen  Art. 
Diese  Spannungsfläehe  besteht  aus  einer  Polyederzone,  deren  Kanten, 
projiziert,  die  Aktionslinien  des  Kräftesystems  ergeben,  und  aus  einer 
Facettenfläche,  deren  Kanten,  projiziert,  die  Stäbe  des  Fachwerks  liefern. 
Wenn  die  äußeren  Kräfte  nicht  den  beiden  von  uns  gemachten  Ein- 
schränkungen unterliegen,  so  treten  Komplikationen  ein,  welche  zwar  kaum 
das  Verständnis,  wohl  aber  die  zweidimensionale 
Darstellung  erschweren,  insofern  die  Polyederzone 
sehr  kompliziert  werden  kann  (ähnlich  wie  die  ab- 
wickelbare Fläche  bei  dem  ersten  Balkenbeispiel  von 
§  1,  S.  668);  wir  gehen  daher  nicht  näher  darauf  ein. 
3,  Eine  hübsche  Anwendung  des  abgeleiteten 
Satzes  ist  folgende.  Das  Fachwerk  sei  aus  lauter 
^' '  ■  Dreiecken  zusammengesetzt  (Fig.  9);  es  stehe  unter 

dem  Einflüsse  irgendeines  Gleichgewi chtssyetems  von  Kräften,  die  an 
den  Knotenpunkten  des  ümrißpolygons  wirken.  Die  Frage  ist:  Wieviel 
Spannungsflächen  gibt  es  zu   diesem  gegebenen  Kraftsystem,    mit  andern 
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Worten:  Wievielfach  stafciscli  unbestimmt  ist  das  Facliwerlc?  Wir  ]£0n- 
struieren,  in  direlfter  Nachbildung  der  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche 
beim  Kontinuum  (Gleichung  (13)},  die  Polyederzone,  die  durch  unser 
Kraltsystem  X;,  Y^,  M^  definiert  wird,  indem  wir  folgende  Streifen  an- 
einanderreihen : 

'z-      ax  +  ßy+r. 

z—--Y,x+X,y~M,  +  ax  +  ßy  +  y, 

z---(Y,  +  Y,)x  +  (X,  +X,)y-  (M,  +  M,)  +  ax  +  ßy  +  ;. 


(15) 


■  -  -  [l!^})-''  +  [Z^)-v  -  (27*,)  +  ":  +  ßy  +  y 

■---{yY\x+[j]x\yJj;M}\+,x  +  ßy  +  r^i'x  +  t 


^7")- 


Durch  diese,  bis  auf  die  willkürliche  Kbene  s  =^  ax  -i-  ßy-\-  y  völlig  be- 
stimmte und  in  sich  geschlossene  Polyederzone  ist  zugleich  der  Umriß 
der  übel  unserm  Fachwerk  stehenden  Facettenfläche  festgelegt.  Aber  die 
Koordinaten  der  Facettenfläche  können  über  jedem  Knotenpunkte  im 
Innern  des  Umrißpolygons  ganz  willkürlich  angenommen  werden,  da  sich 
ja  eine  Ebene  durch  drei  ganz  willkürliche  Punkte  legeil  läßt.  Also  ist 
der  Grad  der  statischen  Unbestimmtheit  unseres  DreiecJcfackwerkes  ein- 
fach gleich  der  Anzahl  seiner  „inTiererb"  Knotenpunkte. 

Soll  also  das  Problem,  die  Spannungefläche  eines  ebenen  Dreieck- 
fachwerkes zu  bestimmen,  allgemein  eine  eindeutige  Lösung  besitzen,  so  wird 
man  über  die  physikalische  Natur  der  Fachwerkstäbe  —  analog  den  Ver- 
hältnissen beim  Kontinuum  —  spezielle  Voraussetzungen  machen  müssen, 
Wir  gehen  darauf  hier  nicht  ein;  den  Fall,  daß  die  Stäbe  im  Sinne  des 
Hookeschen  Giesetzes  elastisch  sind,  wird  K.  Wieghardt  in  einer  be 
sonderen  Abhandlung  untersuchen^^).  — 

3.  Die  Spann ungsflächen,  die  wir  bisher  erhielten, 
waren  durchaus  einwertige  Flächen;  einem  Punkte  x,  y 
entsprach  immer  nur  ein  einziger  Wert  z.  Jlan  kann 
mit  leichter  Mühe  Beispiele  von  mehrwertigen  Spannungs- 
flächen bilden,    welche    ebenfalls    auf    Spannungs Systeme  Fig.  10. 

")  Vgl.  die  Fußnote  anf  8.  672. 

^ä)  [Erschienen  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Förderung  des  Gewerbe- 
fleißes in  Preußen,  85  (1906).] 
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ebener  Fachwerke  führen.  So  gibt  ein  räumliches,  aus  ebenen  Polygonen 
zusammengesetztes,  in  sich  geschlossenes  Polyeder,  als  Spannimgsfläche  auf- 
gefaßt, ein  Selbstspannungssystem  in  demjenigen  Machwerke,  welches  als 
seine  orthogonale  Projektion  erscheint.  Dies  einzusehen,  macht  gar  keine 
Schwierigkeit;  die  Formeln  (4)  gelten  auch  hier,  nur  muß  man  acht 
darauf  haben,  daß  die  Fachwerkfläche  jetzt  die  Fläche  seines  ümriß- 
polygons  zweimal  überdeckt  und  daß  daher  in  einem  Punkte  x,  y  die 
Difierentialquotienten  ^^,  -^  verschiedene  Werte  haben,  je  nachdem  man 
sich  im  oberen  oder  unteren  „Blatte"  befindet  —  und  ferner  ist  zu  be- 
achten, daß  im  unteren  Blatte  in  den  Formeln  (4)  die  Vorzeichen  um- 
zukehren sind.  Die  näheren  Verhältnisse  dieser  Figuren  sind  sehr  aus- 
führlich von  Maxwell  selbst*'')  behandelt  worden. 

Übrigens  kann  ein  solches,  sich  selbst  überdeckendes  Fachwerk  auch 
Anlaß  zur  Entstehung  einer  einwertigen  Spannungsfläche  geben  —  wenn 
man  nämlich  das  Spannungssystera  kennt,  so  kann  man  rückwärts  eine 
einwertige  Spannungs fläche  dazu  konstruieren:  man  fasse  einfach  alle  nur 
geometrischen  Schnittpunkte  der  Stäbe  als  wirkliche  Knotenpunkte  auf 
und  konstruiere  nun  die  Spannungsfläche,  die  in  dem  so  entstandenen, 
das  Umrißpolygon  einfach  bedeckenden  Fachwerke  dem  gegebenen  Span- 
nungasyatem  entspricht.  Da  aber  nicht  umgekehrt  jede  Spannungsfläche 
dieses  Fachwerkes  für  unser  sich  selbst  überdeckendes  Fachwerk  Bedeutung 
hat,  ist  dies  nur  von  sekundärem  Interesse.  Eine  interessante  Frage  ist: 
Wie  steht  es  allgemein  mit  den  ein-  oder  mehrwertigen  Spannungs  flächen 
solcher  sich  selbst  überdeckender  Fachwerke,  welche,  räumlich  aufgefaßt, 
auf  sog.  „einseitige"  Fläche  führen?    (Fig.  11-)''*) 


Fig.  !J.  Fig.  13.  t'ig.  iS. 

Umgekehlt  gibt  es  nun  aber  auch  bei  unsern  Fachwerken,  die  sich 
nichi  überdecken,  mehrwertige  Spanmmgsßäehen.  Greifen  z.  B.  keine 
äußeren  Kräfte  an,  so  liegen  alle  Streifen  der  Polyederzone  in  einer 
Ebene,   und  wir  können   als  Polyederzone   gerade   denjenigen  Teil  dieser 

")  Siehe  das  Zitat  a)  von  S.  661. 

'^')  [Diese  jedenfallB  theoretisch  wichtige  Frage  liabe  ich  1909  beantwortet. 
Siehe  die  hier  folgende  Abhandlung  LSXVUI.     K.J 
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Ebene  ansehen,  der  die  Facettenfläche  zu  einem  geschlossenen  ßaum- 
polyeder  ergänzt.  Betrachten  wir  beispielsweiae  das  Fachwerk  von  Fig.  12. 
Wir  fragen;  Wieviel  Selbstepannungen  sind  in  ihm  möglich?  Das  zu- 
gehörige Raurapolyeder  ist  ersichtlich  aus  zwei  Sechsecken  und  zwölf  Drei- 
ecken zusammengesetzt.  Haben  wir  die  beiden  Sechseckebenen  willkürlich 
festgelegt,  so  ist  es  völlig  bestimmt.  Da  nun  die  gegenseitige  Lage  zweier 
Ebenen  drei  wesentlich  willkürliche  'Parameter  enthält,  so  folgt  aus 
unserer  Konstruktion  beiläufig,  daß  es  in  unserem  Fachwerke  cc^  Selbst- 
spannungen {von  der  Form:  S  =  aSj^bS^-^- cS^)  gibt. 

Ein  weiteres,  interessantes  Beispiel  mehrwertiger  Spannungaflächen 
liefern  die  „mehrfach-zusammenhängenden"  Fachwerke.  Wir  nennen  ein 
Fachwerk,  welches  sich  selbst  nicht  überdecken  möge,  mehifach-zusarmnen- 
hängend,  wenn  nicht  alle  inneren  Knotenpunkte  kräftefrei  sind.  So  ist 
das  Fachwerk  von  vorhin  bei  der  Belastung  Min  Fig  13  raehifach-zu- 
sammenhängend.  Wir  versuchen,  hierfür  eme  Spannung=!Öäche  zu  kon- 
struieren! Wir  fassen  das  ganze  Fachwerk  als  em  solches  mit  zwei  Um- 
rißpolygonen auf,  einem  äußeren  und  emem  mneren  Sechsecke  und  be- 
ginnen nun,  an  den  beiden  Vertikalzyhndern  über  diesen  beiden  Umriß- 
polygonen je  eine  Polyederzone  für  die  entsprechenden  äußeren  Kräfte 
festzuheften.  Die  Kräfte  am  äußeren  Sechseck  seien  X^,  Y^,  M^,  am 
inneren  Xj,  Fi,  J/,' .    Damit  alle  im  Gleichgewicht  sind,  ist  nur  nötig,  daß 

(16)       J]{X,^Xl)  =  0,     Z{Yi+  5';)-0,     ^{Mi'\-M-)^d 

ist,  während  die  einzelnen  Sammeti  ^  X^,   ^  Xi  usw.    sehr    wohl    von 

nun    zunächst    die    äußere 
z    nach    der   Vorschrift   der 


Null  verschieden  sein  können.  Wenn 
Polyederzone  konstruieren,  indem  wir, 
Gleichungen  (15),  die  Streifen: 


(17)   z=.-(2'i'.)-=»  +  (i'^,)-s-(2'«.)'  ("».1.^.--) 

aneinanderreihen   —  wo  durch  die  drei  Größen  Xf.,Yf,,MQ  die  eine  will 


-    so   schließt  sich   diese  Keihe   nach 
ieimohr  wächst  das  s  der  Polyederzone  bei 


kürliche  Ebene  berücksichtigt 
einem  ganzen  umlaufe  nicht,  v 
jedem  Umlauf  um  die  Periode: 

(18)       ^.--(i'i',)-+(Ä)-!'-(i'*.). 

wir  haben  nicht  eine  geschlossene,  sondern  eine  im  Sinne  dieser  Formel 
„affin-periodische"  Polye-dersone.    Entsprechende  Formeln  bekommen  wir 
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ifür  die  innere  Polyederzone ,  nur  müssen  wir  bei  Anwendung  der 
Formeln  (15)  jetzt  alle  Vorzeichen  umkehren,  damit  bei  Anwendung  der 
Gleichungen  (4)  auf  zwei  benachbarte  Streifen  die  richtige  Spannung  in 
der  gemeinsamen  Kante  herauskommt.  Wir  haben  also  die  Reihenfolge 
der  Ebenen: 

(19)  «■_(i;r;).«-(i;z;).!/+(2'jif.'),      (»-o.i'.a' ) 

wo  wieder  die  drei  Größen  Xg,  T'o,Mo  die  Willkürlichkeit  einer  Ebene 
repräsentieren.  (Durch  die  drei  Größen:  X^^  —  X^,  Yg  —  Y',,,  Mg  —  M,, 
kommen  die  co^  Selbstspannungen  des  Fachwerkes  zum  Ausdruck!)  Wir 
erhalten  so  die  Periode: 

(20)  2;  =  (2'l'.')->^-(2'^.')-!/  +  (i'jK,') 

und  diese  ist,  wegen  der  Formeln  (16),  der  obigen  Periode  s^  gleich. 
Da  nun  mit  den  beiden  Polyeder zonen,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  auch 
die  Facettenfläche  gegeben  ist,  so  haben  wir  das  Resultat:  JHe  ganze 
Spannungsfläche  hat  entsprechend  einer  zyklischen  Durchlaufung  unseres 
Fachwerkes  die  durch  die  Formel  (IS)  oder  (19)  bestimmte  Periode;  sie 
setzt  sieh  aus  zwei  ungeschlossenen  Polyederzonen  und  einer  ungeschlos- 
senen Facettenfiäche  zusammen,  die  sich  bei  Durchlaufung  des  Faeh- 
werkringes  wendeltreppenartig  in  die  Höhe  windet. 

In  der  Projektion  der  Spannungs fläche  auf  die  Ebene  des  Fachwerlcs 
ist  von  den  unendlich  vielen  Windungen  dieser  Wendeltreppe  natürlich 
nichts  zu  spüren;  sie  überdecken  sich  einfach  in  der  Projektion  und 
werden  dadurch  unkenntlich. 

Die  so  besprochenen  Verhältnisse  haben  für  denjenigen,  der,  vielleicht 
von  der  Funktionentheorie  her,  mit  der  Integration  exakter  Differentiale 
erster  Ordnung  vertraut  ist,  nichts  Überraschendes.     Ist: 

df=j>dx  -|-  qdy 
ein   solches  Differential,    und  integriert  man  f  in   einem  ringförmig -zu- 
sammenhängenden Bereich,  so  erhält  f  bei  Durchlaufung  des  Ringes  eine 
additive  Periode.     Genau  so  ist  es  bei  der  Spannungsfunktion,  die  durch 
ihr  zweites  Differential  definiert  ist:- 

d^F  =  Q-dx^  —  2U-dxdy  +  P-dy\ 
nur  daß  die  additive  Periode  keine  Konstante  ist  wie  im  obigen  Falle, 
sondern  eine  lineare  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  y.  —  Es  wird 
interessant  sein,  die  hier  nur  in  abstrakter  anal)H:ischer  Fassung  be- 
sprochenen Verhältnisse  bei  zahlreichen  Beispielen  in  concreto  durchzu- 
konstruieren.  — 
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§3. 

Über  reziproke  Figuren  und  Diagramme. 

1.  a)  Irgendeine  geradlinige  Strecke  (einer  Ebene)  mit  den  End- 
punkten a  (3;^,  «/„)  und  h{x^,y^)  besitzt  von  Haus  aus  eine  gewisse 
Länge  und  eine  gewisse  Eichtung,  aber  keinen  bestimmten  Sinn.  Eine 
Strecke  definiert  uns  also  in  einfachster  Weise  sowohl  zwei  Vektoren, 
welche  zu  ihr  paiallel  sind,  nämlich  die  beiden  Vektoren  mit  den  Kom- 
ponenten : 

H  =        x^  —  x^  ,  H  =        Vt,  —  Vii    einerseits 

und  E  =  —  (iCj  —  a^„),  H  ^  —  {y^  ~  yj  andererseits, 

als  auch  zwei  Vektoren,  welche  auf  ihr  senkrecht  stehen: 

£  =  —  (j/j^  —  ^^),  H  =        x^  —  x^    einerseits 

und  Z  =         Vb  ~  Ha  '  ^  ^  ~  i^it~  ^«)  andererseits. 

Die  ersten  beiden  wollen  wir  die  zu  unserer  Strecke  gehörigen  polaren 
VeJctoren  und  die  letzten  beiden  die  zu  ihr  gehörigen  transversalen  Vek- 
toren nennen.  Indem  wir  jetzt  unserer  Strecke  einen  bestimmten  Durch- 
laufungssinn  zuordnen,  nennen  wir  sie  „die  Strecke  [ab)"  oder  „die 
Strecke  [ba)",  je  nachdem  wir  sie  uns  von  a  nach  b  oder  von  b  nach  a 
durchlaufen  denken.  Zeichnerisch  wird  man  den  Durchlaufungssinn  dadurch 
andeuten,  daß  man  die  Strecke  mit  einer  entsprechenden  Pfeilspitze  ver- 
sieht. Jeder  der  beiden  „Strecken  mit  Pfeilspitze"  können  wir  nun  einen 
der  beiden  polaren  Vektoren  und  ebenso  einen  der  beiden  transversalen 
Vektoren  zuordnen,  so  daß,  wenn  über  die  dabei  herrschende  Willkürlich- 
keit  ein  für  allemal  fest  verfügt  ist,  jeder  der  beiden  Strecken  mit  Pfeil- 
spitze sowohl  ein  ganz  bestimmter  polarer  als  auch  ein  ganz  bestimmter 
transversaler  Vektor  zugeordnet  ist.  Wir  verfügen  nun  über  die  Will- 
kürlichkeit folgendermaßen: 

unter  „dem  zur  Strecke  (aö)  gehörenden  polaren  Vektor"  oder  kurz 
imter  dem  ,,'polaren  Vektor  [ab)"  verstehen  wir  den  Vektor  mit  den 
Komponenten ; 

~  —  ^1,  ~~  ^a'  ^  "^  t/b  ~  i/a' 

und  unter  „dem  zur  Strecke  (ah)  gehörenden  transversalen  Vektor"  oder 
kurz  unter  dem  „transversalen  Vektor  (ab)"  verstehen  wir  den  Vektor 
mit  den  Komponenten: 

=-=yi-y^'  H  -^  -  (a;^  —  x^). 

Nach  dieser  Verabredung  bekommt  man  in  dem  von  uns  immer  be- 
nutzten Koordinatensystem  den  transversalen  Vektor  (aÖ),  wenn  man  den 
polaren  Vektor  [ab)  im  Sinne  des  Uhrzeigers  um  90**  dreht. 
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b)  Irgendein  einfach-zusammenliängeiides  Ebenenstück  mit  einer  eich 
seibat  nicht  durchsetzenden  geschlossenen  Randkurve  besitzt  von  Haus 
ans  einen  gewissen  Flächeninhalt  und  eine  gewisse  Normaienricktwng. 
Ein  Ebenenstück  dieser  Art  definiert  uns  also  in  einfachster  Weise  zwei 
Vektoren,  deren  Länge  gleich  dem  Flächeninhalt  und  deren  Richtung  gleich 
der  Normalenriehtung  ist.  Indem  wir  nun  unserem  Ebenenstück  den 
einen  oder  anderen  ümlaufungssinn  zuordnen  und  jedem  dieser  Um- 
laufungasinne  wieder  einen  der  beiden  durch  das  Ebenenstück  nach  dem 
Vorigen  definierten  Vektoren,  ist,  nachdem  wir  über  die  dabei  herrschende 
Wülkürliohkeit  ein  für  allemal  fest  verfügt  haben,  jedem  „Ebenenstück 
mit  Umlauf  ungssinn"  oder  kürzer  jeder  „Plmigröße"  ein  ganz  bestimmter 
Vektor  zugeordnet. 

Auch  ein  gekrmnmtes  Flächenstück  mit  ümlaufungssinn  definiert 
einen  ganz  bestimmten  Vektor;  es  läßt  sich,  wie  wir  sagen  können,  „als 
Plangröße  auffassen",  nämlich  so:  Man  zerlege  es  in  unendlich  viele,  un- 
endlich kleine  Ebenenatückchen;  jedem  Ebenenstückchen  ordne  man  einen 
ümlaufungssinn  so  zu,  daß  der  Rand  des  Flächenstückes  seinen  ursprüng- 
lichen Umlauf  ungnsiiin  beibehält  und  jeder  Kante  zwischen  irgend  zwei  benach- 
barten Ebenenstuckchen  beide  möglichen  Durch  lauf  unga  sinne  zugeordnet 
sind.  Ordnet  man  dann  jedem  Ebenenstückchen  den  ihm  als  einer  Plan- 
größe nach  dem  Obigen  zukommenden  Vektor  zu  and  summiert  alle  diese 
unendhch  vielen  unendlich  kleinen  Vektoren,  so  bekommt  man  einen  ganz 
bestimmten  resultierenden  VektJi  eben  den,  der  durch  das  Flächenstück 
mit  ümlaufangstoinn  detmieit  i&t 

c)  AUe  diese  \on  fiiaßmanns  .Ausdehnungslehre"  her  mehr  oder 
weniger  bekannten  Ideen  bekommen  große  praktische  Bedeutung,  wenn  es 
sich  um  die  zeichnerische  Darstellung  der  Spannungen  in  einem  kontinuier- 
lichen oder  diskontinuierlichen  Medium  (Fachwerk)  handelt.  Beispielsweise 
in  einer  Platte  herrsche  ein  Gleichgewiohtssystem  von  Spannungen.  Schnei- 
den wir  die  Platte  längs  irgendeines  Bogenstückes  auf,  so  zerstören  wir 
damit  das   Gleichgewicht,   insofern  wir  die  längs  des  Bogenstückes  herr- 


schenden Spannungen  vernichten.     Wollen 


so   müssen  wir   längs  jedes  Ufers   unseres  Querschnittes   entspre- 


wieder  Gleichgewicht  her- 


eser  Kräfte,    welche   an  ver- 
angreifen,  sind  dann 
die  auf  das  ] 


chende  Kräfte  angreifen   lassen.     Je   zwei   di 

schiedenen  Ufern,  abi 

entgegengesetzt  gleich  und  messen  vollständi 

der  Trennungsstelle  kommende  Spannung.    (Wir  können  auch  längs  jedee 

Ufers   alle  Einzelkräfte   summieren   und  bekommen   so   zwei  Resultanten, 

welche    entgegengesetat   gleich    sind   und   die   auf   das  ganze  Bogenstück 

kommende  Spannung  messen.) 

Nach  dem  Vorigen  ist  nun  klar,  daß  eine  Sirecke  (xß  —  und  ztvar 
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eine  einfache  Strecke  ohne  bestimmten,  Durchlaufungssinn — vorzughch 
geeignet  ist,  die  zu  einem  bestimmten  Querschnitt  ah  gehörige  Spannung 
gra/phisch  darzustellen.  Denn  durch  ihre  Länge  und  Richtung  liefert  aie 
zunächst  ohne  weiteres  Länge  und  Eichtang  der  Spannung  {die  Spannungs- 
richtung ist  entweder  der  Streckenrichtung  parallel  oder  steht  auf  ihi  senk- 
recht).   Aber  sie  liefert  bei  geeigneter  Yerabreduv^g  auch  den  Sinn  —  das 

Vorzeichen  —  der  Spannung.  Denn  zu  ihr  gehören  zwei  Durchlaufunga- 
sinne;  zu  jedem  dieser  beiden  Durchlaufungssinne  gehört  ein  bestimmter 
(polarer  oder  transversaler)  Vektor,  andererseits  können  wir  in  einer  ein 
für  allemal  fest  zu  verabredenden  Weise  jedem  der  beiden  Durchlaufungs- 
sinne eines  der  beiden  Ufer  der  Querschnittsstelle  zuordnen,  an  welcher 
die  Spannung  wiikt  Also  ist  durch  das  Mittelglied  unserer  Strecke  jedei 
Ufer  der  betieftenden  Querschnittsstelle  auf  einen  bestimmten  Vektor  be- 
zogen und  diese  Zuoidnung  laßt  sich  naturlu^h  so  einrichten,  daß  dieser 
Vekfcoi  direkt  die  Kraft  daistellt  welche  an  diesem  Uter  angreift,  womit 
dann  dei  Sinn  der  Spannung  festgelegt  ist  Man  kann  z  B  so  verfahren 
Nachdem  die  Benennungen  aß  der  '^tiecke  und  ab  des  Querschnitts  ein 
geführt  sind,  denke  man  a  dem  a,  ß  dem  b  entsprechend,  also  den  Vek 
tor  (ß^)  dem  Vektor  (ab)  entsprechend  Andererseits  ordne  man  dem 
Vektor  (ab)  etwi  da=i]enige  Querscboittsuter  zu,  »ekhes  Imks  \on  einem 
m  der  Riditung  yun  a  nach  b  auf  dem  Querschnitte  Foitschreitenden  hegt 
Dann  lepraÄontiert  gegebenenfalls  dei  Vektor  [typ]  die   an  diesem  linken, 

1      \   kt      f/J    1  dl  1 1       Uf  nr  if     d    K    ft. 

(.  Igt       turl   h        h  Eb  t    l  [bez.  Flächenstück) 

h       b     t  t       ü  üa  f     g  hggntes  Mittel  zur   geo- 

Rj  tt        1  f  ghgFl    henelement  wirken- 

ig m  B  t      kl     g      w  rden  wir  gleich  und 

t   1       Ib       L     It    keit  Ebenen  „zeich- 
1      Lb  Im       bei  der  Ermittlung 

i  F    h       k  h     h     1   h   das  Hauptaugen- 

ht         1  ]     d      g  nzen  Spannungsver- 

haltmsse  einfach  und  übersichtlich  darstellt.  Diese  Fähigkeit  besitzen  wir 
ja  nrm  nicht  man  hat  sich  daher  frühzeitig  bemüht,  ebene  Figuren  zu 
finden  welche  möglichst  dasselbe  leisten  wie  die  Spannungsfläche.  Diese 
Figuren  nennt  man  ,  Krafteplane" ;  wir  werden  sehen,  daß  sie  zur  Span- 
nungsflache m  engem  Zusammenhange  stehen. 

Die  Krättepläne  der  Fachwerke  wollen  wir,  wie  Maxwell  selbst  tut, 
als  einen  speziellen  Fall  von  T^Haxw  e,Us  „reziproken  ä>enen  Diagrammen" 
:  werden   sie  also   am  einfachsten  von   diesen  aus  erreicheni 


d  ^f 

B     p  1 
m  ^  4  k  im 

I 
1 

2    K      t 

1    J 

Sp       Ulf 
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Maxwells  Definition  ist  folgende:  In  einer  iny-Ebene  befinde  eich  irgend- 
ein Kontinuum  oder  Diskontinuum  mit  dei  Spannu ngs fläche :  z  =  F(x,y). 
Wir  lassen  ihm  in  einer  f  9; -Ebene  das  durch  die  Gleichungen: 

definierte  Kontinuum  oder  Diskontinuum  mit  der  Spannungsfläohe : 

(22)  f  =  <D(|,r/) 
entsprechen,  wobei  <P  dmch  die  Gleichung; 

(23)  F  +  'P  =  xt+yv 

definiert  ist.  Die  so  in  einem  a;y3-E,aum  und  einem  lijC-Ea^ncii  definierten 
Spannungßfiäohen  stehen  in  einem  reziproken  Verhältnisse  zueinander,  wel- 
ches man  im  Sinne  der  projektiven  Geometrie  dadurch  ausdrücken  kann, 
daß  man  sagt:  Jede  der  beiden  Spannungs flächen  ist  immer  das  polare 
Abbild  der  anderen  in  bezug  auf  das  Paraboloid: 

(24)  2z  =  a:^  +  J/^ 

Insofern  man  von  der  Bedeutung  der  Flächen  F  und  «t  als  Spannungs- 
flächen dabei  auch  absehen  kann,  da  ibre  Reziprozität  ja  offenbar  nicht 
daran  hängt,  wollen  wir  von  ihnen  allgemeiner  als  von  „reziproken  {räum- 
lichen') Figwren"  reden.  Auch  die  beiden  ebenen  Figuren,  welche  man 
durch  Projektion  der  reziproken  Figuren  auf  die  xy-  und  die  ^ij-Ebene 
erhält  und  die  wir  der  Kürze  halber  „Diagramme"  nennen  wollen,  sind 
reziprok,   denn  neben   den  Gleichungen  (21)  gelten   auch  die  reziproken: 

(25)  ^-,-f.    y-^ 

wie  man  durch  DiSerentiation  der  Gleichung  (23)  sofort  bestätigt.  Wir 
reden  daher  von  den  Diagrammen  als  von  „reziproken  (ebenen)  Dia- 
grammen". 

Was  leistet  nun  das  f »/-Diagramm,  wenn  wir  uns  über  die  in  dem 
«jZ-Diagramm  durch  die  Spannungsfunktion  F  hervorgerufenen  Spannungen 
unterrichten  wollen?  In  der  a;^- Ebene  bezeichnen  wir  ein  Bogenelement 
mit  ds,  in  der  fj/-Ebene  mit  da  (mit  den  Komponenten  d^,drj).  Dann 
ist  nach  den  Gleichungen  (3): 

(26)  Xds^dn,     Yds=-d^. 

also  für  ein  endliches  Bogenstück  ab,  dem  das  Eogenstück  aß  entspre- 
chen möge: 

(27)  x„_w-,.,    y, _-({,- f.)- 

Die  Verbindungsstrecke  der  beiden  Endpunkte  m  und  ß  eines  end- 
lichen oder  unendlich  kleinen  Bogenstückes  der  ^rj-Ebene  liefert,  als  Irans- 
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versaler  Vektor  aufgefaßt,   die  auf  das  entsprechende   Bogenstück  ah 

der  xy-Ehene  kommende  resultierende  Spannung  nach  Größe,   Richtung 

und  Sinn;  und  zwar  liefert  des"  transversale   Vektor  (aß)  die    Wirkung 

der  Spannung  auf  dasjenige  Querschnittufer,  welches  an  der  linken  Seite 

eines  von  a  nach  b  Hinschreitenden   liegt,  der  transversale   Vektor  (ßa) 

die   Wirkung  auf  das  rechte 

Ufer.    Diese  Regel  gilt  indessen 

nur  so  lange,  als  die  xyz- Figur 

einwertig  ist,  im  anderen  Falle, 

vx)  also  das  xy-Diagramm,  die 

Ebene  doppelt  bedeckt,  hat  man 

in  obiger  Regel  für  das  untere  \ 

Blatt  links  und  rechts  zu  ver-  Fig.  14. 

tauschen. 

Den  Fall  kontinuierlicher  Diagramme  findet  man  bei  Maxwell  an 
Beispielen  erörtert  und  illustriert^*);  es  handelt  sieh  dabei  um  eines  der 
weiter  oben  erwähnten  Beispiele  zur  Balkentheorie  (8.  669).  Wir  wollen 
hier,  um  auf  die  Verhältnisse  bei  den  Fachwerken  zu  kommen,  den  Fall 
betrachten,  wo  die  xyz-Fignv  ein  aus  ebenBäcbigen  Polygonen  zusammen- 
gesetztes, geschlossenes  Eaumpolyeder  ist.  Es  ist  dann  wegen  der  Polar- 
Verwandtschaft  zum  Paraboloid  auch  die  ^j;^-Figur  ein  solches,  und  zwar 
entspricht  wechselseitig  jedem  Polygon  des  einen  Polyeders  eine  Ecke  des 
andern,  jeder  Ecke  ein  Polygon,  jeder  Kante  eine  Kante.  Entspre- 
chendes gilt  dann  für  die  beiden  reziproken  Diagramme,  außerdem  gilt 
für  sie,  daß  entsprechende  Kanten  aufeinander  senkrecht  stehen  und  daß 
die  Kanten  des  einen  Diagramms  —  in  der  schon  geschilderten  Weise  als 
transversale  Vektoren  i 


in  den  entsprechenden  Kanten  des 
andern  Diagramms  Spannungen  er- 
geben, welche  an  diesem  andern 
Diagramme  im  Uleichgewicht  sind. 
Da  die  Eaumpolyeder  geschlossene 
Flächen  sind,  überdeckt  jedes 
Diagramm  die  Fläche  seines  Um- 
rißpolygons  mindestens  doppelt. 
(Fig.  15.) 

3.  Dieser  Ansatz  hat  für  die  Fachwerkstatik  verschiedenartige  Bedeu- 
tung. Wir  können  z.  B.  (vgl.  §  2)  irgendeines  der  beiden  Diagramme 
unmittelbar  als  Fachwerk  auffassen,  dann  liefert  uns  das  andere  Diagramm 


Fig.  15. 


")  In  der  Abhimdlung  von  Zitat  f,  S.  661.    (Tafel  XIV.) 
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ein  in  diesem  Fachwerke  möglieliea  Selbstepaiinungssystem;  wir  können 
aber  auch  wie  folgt  verfahren.  Wir  zeichnen  an  dem  einen  der  beiden 
Raumpolyeder  irgend  ein  Polygon  aus  und  sagen;  Das  Polyeder  ist  eine 
zu  einem  Fachwerke  mit  äußerem  Kraftangriff  gehörige  Spannungsfläche, 
deren  Polyederzone  mit  einer  Ebene  geschnitten  ist  —  eben  der  Ebene 
des  ausgezeichneten  Polygons.  In  der  Projelrtion  —  im  Diagramm  ■— 
haben  wir  dann  die  von  den  Ecken  des  ausgezeichneten  Polygons  aus- 
laufenden Kanten  als  die  Äktionslinien  eines  Gleich gewichtssystemes  von 
Kräften  aufzafassen,  die  Projektion  des  ausgezeichneten  Polygons  als  ein 
sog.  Seilpolygon  dieses  Kraftsystems  und  die  übrigen  Kanten  als  die  Stäbe 
eines  Fachwerkes,  welches  unter  dem  Einflüsse  dieses  Ki'aftsystems  steht. 
Wir  bekommen  dann  einep  Kräfteplan  des  so  definierten  Fachwerkes  bei 


Fig.  16, 


Fig.  17. 


wenn  wir  in  dem  reziproken  Diagramme  die  über- 
flüssigen Linien  ■ —  das  sind  die  dem  Seilpoiygon  entsprechenden  Kanten 
—  fortlassen.  So  bekommen  wir  z.  B.,  wenn  wir  in  Fig.  15  links  das 
Polygon  g  auszeichnen,  die  Anordnung  Fig.  16,  und  die  Anordnung  Fig.  17, 
wenn  wir  in  Fig.  15  rechts  das  Polygon  I  auszeichnen. 

Der  Kräfteplan  eines  Fachwerkes  enthält  natürlich  genau  ebensoviele 
wesentliche  Unbestimmtheiten  wie  die  Spannungsfläche  des  Fachwerkes. 
Diese  Tatsache,  daß  es  ebensoviel  Kräftepläne  zu  einem  Fachwerke  gibt 
wie  Lösungen  der  Spannungsaufgabe,  wird  in  den  Lehrbüchern  der  gra- 
phischen Statik  meist  nicht  klar  hervorgehoben,  was  daran  liegen  mag, 
daß  man  sich  dort  wesentlich  mit  statisch  bestimmten  Faehwerken  be- 
schäftigt, wo  natürlich  der  Kräfteplan  keine  wesentlichen  Willkürlichkeiten 
zuläßt. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  zu  unserm  mehrfach- zusammen- 
hängenden Fachwerke  von  §  2  gehörigen  Kräftepläne.  Entsprechend  dem 
Umstände,  daß  die  Spannungsfläche  dieses  Fachwerkes  affin-periodisch  ist, 
ist  auch  der  Kräfteplan  keine  geschlossene  Figur  mehr,  sondern  besteht 
aus  den  parallel  gestellten,  kongruenten  Wiederholungen  einer  und  der- 
selben Grundfigur  (Fig.  18  auf  S.  685).  — 
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Eine  merkwürdige  Tatsache  wäre  hiec  noch  zu  erwähnen,  nämlich  die, 
daß  man  bekanntlich  in  der  Praxis  meist  nicht  mit  dem  Maxwellschen 
KräfWplan  operiert,  sondern  mit  dem  sog.  „Gremonaschen  Kräßeplan". 
Dieser  ist  nichts  anderes  als  der  um  einen 
rechten  Winkel  gedrehte  Maxwellsche  Kräfte- 
plan, und  auch  da,  wo  Cremona  die  selb- 
ständige Begründung  seiner  Theorie  gibt,  be- 
zieht er  sieh  ausdrüeklieh  auf  Maxwell^' 
Er  benutzt,  wie  bekannt,  an  Stelle  derMax- 
weUschen  Formeln  (21)  und  (23)  die  folgen- 
den zur  Definition  reziproker  Figuren; 


$  =  ' 


l-J-x^ 


-t^  =  i]X  —  iy 


Fig.  IS. 


Das  heißt  soviel  wie:  An  die  Stelle  der  Polarverwandtschaft  zu  dem  Para- 
boloide  der  Gi.  (24)  tritt  die  durch  die  Gremonaschen  Gleichungen  ver- 
mittelte   Polarverwandtschaft    eines    Möhiusschen    Nvllsystems.      Wenn 

Maxwell  der  Ebene: 

z  =  ti.x-\'ßy  +  y 
den  Punkt:  ^  □      /;.  \ 

zuordnet,  so  Cremona  den  Punkt: 

i^--ß.    1-".    (C-?); 

bei  Cremona  laufen  also  die  Kanten  des  Kräfteplans  den  e  ntsp  reellen - 
den  Stäben  des  Fachwerkes  parallel,  statt  daß  sie,  wie  bei  Maxwell, 
auf  ihnen  senkrecht .  stehen ;  die  Spannungen  werden  also  nicht  mehr  durch 
transversale,  sondern  durch  polare  Vektoren  dargestellt.  Wenn  man  nun 
geneigt  ist,  die  Cremonasche  Anordnung  für  praktischer  zu  halten,  so 
liegt  das  zum  Teil  gewiß  daran,  daß  einem  die  Auffassung  einer  Strecke 
als  polarer  Vektor  von  der  allgemeinen  Mechanik  her  geläufig  ist,  während 
die  Auffassung  der  Strecke  als  transversaler  Vektoi  etwas  Fremdes  hat  — 
zum  Teil  auch  wohl  daran,  daß  man  es  bequemer  finden  mag,  zu  gege- 
benen Geraden  Parallele  zu  ziehen  als  Senkrechte  auf  ihnen  zu  errichten. 
Theoretisch  verdient  jedenfalls  die  Maxwellsche  Anordnung  den  Vorzug, 
weil  sie  allein  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Raum  zulaßt  (die  wir  so- 
gleich vornehmen  werden). 

Übrigens  dürfte  das  ganze  Kapitel  „Reziproke  Diagramme"  bei  Max- 
well interessanter  als  bei  Cremona  zu  lesen  sein.   Abgesehen  davon,  daß 

*')  Siehe  beBonders:  L.  Cremona;  l.es  figures  riciproques  en  statique  graphique 
(Übers,  v.  Bossut),  Paris  1885,  S.  7  und  8.  Zueratr  h.  Cremona,  Le  figure  reci- 
proche  nella  statica  graflca.,  Mailand  1872;  3.  Aufl.  mit  Eiaführung  von  G.  Jung, 
Mailand  1H79. 


y  Google 


Zur  mathematisoheii  Physik. 


.  Allgen 


Gremona  die  Betrachtung  auf  Diskontinua  (Faciiwerke)  beachräiikt,  er- 
scheint bei  ihm  die  Theorie  dadurch  verflacht,  daß  die  Idee  der  Spannungs- 
fläche nicht  betont  ist,  welche  doch  die  Quintessenz  der  ganzen  Theorie  ist, 
4-  Wir  wollen  nunmehr  noch  mit  Maxwell  die  Formeln  (21)  bis  (25) 
räumlich  verallgemeinern  und,  zunächst  rein  geometrisch,  reziproke  räv/m- 
liche  Diagramme  einführen.  In  einem  xj/z-ßaum  sei  irgendeine  Figur 
—  ein  „räumliches  Diagramm"  —  gegeben,  ferner  eine  Funktion  F  (x,  y,  z), 
die  wir  aber  erst  später  als  eine  zu  diesem  Diagramme  gehörige  „Spannungs- 
funktion" deuten  werden.     Mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

m  i-'^.  n=%.   c-'-i 

ordnen  wir  diesem  Diagramm  ein  zweites  Diagramm  in  einem  ^jjC-ßaum 

zu.     Die  Beziehung  beider  Diagramme  ist  dann  eine  reziproke;  wenn  wir 

eine  Funktion  (|>(f,  s;,^)  durch  die  Gleichung: 

(29)  F  +  <i>^.x^-^yr!-{-zC 

definieren,  so  ist: 

(30) 


a.'  —  , 


r10 


Z  =  ^777  , 


waa  man  durcb  DifEerentiation' der  Gl,  (29)  leicht  bestätigt. 

Insbesondere  stellen  wir  uns  nun,  ebenfalls  nach  dem  Vorgange  Max- 
wells,  „reziproke,  Zellensysteme"  hev  und  zwar  als  ein  räumliches  Analogon 
zu  den  Fachwerkdiagrammen  der  Figuren  10,  12,  15,  welcbe  die  Fläche 
eines    gewissen   Umrißpolygons    doppelt  bedecken.     Wir    denken   uns   im 


Fig.  19. 


»;^z-Raum  eine  Anordnung  aneinander  gereihter  Polyeder  (Zellen),  welche 
den  Inhalt  eines  gewissen  geschlossenen  Umrißpolyeders  zweimal  ausfüllen. 
80  erhalten  wir  ein  erstes  räumliches  Zellonsystem,  von  dessen  Zellen, 
Wänden,  Kanten  und  Ecken  wir  reden.  (Fig.  19  links.)  Wir  bilden  uns 
dann  eine  stetige  Funktion  F{x,y,z)  von  der  Art,  daß  sie  innerhalb  der  ein- 
zelnen Zelle  J  immer  mit  einer  linearen  Funktion  a^x  ~\- b^y -\~  c^z -\- d^ 
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übereinstimmt  und   daß,   wenn   J  und  K   in    der   Wand  JK   zusammen- 
stoßen, die  Gleichung  dieser  Wand  durch: 

(a.  -a^)x^  (&i  -  &J^  +  (C(  -  cj«  +  (^i  -  <^,  =  0 
repräsentiert  wird.  Diesem  Zellensyatem  entspricht  dann  vermöge  der 
Formeln  (28)  im  fijC^Raum  ein  zweites  Zellenaystem.  Beide  Zellensysteme 
stehen  in  folgender  reziproker  Beziehung:  Jeder  Zelle  des  einen  Diagramms 
entspricht  eine  Ecke  des  andern,  jeder  Ecke  eine  Zelle,  jeder  WaTid  eine 
Kante,  jeder  Kante  eine  Wamd.  Jede  Kante  des  einen  Systems  steht 
OAtf  der  ihr  entsprechenden  Wand  des  andern  Systems  senkrecht. 

Bei  dem  zur  Belebung  der  Vorstellung  von  K.  Wieghardt  gebildeten 
I  der  Fig.  19  liegen  die  Verhältnisse  so.     Wir  haben: 

links:  rechts: 


7  Zellen  {den  Würfel  selbst  und 
die  6  Pyramiden,  in  die 
er  zerfällt,  wenn  man 
ihn  längs  der  zwölf  vom 
Würfelmittelpunkt  nach 
den  Kanten  laufenden 
Dreiecke  zerschneidet). 

18  Wände  (die  6  Würfelflächen  und 
die  12  gleichschenkligen 
Dreiecke  mit  den  12  Wür- 
felkanten als  Grundlinien 
und  dem  Mittelpunkt  als 
Scheitel), 

20  Kanten  (die  12  Würfelkanten 
und  die  8  von  seinem 
Mittelpunkte  aus  nach 
den  Würfelecken  gezoge- 
nen Strecken), 


9  Ecken     (die  8  Würfelecken  und 
den  Würfelmittelpunkt). 


(die      6     Oktaederecken 
und  seinen  Mittelpunkt). 


18  Kanten  (die  12  Oktaederkanten 
und  die  6  von  seinem 
Mittelpunkte  aus  nach 
den  Oktaeder  ecken  ge- 
zogenen Strecken). 

W  Wände  (die  8  Oktaederflächen 
und  die  12  gleichschenk- 
lig-rechtwinkligen Drei- 
ecke mit  den  12  Okta- 
ederkanten als  Hypo- 
tenusen und  dem  Mittel- 
punkt als  Scheitel). 
9  Zellen  (das  Oktaeder  selbst  und 
die  8  Tetraeder,  in  die 
es  zerfällt,  wenn  mau  es 
längs  der  drei  Ebenen 
zerschneidet,  welchedurch 
je  vier  Oktaederecken 
gehen). 
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Die  Funktion  F{x,y,z)  hat  in  den  einzelnen  Zellen  folgende  Werte: 
Nnll 


der  Würfekelle: 

dei 

Pyramidenzell 

8    I 
11 
III 

" 

" 

IV 

V 

Eine  Benutzung  dieser  reziproken  Zellensysteme  für  Zwecke  der  Mechanik 
^eben  wir  im  nächsten  Paragraphen. 


Einiges  über  räumliclie  Spannuiigssysteme  und  zugehörige 
Spannungsfunktionen. 

1.  Der  Gedanke  liegt  gewiß  nahe,  die  Uleichgewichtebedingungen  für 
die  Spannungen  eines  räumlichen  Kontinuums  (Fig.  20): 
f/?  f  SP    ,0(7 


AT 


(31) 


dT 


,SQ^,S8_^ 


+  — + 


=  0, 


■0, 


dB 


(falls  nur  Oberfiächenkräfte  wirken) 

PI    20  ^^^  einer  Funktion  F(x,  y,  z)  in  einen  Zusam- 

menhang zu  bringen,  welcher  dem  Airyschen 
Ansätze  bei  zwei  Dimensionen  analog  wäre.  Indessen  findet  Maxwell, 
daß  man,  wie  man  es  auch  machen  möge,  auf  diese  Weise  nicbt  zu  allen 
möglichen  Spannungssystemen  des  Kontinuums  gelangt,  daß  hierzu  viel- 
mehr die  obigen  Gleichungen  zu  drei  verschiedenen  Funktionen  in  Beziehung 
gesetzt  werden  müssen.     Er  führt  dies  auch  näher  aus. 

Es  sind  also  spezielle,  aber  interessante  räumliche  Spannungs Vertei- 
lungen, welche  wir  erhalten,  wenn  wir  nun  mit  Maxwell  zwei  verschieden- 
artige  räumliche  Erweiterungen   der  Airyschen   Formeln  (2)  vornehmen: 

Der  erste  Ansatz  ist: 


(32) 


I  P=Ai^- 

[wo   jetzt  A  =  T— 2 


ä  +  Y^  bedeutet]. 
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Der  zweite  Ansatz  geht  davon  aus,  daß  die  P,  Q,  ü  des  Airyschen 
Ansatzes  dureh  folgende  Formel  definiert  werden  können  —  unter  a,  ß 
beliebige  Großen  verstanden:  i  «„         i 


P-a'  +  2U^aß  +  Q-ß' 


woraus  sich  dann  folgende  räumliche  V( 


(34) 


SySz        dy^ 
«  /!        0 

rallgemeinerung  ergibt: 

d^F         d^F         d'-F 
öe'        dxSy       dxdz 


\  +  2S-ßy^2T-aY  +  2ü-aß  =  - 


dy'- 


dzdy 


d  F 

dydz 

'd^F 


wo  a,  ß,  y  beliebige  Größen  bedeuten. 

Daß  die  Spannungakomponenten  von  (32)  und  (33)  bei  beliebigem  F 
die  Gleichungen  (31)  befriedigen,  bestätigt  man  leicht. 

3.  Der  Inhalt  der  Formeln  (32)  und  (33)  läßt  sich  besser  schildern, 
wenn  wir  gleich  an  die  Idee  der  reziproken  Diagramme  anknüpfen.  Die 
Fragestellung  ist  dann  so:  Durch  eine  gegebene  Funktion  Fi^x^y^z)  ist 
einerseits  eine  reziproke  Beziehung  zwischen  einem  a^j/s- Diagramm  und 
einem  fj/C-Diagramm  gemäß  den  Formeln  (28)  gegeben,  andererseits  eine 
Spannungsverteilung  im  a:^s-Diagramm  gemäß  den  Formeln  (32)  oder  (33). 
Was  nützt  uns  die  Kenntnis  des  ^i/C-Diagrammes,  wenn  wir  uns  über 
diese  Spannungs Verteilung  unterrichten  wollen? 

Es  sei  do  ein  Flächenelement  im  a:ys-Kaum  mit  der  Normalen  n, 
ä&  das  entsprechende  Flächenelement  im  ^j/C -Räume.  Wir  finden  dann, 
bei  Verwendung  des  ersten  Maxwellschen  Ansatzes  (Gleichungen  (32}), 
auf  do  einmal  eine  Normalsfannung  vom  Betrage  AF  pro  Flächenein- 
heil, zweitens  eine  Spannung  [im  Flächenelemente  selbst]  mit  den  Kom- 
ponenten 3— >  ä^i  r-  V^o  Flächeneinheit.  Bei  Verwendung  des  zweiten 
Ansatzes  (33)  hingegen  liefert  uns  einfach  das  Flächendement  dä>,  als 
Plangröße  aufgefaßt,  die  auf  do  kommende  Spannung  nach  Größe, 
Richtung  und  Sinn.  Wes  femer  die  über  ein  endliches  Flächensttick  0 
resultierende  Spannung  angeht,  so  finden  wir  bei  Verwendung  des  ersten 
Ansatzes  deren  Komponenten  durch  die  Gleichungen: 


*„—■■,-". 


■]\k 


lx--^)do,     7,-..,     Z,- 


s  matli.  Ahliaiidluii 
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bestimmt,    oder,    indem    wir   die   Fiächenintegrale   in    Integrale    über  die 
ßandkurve  der  Fläche  verwandeln,  durch  die  Gleichungen: 

(35;; 


M^^=H{xdx  +  ydy^z(lz)-{x^-\-yr]  +  zi:-F)dz. 


Bei  Verwendung  des  a weiten  Ansatzes  hingegen  liefert  uns  das  dem 
Flächenstücke  o  entsprechende  Fläohenstück  &,  als  Plangröße  aufgefaßt, 
die  über  0  resultierende  Spannung  nach  Größe,  Kichtung  und  Sinn  (um 
die  drei  Drehmomente  kümmern  wir  uns  nicht). 

Die  so  gefundenen  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  einer  Span- 
nungsfunktion i"(a:,j/,3),  die  dem  zugehörigen  Spannungsaysteme  und  seinem 
reziproken  Diagramme  sind  den  entsprechenden  Beziehungen  bei  zwei 
Dimensionen  ganz  analog.  Besonders  deutlich  ist  dies  bei  Verwendung 
des  zweiten  Maxwellachen  Ansatzes;  das  als  Plangröße  aufzufassende 
Flächenelement  d(ö  ist  die  direkte  räumliche  Verallgemeinerung  des  als 
transversaler  Vektor  aufgefaßten  Bogenelementes  do  der  Ebene.  Aber 
auch  beim  ersten  Ansätze  ist  die  Analogie  leicht  zu  finden.  Wir  haben 
z.  B.  bei  zwei  Dimensionen  für  X^  zunächst  die  Formel  (vgl.  Gl.  (3)): 

(36)  X^=\Pdy-üdx=\{Pi:o?,nx  +  Ucoany)ds. 

und  das  ist  nichts  anderes  als 

■  cosn:c  —  „-  I  ds. 


J(' 


[wo  Ä  =  x—^  -f-  — I  ist],  was  der  ersten  räumlichen  Gleichung  (34)  analog 
ist;  ebenso  hat  die  erste  Gleichung  (35)  ihr  ebenes  Analogen,  nämüch  die 
den  Gleichungen  (27)  von  8.  682  entnommene  Gleichung: 

Y  K  =  Vi)  —  V-" 

denn  bei  zwei  Dimensionen  ist  f  =  ^  Null,  also 
bekommen  wir  für  den  auf  dem  Bogenstücke  ah 
(Fig,  21)  errichteten  Vertikalzylinder  von  der 
Höhe  Eins  die  Spannungskomponente: 

mg.  21.  (37)  jv(i^~-Cdy  =  i]ß--)]<^. 

Noch  konsequenter  könnte  man  die  Analogie  durchführen,  wenn  man 
als  Hilfsmittel  einen  „vierdimensionalen  Raum'-'  einführte  und  in  ihm, 
der  Formel: 

t^F{x,y,z) 
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eiitaprechend,    eine  „Airysche  MannigfalUgkeil"   konstruierte.     Mit    den 
Formeln: 

^       BF  dF         y       dF         ,   ,    ^  t    1  >       -r 

^^Bx'  ^^'S^'       ^^'di'       *  +  ^  =  3:|  +  i/jj  +  2C 

würde  man  diese  Airysche  Mannigfaltigkeit  in  bezug  auf  das  „Paraboloid"; 

2tr=x"-  +  y'  +  z'' 
„polarisieren",  und  die  „senkrechte"  Projektion  dieses  Polargebildes  auf 
den  ^tjC-'Ranm  ergäbe  in  diesem  das  zu  unserm  Spannungssysteme  rezi- 
proke Diagramm.  Solche  Überlegungen  würden  uns  in  vierdimensionale 
Beziehungen  führen,  die  an  sich  sehr  schön  und  überzeugend  sind,  der 
Mehrzahl   der  Leser  aber  doch  unnötige  Schwierigkeiten  bereiten  würden. 

3.  Nach  den  gegebenen  Entwicklungen  bedarf  es  jetzt  nur  noch  ge- 
ringer Mühe,  um  zu  der  im  folgenden  beschriebenen  mechanischen  Deutung 
unserer  früher  betrachteten  reziproken  Zeüensysteme  zu  gelangen. 

Mit  beiden  Maxwellschen  Ansätzen  erhalten  wir  swei  Spannungs- 
systeme, die  an  dem  einen  oder  andern  der  beiden  reziproken  ZeUensysteme 
im,  Oleichgewicht  sind. 

Und  zwar  erhalten  wir  das  eine  Mal  Spannungen  in  den  Wänden 
des  Diagramms,  die  der  Größe  nach  durch  die  Länge  der  entsprechenden 
Kanten  des  andern  Diagramms  gegeben  sind  (homogene  Spannungen,  wie 
sie  etwa  in  den  Zellwänden  eines  Seifenschaums  herrschen).  Das  andere 
Mal  erhalten  wir  Spannungen  in  den  Kanten  des  Diagramms,  die  der 
Größe  nach  durch  die  Flächeninhalte  der  entsprechenden  Wände  des  andern 
Diagramme  gegeben  sind. 

Also  nur  der  zweite  räumliche  Ansatz  führt  dazu,  Spannungssysteme 
in  räumlichen  J'ftcÄwer&en  kennen  zu  lernen.  Deshalb  ist  in  dem  Henne- 
bergschen  Eeferat  auch  nur  von  diesem  zweiten  Ansatz  die  Rede  (Nr.  41) 
und  auch  das  nur  mehr  beiläufig,  da  die  allgemeine  Lehre  von  der  Airy- 
schen  Spannungsfunktion  dort  nicht  vorausgesetzt  werden  konnte. 

Die  Statik  der  Spannungszustände  irgendwelcher  Träger  gewinnt  offenbar, 
indem  man  den  Gesamtgedankengang  Maxwells  herannimmt,  bedeutend 
an  Interesse;  überhaupt  aber  treten  ihre  verschiedenen  Teile  so  in  einen 
wunderbaren  Zusammenhang,  der  bisher  nur  wenig  bekannt  gewesen  sein 
möchte.  Deshalb  wurde  in  der  vorstehenden  Darstellung  die  Heraus- 
arbeitung dieses  Zusammenhanges  als  eigentliches  Ziel  betrachtet,  womit 
augleieh  für  neue  Entwicklungen  der  Theorie  die  Grundlage  gewonnen  ist. 

Göttingen,  den  10.  Februar  1904. 
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[Math.  Annalen,  Bd.  67  (1909).] 

In  einer  Arbeit  über  „Spanimngsflächen  und  reziproke  Diagramme", 
die  ich  vor  einigen  Jahren  zusammen  mit  K.  Wieghardt  im  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik  veröäentlichte ''),  habe  ich  gezeigt,  daß  die  Wieder- 
heranziehung  der  OriginaJideen  Maxwells  dem  bezeichneten  Gegenstände 
eine  Ecihe  neuer  und  interessanter  Seiten  abgewinnen  läßt.  Dabei  blieb 
ein  bestimmter  feinerer  Punkt  unerledigt,  der  im  folgenden  klargestellt 
werden  soll.  Ich  gebe  dabei  meiner  Darlegung  eine  elementare,  analytisch- 
geometrische  Form,  die  auch  ohne  Rückgang  auf  die  frühere  Publikation 
verständlich  sein  dürfte.  Auf  rein  geometrische  Begründung,  insbesondeje 
die  Einzelheiten  der  graphischen  Darstellung  gehe  ich  dabei  nicht  ein; 
diese  werden,  soweit  sie  erwünscht  scheinen,  in  einet  Arbeit  meines  Assistenten, 
Herrn  Fr,  Pfeiffer,  enthalten  sein,  welche  demnächst  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  erscheinen  wird^). 

1.  Es  sei  ein  gewöhnliches  Eulersches  Polyeder  gegeben,  d.  h.  eine 
ajia  ebenen  Facetten  zusammengesetzte  Oberfläche,  welche  zwei  getrennte 
Seiten  besitzt  und  übrigens  dem  Riemannschen  Geschlecht  p  =  0  angehört 
(den  „Zusammenhang"  1  besitzt)*).  Weil  zwei  getrennte  Flächenseiten 
vorhanden  sind,  können  wir  für  jeden  Eckpunkt  des  Polyeders  einen  be- 
stimmten Umlaufungssinn  festlegen,  indem  wir  verabreden,  daß  dieser 
Sinn  von  der  einen  Flächenseite  aus  gesehen  mit  dem  Uhrzeigersinn  über- 
einstimmen soll.  Nun  seien  die  Polyeder  ebenen,  die  in  irgendeinem 
Eckpunkte  [i)  des  Polyeders  zusammenstoßen,  gemäß  der  durch  diesen 
Sinn  festgelegten  Reihenfolge  durch  nachstehende  Gleichungen  gegeben : 

3  =  a*  a;  +  6;  t/  +  4  , 
!  =  (4,a;  +  6«2/-|-cA, 


(1) 


^)  [Dieser  Aufs^.ta  ist  aus  einer  Vorleeung  vom  Sommer  1909  entstanden.] 
^)  III,  Reihe,  Bd.  8  (1904),    [Vgl.  die  unmittelbar  vorangehende  Äbh.  LXXVII.) 
^  [Gemeint  ist  die  Abhandlung  „Zar  Statik  ebener  Fachwerke"  in  der  Zeitschrift 
fiär  Mathematik  und  Physik,  Bd.  58  (1909/101,1 

*)  Die  Polyederoberfläche  kann  sich  übrigens  beliebig  durchsetzen. 
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Man  hat  dann  für   die  von  (i)  auslaufenden   Polyeder  kanten,  genauer  iüv 
ihre  Projektionen  auf  die  XZ-Ebene,  die  Gleichungen; 

I"  0  —  (fflj  -  a!)x  +  {U  -i'i)y  +  [4  -ot). 


Xi,  -  6i  - 

-il. 

7l,-a;- 

-«*; 

XL  ="  H  - 

-K. 

YL  ■=«;.- 

-  a/; 

Die  80  gewonnenen  Projektionen  bilden  ein  d>enes  DiagrafUTn,  für  welches 
wir  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  unmittelbar  einen  Selbstspannungs- 
zustand  aufstellen  können.  Man  lasse  nämlich  am  *'-ten  Knotenpunkte  des 
Diagramms  (der  dem  i-ten  Eckpunkte  des  Polyeders  als  Projektion  ent- 
spricht) Kräfte  mit  folgenden  X-,   F-Komponenten  angreifen: 

(3) 

Diese  Kräfte  wirken,  wie  man  sofort  erkennt,  der  Reihe  nach  längs  der 
einzelnen  durch  (2)  gegebenen  Kanten  („Stäbe")  des  Diagramms  und 
stehen  übrigere  am  i-ten  Knotenpunkte  im  Gleichgewicht,  weil  die  Summe 
ihrer  X- Komponenten,  wie  ihrer  T-Komponenten  verschwindet.  Anderer- 
seits gehört  zu  dem  zweiten  Knotenpunkte,  den  etwa  die  Kante  hl  trägt, 
—  er  möge  j  heißen  ■^,  gemäß  der  für  die  Eckpunkte  des  Ausgangs- 
polyeders verabredeten  Umlaufmigsregel  (anders  ausgedrückt:  gemäß  dem 
für   unser   Polyeder    geltenden   Moebiusschen  Kantengcaetz)   eine  Kcaft: 

(4)  Xh--^bi  -bl,     Ylt==al-at, 

welche  der  Kraft  X^,  Tli  entgegengesetzt  gleich  ist.  Die  an  den  sämt- 
lichen Knotenpunkten  des  Diagramms  angreifenden  Kräfte  ergeben  also 
ein  län^s  der  Stäbe  des  Diagramms  wirkendes,  mit  sich  selbst  im  Gleich- 
gewicht stehendes  Selbstspannungssystem;  sie  ergeben,  wie  wir  kurz  sagen 
wollen,  eine  Selbstspannung  des  Diagramms. 

Ich  erinnere  noch  daran,  wie  man  (nach  Maxwell-Cremona)  von 
dem  so  gewählten  Ausgangspunkte  aus  das  zugehörige,  unserem  Diagramm 
reziproke  Diagramm  und  damit  den  Kräfteplan  unserer  Selbstspannung 
konstruiert:  man  hat  einfach  jeder  Polyederebene 

2^ax  +  by-\-c 
den  Punl^t 

(5)  X  ^b,    y^  —  a 

entsprechend  zu  setzen.  In  der  Tat  sind  dann  die  Kräfte  (3),  die  ent- 
lang den  Stäben  unseres  Diagramms  wirken  [unter  Einhaltung  einer  zu 
verabredenden  Zeichenregel],  der  Größe  und  Richtung  nach  durch  die 
die  Punkte  des  reziproken  Diagramms  verbindenden  Vektoren  gegeben. 
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3.  Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  sehen,  daß  man  den  geschilderten, 
von  Maxwell  herrührenden  Ansatz  ohne  weiteres  umkehren  kann.  Um 
die  hierfür  nötige  Überlegung  kurz  und  präzis  zu  fassen,  ist  es  zweck- 
mäßig, zwischen  die  Kanten  unseres  Diagramms  entsprechend  den  Seiten- 
flächen des  Ausgangspolyeders  Blätter  eingespannt  zu  denken  (deren 
einzelnes  also  eine  von  einer  Anzahl  Stabe  des  Diagramms  begrenzte 
Polygonfläche  vorstellen  wird).  Diese  Blatter  bilden,  zusammengenommen, 
eine  dem  Ausgangspolyeder  Punkt  für  Punkt  entsprechende  Mäche,  die 
also,  gleich  dem  Polyeder,  dem  Geschlecht  ji  =  0  angehört,  und  auf  die 
sich  unsere  auf  das  Ausgangspolyeder  bezügliche  Verabredung  betreffs  des 
Umlaufungssinnes  der  einzelnen  Eckpunkte  (Knotenpmikte)  überträgt.  Wer 
irgend  an  die  Vorstellung  einer  über  die  Ebene  mehrblätfcrig  ausgebreiteten 
Riemannsehen  Fläche  gewöhnt  ist,  wird  in  der  Erfassung  dieser  einen 
Teil  der  XF-Ebene  ebenfalls  mehrfach  überdeckenden  Hilfsfiäche  keinerlei 
Schwierigkeiten  finden. 

Man  stelle  nun  irgendeine  zu  unserem  Diagramm  gehörige  Selhst- 
spannung  auf.  Wir  erfahren  dann  aus  den  Gleichungen  (3)  für  jede 
Kante  des  Diagramms  zugehörige  Werte  der  al  —  «f ,  bl  —  6/,  aus  den 
Gleichungen  (2)  einen  zugehörigen  Wert  von  cl  —  cl.  Die  Frage  ist,  ob 
wir  von  der  Kenntnis  dieser  Differenzen  aus,  gestützt  auf  die  Aufeinander- 
folge der  Blätter  unserer  in  das  Diagramm  eingespannten  Hilfsfläche,  zu 
zugehörigen  Werten  der  al,  bl,  cl  selbst  und  damit  zu  einem  Maxwell- 
Polyeder  widerspruchsfrei  übergehen  können. 

Dies  ist  nun  in  der  Tat  der  Fall  und  zwar  in  der  Weise,  daß  wir 
für  eines  der  Blätter  unserer  Hilfsfläche  die  zugehörigen  a,b,  c,  —  sagen 
wir  als  ttp,  Öq,  Cq  ~  beliebig  annehmen  können,  dann  aber  alles  be- 
stint/mt  ist:  Zum  Beweise  wollen  wir  uns  folgende  Vorstellungs weise  bilden. 
Wir  wollen  die  gesuchten  a,b,c  als  Funktionswerte  auffassen,  die  zu  den 
einzelnen  Punkten  der  Hilfsfläehe  gehören,  die  also,  solange  sich  der  Punkt 
innerhalb  eines  Blattes  der  Hilfsfläche  bewegt,  konstant  bleiben,  jedesmal 
aber,  wenn  der  Punkt  über  eine  Kante  hinweg  in  ein  neues  Blatt  tritt, 
gemäß  den  Gleichungen 

{6)  Aa  =  al  —  al,  Ab  =  bl  —  bl,  0  =  Aa-x  +  A6-i/ +  Ac 
springen.  Die  Frage  ist  einfach,  ob  man  diese  DifEerenzengleichungen, 
von  den  irgendeinem  Punkte  der  Hilfsfläche  beigelegten  Anfangswerten 
<*o'  ''o'  ^0  beginnend,  über  unsere  Hilfsfläche  hin  eindeutig  integrieren 
kann,  und  diese  Frage  ist,  gemäß  bekannten  Theorien,  zu  bejahen,  weil 
unsere  Hilfsfläehe  dem  Gfeschlechte  p  =  0  angehört  und  die  Umkreisung 
eines  beliebigen  Knotenpunktes  (singulären  Punktes  der  Differenzen- 
gleichungen) allemal  ^Aa-^0,   ^A6  =  0,    ^Ac-^0  ergibt. 
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41so  Zii  'jedem  Selbstspannungssystem  unseres  Diagramms  gehört, 
nachdem  man  die  Konstanten  a^,  &u,  c^  willkürlich  angenommen  hat,  ein 
bestimmtes  Maiwellsches  Polyeder.  Eine  Abänderung  der  a^,  h^,  Cj,  be- 
deutet, daß  man  die  rechten  Seiten  der  Formeln  (1)  —  der  Gleichvmgen 
der  Reitenebenen  des  Polyedeis  —  alle  um  dieselbe  lineare  Funktion 
ax^hy-\-c  vermehrt.  Ist  die  Zahl  der  mögliehen  Selbstapannungen  oo", 
so  ist  dementsprechend  die  Zah!  der  zum  Diagramm  gehörigen  Maxwell- 
schen  Polyeder  00"+^.  Die  Zahl  der  reziproken  Diagramme  aber  ist,  weil 
in  den  Formeln  (5)  die  c  fortfallen,  nur  00"+^,  und  von  diesen  unter- 
scheiden sich  jedesmal  co^  nur  durch  eine  Parallel  Verschiebung  über  die 
Ebene  dea  Zeichenbrettes  hin. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  was  es  heißt,  zwei  an  demselben  Dia- 
gramm angreifende  Selbstspannungen  zu  addieren.  Genau  so  wird  man 
zwei  zu  demselben  Diagramm  gehörige  Maxwellsche  Polyeder  addieren 
können.  Man  vereinigt  zu  dem  Zwecke  einfach  die  beiden  demselben 
Blatte  der  Hilfsfläche  entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Polyeder: 

z -^  a' X -\- h' y  -\-  c'     und     z=--a" x-\-  h"  y  -^  c" 
zu  der  neuen  Ebene 

(7)  %  -  {a'x-\-  b'y  +  c')  -\- {a"  x  ^- b"  y  +  c"). 

Die  Selbetspannungen  und  die  Polyeder  bilden  in  diesem  Sinne  je  eine  linea/re 
Schar.  Gibt  es  n  „linear-unabhängige"  Selbstspanmmgen  S^,  S^, . , .,  S^, 
so  stellt  sich  die  allgemeinste  Selbefcspannung  des  Diagramms  in  der  Gestalt 

(8)  X^S^+X^8^  +  ...+?.,^S^ 

dar,  wo  die  X  beliebig  zu  wählende  Konstante  sind.  Es  gibt  dann  (n  -f-  3) 
linear -unabhängige  Maxwellsche  Polyeder;  der  Überschuß  der  drei  Ein- 
heiten kommt  auf  die  drei  vorhin  eingeführten  Integrations konstanten. 
Ebenso  gibt  es  (n  +  2)  linear-unabhängige  reziproke  Diagramme. 

3.  In  dem  oben  zitierten  Aufsatze  von  Wieghardt  und  mir 
[Abh.  LXXVII]  ist  bereits  angedeutet,  wie  sich  die  soweit  entwickelten 
Sätze  modifizieren,  wenn  die  Hilfsfläche,  die  in  die  Stäbe  des  Diagramms 
eingespannt  ist,  höheres  Geschlecht  [p  >  0)  besitzt;  ich  gehe  hierauf  gegen- 
wärtig nicht  näher  ein.  Dagegen  wurde  damals  nur  erst  gefragt,  welche 
Bewandtnis  es  mit  solchen  Diagrammen  haben  mag,  die,  durch  Einfügung 
geeigneter  Blätter  vervollständigt,  als  Projektion  einseitiger  Polyeder 
erscÄeittett  („Moebiusscher"  Polyeder,  bei  denen  man  keine  zwei  Flächen- 
seiten unterscheiden  kann,  weil  die  eine  Fläohenseite  des  einzelnen  Be- 
grenzungepolygone beim  Hinschreiten  über  das  Polyeder  kontinuierlich  in 
die  andere  Flächenseite  des  Begrenzungspolygons  übergeht). 
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Diese  weitere  Frage  zu  beantworten  ist  der  eigentliche  Zweck  meiner 
diesmaligen  Mitteilung.  Ich  werde  mich  dabei,  um  der  Auffassung  keine 
zu  großen  Schwierigkeiten  zu  bieten,  auf  die  Besprechung  eines  einzelnen 
möglichst  einfach  gewählten  Falles  beschränken  (bei  der  dann  die  all- 
gemeine Sachlage  von  selbst  hervorleuchtet). 

Dabei  sei  folgende  Bemerkung  vorausgeschickt.  Ich  habe  die  genannte 
Frage  wiederholt  in  Fachkreisen  gestellt  und  habe,  weil  die  Betrachtung 
des  einseitigen  Polyeders  zunächst  zu  gewissen  Unstimmigkeiten  führt, 
dann  woh!  die  Antwort  erhalten:  besagtes  Polyeder  möge  für  die  Be- 
stimmung der  zum  Diagramm  gehörigen  Seibetspannungen  bedeutungslos 
sein.  Wer  an  den  organischen  Zusammenhang  der  geometrischen  Wahr- 
heiten glaubt,  wird  eine  solche  Ansicht  von  vornherein  nicht  teilen  können. 
Die  folgenden  Betrachtungen  zeigen,  daß  die  Sache  in  der  Tat  ganz 
andere  liegt. 

4.  Das  ebene  Diagramm,  welches  wir  als  Beispiel  wählen,  besteht 
einfach  aus  den  15  Stäben,  welche  sechs  Knotenpunkte  (die  /,//,...,  VI 


Fig.  2,  Fig.  3. 

genannt  werden  sollen)  verbinden.  Der  Übersichtlichkeit  wegen  mögen 
wir  uns  die  Punkte  so  gewählt  denken,  daß  /,...,  V  die  Ecken  eines 
regulären  Fünfecks  bilden,  in  dessen  Mittelpunkt  VI  liegt.  Wir  haben 
dann  Fig.  1, 

Dieses  Diagramm  läßt  sich  nun  folgendermaßen  zu  einer  geschlossenen, 
aus  zehn  Dreiecksflächen  bestehenden  und  dabei  „einseitigen"  Hilfsfläche 
ausgestalten. 

Wir  verbinden   zunächst  die  Ecken  I . .  .V  durch  die  fünf  Dreiecke : 

iiiiii,  um IV,  III 17  V,  IV  VI,  VI  11, 

wie  es  in  der  obenstehenden  Fig.  2  angedeutet  ist;  diese  fünf  Dreiecke 
bilden  in  ihrer  Aufeinanderfolge  ein  übrigens  wohlbekanntes  Beispiel  eines 
in  sich  zurücklaufendes  Moebiusscben  Blattes  (bei  dem  man  durch  Um- 
laufung von  der  oberen  Seite  eines  der  fünf  Dreiecke  auf  die  untere  Seite 
i  Dreiecks  kontinuierlich  hinüberkommt). 
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Sodaim  verbinden  wii  den  Punkt  VI  mit  den  „freien"  Kanten  dieses 
Blattes,  d.  h.  mit  den  Kanten 

////,   HIV,    VII,    HIV,   IV I 
durcli  die  fünf  Dreiecke: 

/  iii  VI,  in  V  VI,  V II  VI,  u  IV  VI,  IV  i  vi, 

womit  die  Konstruktion  unserer  Hilfsfläclie  vollendet  ist. 

Da  unsere  Hilfsfläclie  aus  lauter  Dreiecken  beetett,  ao  hat  es  keine 
Schwierigkeit,  das  allgemeinste  Raumpolyeder  zu  konstruieren,  dessen 
Orthogonalpiojektion  sie  ist.  Wir  errichten  einfach  in  den  Punkten 
I,II,...,  VI  gegen  die  Zeichenebene  beliebige  Perpendikel,  deren  End- 
punkte 1,  2,, . .,  6  heißen  sollen,  und  verbinden  die  Raumpunkte  1,  2, . . .,  6 
genau  so  durch  Dreiecke,  wie  es  eben  zwecks  Konstruktion  der  Hilfsdäche 
mit  den  Punkten /,//,...,  F/ geschehen  war  (Fig.  3  auf  S.696}.  Das  so 
eidstehende  Polyeder  hängt,  der  Willkür  der  sechs  Perpendikel  entsprechend, 
von  sechs  Konsitmten  ab.  Daß  es  einseitig  ist,  folgt  aus  der  Einseitigkeit  der 
Dreieckszone  Fig.  2,  Übrigens  stellt  es  gerade  dasjenige  einfachste  Bei- 
spiel einer  einseitigen  Fläche  vor,  welches  Moebius  seinerzeit  selbst  ge- 
geben hat'). 

Betrachten  wir  nun  die  staMschen  Eigenschaften  unseres  Diagramms. 

a)  Aus  der  allgemeinen  Abzahlung  folgt,  daß  es  (15  —  2-6  +  3)  ^  6 
linear- unabhängige  Selbstspannungen  zulassen  muß,  und  in  der  Tat  ist  es 
sehr  leicht,  solche  sechs  Seibetspannungen  zu  konstruieren.  Ich  gebe  als 
Beispiel  die  folgenden: 

Nr,  1...5:  nur  drei  der  von  VI 
auslaufenden  Stäbe,  zwei  Diagonalen  und 
eine  Fünfecksseite  sind  gespannt;  vgl. 
die  nebenstehende  Fig.  4. 

Nr.  6:   längs  der  5  von  VI  auslau- 
fenden Stäbe  herrschen  gleiche  Spannun-  ■ 
gen,   ebenso  längs  der  fünf  Diagonalen  ^'^-  ^-  -^'S-  ^■ 

des  Fünfecks.    Vgl.  die  Fig.  5. 

Diese  Beispiele  von  Selbstspannungen  können  auch  ohne  weiteres 
aus  Maxwellschen  Polyedern  abgeleitet  werden:  jede  der  Figuren  4  ist 
als  Projektion  eines  Tetraeders  anzusehen,  Fig.  5  als  Projektion  einer 
auf  einem  üb  erschlagenen  Fünfeck  errichteten  Pyramide. 

b)  Andererseits  überzeugt  man  sich,  daß  die  allgemeinste  zu  unserem 
Diagramm  gehörige  Selbstspannung  keineswegs  aus  unserem  einseitigen 
Polyeder   in   Maxwellscher   Weise   abgeleitet   werden   kann.      Schon   die 

')  [Vgl.  Ges.  Werke,  Bd.  II,  S.  520.] 
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Anzahlen  stimmen  nicht.  Denn  die  oo'^  Polyeder  würden  nur  oo^  Selbst- 
spannungen liefern.  Aber  man  bemerkt  bald,  daß  unser  Polyeder  vher- 
ha-wpt  nickt  in  Maxivellscher  Weise  benutzt  werden  kann.  Es  war  doch 
der  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  in  Nr.  1,  daß  jeder  Eckpunkt 
unseres  Polyeders  in  bestimmtem  Sinne  umlaufen  werden  sollte.  Zu  dem 
Zwecke  mußten  wir  die  beiden  „Seiten"  der  Polyederfläche  unterscheiden 
und  für  die  eine  Seite  den  Uhrzeigersinn  der  Umlaufung  verabreden. 
Dies  ist  hier,  weil  wir  ein  einseitiges  Polyeder  haben,  nicht  möglich. 
Setzen  wir  willkürlich  fest,  daß  die  Ecke  (i)  des  Polyeders  in  bestimmtem 
Sinne  umlaufen  werden  soll,  und  verschieben  diesen  Umlaufungssinn  über 
die  Fläche  des  Polyeders  hin,  so  erhalten  wir  bei  geschickter  Wahl  des 
Weges  für  die  Ecke  (i)  den  entgegengesetzten  Umlaufungssinn,  Die  Vor- 
zeichen der  Kraßkomponenten  in  den  Formeln  (3)  lassen  sich  also  nicht 
fixieren,  oder,  wenn  man  lieber  will:  nachdem  man  sie  unter  Pestsetzung 
eines  bestimmten  Umlaufungssimies  für  den  Punkt  (*)  angenommen  hat, 
ergibt  sich  hinterher,  daß  ebensowohl  die  entgegengesetzten  Vorzeichen  zii 
gelten  haben. 

c)  Es  muß  interessant  sein,  diese  Verhältnisse  am  reziproken  Dia- 
gramm zu  verfolgen.  In  der  Tat;  da  wir  ein  Polyeder  haben,  so  haben 
wir  auch  (gemäß  den  Formeln  (5))  ein  reziprokes  Diagramm.  Dieses  muß 
dann  so  beschaffen  sein,  daß,  wenn  wir  eine  Seite  desselben  als  einen 
längs  der  entsprechenden  Seite  des  ursprüngHcLen  Diagramms  herrschenden 
Zug  deuten,  nach  Durchlaufung  des  ganzen  Diagramms  herauskommt,  daß 
sie  ebensowohl  als  Maß  eines  längs  der  korrespondierenden  Seite  des  nr- 
■Bprünglichen  Diagramms  wirkenden  Drucks  zu  gelten  hat! 

6.  In  die  solcherweise  zunächst  entstehende  Verwinrung  bringen  wir 
Ordnung,  indem  wir  unser  einseitiges  Polyeder  (wie  ich  es  bei  einseitigen 
Flächen  in  früheren  Arbeiten  wiederholt  getan  habe*),  und  wie  es  übrigens 
heute  allgemein  geläufig  ist)  doppelt  überdeckt  denken  und  somit  durch 
eine  zweiseitige  Fläche  der  doppelten  Ecken-,  Kanten-  und  Flächenzahl 
ersetzen,  deren  Ecken,  Kanten  und  Flächen  paarweise  mit  den  Ecken, 
Kanten  und  Flächen  des  einseitigen  Polyeders  zusammenfallen.  Unser 
ebenes  Diagramm,  bez.  die  mit  ihm  verbundene  „Hilfsfläche",  ist  eine 
Doppelprojektion  dieses  zweiseitigen  Polyeders,  und  wir  erhalten,  wenn 
wir  von  diesem  Polyeder  im  Sinne  von  Nr.  1  Gebrauch  machen,  für  jeden 
Stab  unseres  Diagramms  einen  Zug  und  einen  Druck,  die  sich  gegenseitig 
aufheben;  wir  erhalten  für  unser  Diagramm  eine  Nullspannung.  Wir 
haben  keinen  Widerspruch  mehr,  sondern  etwas  in  sich  Klares,  das  aber 
zunächst   enttäuscht;   die  oo*  einseitigen  Polyeder,  als  deren  Projektion 

*)  [Siehe  z.  B.  meine  Abhandlung  „Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der 
J'läflhen"  Nr.  XXXVI  des  vorliegendea  Bandes,  Bpeziell  8.  64,  65.    K.j 
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unser  Diagramm  angesehen  werden  kann,  ergeben  für  dieses,  gemäß  der 
neuen  Auffassung,  lauter  Nvllspcmnungen. 

Und  doch  ist  der  Ansatz  gewonnen,  durch  dessen  Verfolg  wir  nun 
zur  positiven  Erledigung  des  Selbstspannungsproblems  für  unser  Diagramm 
kommen.  Mögen  wie  vorab  verabreden,  die  Seitenflächen  unseres  einseitigen 
Polyeders,  die  vom  Eckpunkte  (i)  auslaufen,  folgendermaßen  durch 
Gleichungen  zu  bezeichnen: 
(9)  z  =  4x  +  ßiy^yi. 

"Übrigens  aber  wollen  wir  jetzt  das  allgemeinste  zweiseitige  Polyeder 
(mit  der  doppelten  Ecken-,  Kanten-  und  Plächenzahl)  konstruieren,  dessen 
Doppelprojektion  imser  Diagramm,  bez.  die  zu  ihm  gehörige  Hiiisfläche 
ist,  dessen  Ecken,  Kanten  und  Seitenflächen  nun  aber  nicht  mehr  paar- 
weise zusammenzufallen  braiichen! 

Besagte  Konstraktion  machen  wir  in  einfachster  Weise,  indem  wir 
den  sechs  Knotenpunkten  I,II,  ...,  VI  unseres  Diagramms  je  zwei,  be- 
liebig über  ihnen  gelegene  Eaumpunkte  zuordnen  und  die  so  hervor- 
kommenden zwölf  Punkte  in  zweckmäßiger  Weise  durch  Dreiecksflächen 
verbinden. 

Folgendermaßen  etwa.  Mögen  unsere  Eaumpunkte  in  nicht  mißzu- 
ver  stehend  er  Weise  mit 

1'     2'      3'      4'      5'      6' 
1"     2"     3"     4"     5"     (>" 
bezeichnet  werden.     Wir  konstruieren   dann   vor   allen   Dingen  eine   Auf- 
einanderfolge von  zehn  Dreiecken 

(1'2"3'),     (2"3'4"),     (3'4"5'),     {4"5'1"),     (5'1"2'), 
(1"2'    3"),     (2'3"4'),     (3"4'5"),     (4'5"1'),     (5"  1'  2"), 
die   eine   Eingfläche   mit  zwei  Eändern  vorstellt,  welche   beziehungsweise 
aus  folgenden  fünf  Kanten  bestehen: 

erster     Rand:     (1'  3'),     (3'  5'),     (5'  2'),     (2'  4'),     (4'  1'), 
zweiter  Eand:     (1"3"),     (3"  5").     (5"  2"),     (2"  4"),     {4"  1"). 
Und  nun  ■  gehen  wir  zu  einem  geschlossenen  Polyeder  über,  indem  wir 
von  6'  aus  auf  den  ersten  Rand  und  von  6"  aus  auf  den  zweiten  Eand 
eine  geschlossene  Pyramide  aufsetzen. 

Jedes  ao  hervorkommende  (zweiseitige)  Polyeder  wollen  wir  weiter- 
hin ein  Doppelpolyeder  nennen.  Es  gibt  immer  zwei  Ebenen  des  Doppel- 
polyeders,  welche  der  Ebene  (9)  deg  einseitigen  Polyeders  entsprechen; 
diese  mögen  durch  folgende  Gleichungen  bezeichnet  sein : 

(10J  U^<^'t'  ^  +  K'  y  +  c^\ 
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Wir  statten  nunmehr,  gemäß  der  Verabredung  von  Nr.  1,  die  sämt- 
lichen Ecken  des  Doppelpolyeders  mit  einem  bestimmten  Umlauf ungssiime 
aus.     Möge  dabei,  was  den  Eckpunkt  (i')  angeht,  auf  die  Seitenfläche 

z  =  a'i,'x  +  K'y-\-c'(,\ 

z-—a'i\  +  J)i^y^c'[* 
folgen,  so  wird  umgekehrt,  was  den  Eckpunkt  («'")  betrifft,  die  Ebene 

vorangehen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  wir  nun,  ganz  im  Simie  von 
Nr,  1,  aus  unserem  Doppelpolyeder  für  das  vorgegebene  Diagramm  eine 
Selbstspannung  ableiten.  Es  genügt  wieder,  die  Komponenten  der  Kraft 
anzugeben,  welche  im  Punkte  (i)  des  Diagramms  entlang  der  Kante  (kl) 
wirken.  Insofern  (i)  Projektion  von  {i')  ist,  erhalten  wir  nach  den 
Formeln  (3)  die  Kraftkomponenten ; 

(11')  b'i^~b'i\     a't^  —  al\ 

insofern  aber  {i)  Projektion  von  {i")  ist,  müssen  wir  nach  der  gerade 
gemachten  Bemerkung  die  Vorzeichen  umkehren  und  haben  als  Kraft- 
komponenten : 

(11")  b'/'  —  bk\     at*  —  a"\ 

Wir  haben  also  insgesamt  längs  unserer  Kanten  (kl)  im  Punkte  [i)  an- 
greifend die  Kraft: 

(12)      Xif  =  ftj'  —  6;'  -I-  6;"  —  b'^\     Yi'i'  ="  «/'  —  %'  +  «i''  —  ß"'- 

Damit  haben  uii  für  unser  Diagramm  wirklich  eine  Selbstspannung 
konstruiert,  —  jedem  unserei  Doppelpolyeder  entsprechend  eine.  Und  die 
Nullspannung,  die  wii  aus  dem  einseitigen  Polyeder  ableiteten,  ordnet 
sich  hier  ein.  Denn  eb  ist  klar,  daß  die  gerade  hingeschriebenen  Werte 
der  Xtf ,  Yif  sämtlich  Null  werden,  wenn  die  Ebenen  a',  5',  c'  mit  den 
Ebenen  a  ,b  ,c  durchweg  in  die  Ebenen  (9)  zusammenfallen,  d.  h,  wenn 
unser  Doppelpolyeder  in  die  Doppelüberdeokung  eines  einseitigen  Polyeders 
übergeht. 

6.  Die  Behauptung  wird  nun  sein,  daß  mit  den  Formeln  (12)  das 
Spannungsproblem  unseres  Diagramms  tatsächlich  erledigt  ist.  Zu  dem 
Zwecke  wird  zweierlei  zu  zeigen  sein; 

1)  das  jede  Selbstspannung  des  Diagramms  durch  Fonneln  (11)  ge- 
wonnen werden  kann. 
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2)  wie  die  Differenz  zwischen  der  Zahl  der  Doppdpolyeder  (oo^")  und 
der  Zahl  der  Selbatspannungm,  (co^)  zit  erklmm  ist. 

Beides  erledigt  sich  auf  Grund  der  voraufgeschiciiten  Betrachtungen 
in  ganz  loiapper  Form. 

Ad  1).  Es  wird  hier  zweckmäßig  sein,  neben  das  vorgegebene  Dia- 
gramm und  seine  HiHsfläche,  welche  Doppelprojektionen  des  Doppel- 
polyeders sind,  nunmehr  ein  Doppeldiagramm,  bez.  eine  Doppelhilfsfläcke 
zu  stellen,  die  als  einfache  Projektionen  unseres  Polyeders  definiert  sein 
sollen.  Jeder  Kante  des  ursprünglichen  Diagramms  entsprechen  zwei 
über  einander  hegende  Kanten  d€&  Doppeldiagramms,  imd  wenn  man  für 
die  Kante  (kl)  des  ursprünglichen  Diagramms  die  Forme!  (12)  hat,  so 
hat  man  für  die  beiden  entsprechenden  Kanten  des  Doppeldiagramms  bez. 
die  Formeln  (11')  und  (11").  Auf  unser  Doppeldiagramm,  bez.  die  mit 
ihm  verbundene  Hilfsfläche,  finden  nun  mimittelbar  die  Entwicklungen 
unserer  Nr,  2  Anwendung.  Ist  doch  diese  Hilfefläche  eine  zweiseitige 
Fläche  vom  Geschlecht  p  =  0.     Jede   zu  dem  Doppeldiagran 

mnung  wird  also  in   Maxwellscher  Weise  durch  eines  i 

•  (und  damit  durch  oo'  unserer  Doppelpolyeder)  geliefert. 
Es  bleibt  zu  überlegen,  daß  man  jede  auf  das  ursprüngliche  Diagramm 
bezügliche  Selbstspannung  in  eine  Selbstsspannung  des  Doppeldiagramms 
verwandeln  kann.  Dies  geht  aber  gewiß  in  der  Weise,  daß  man  die  zur 
einzelnen  Kante  des  arsprünglichen  Diagramms  gehörige  Spannung  zu 
gleichen  Hälften  auf  die  beiden  über  ihr  liegenden  Kanten  des  Doppel- 
diagramms verteilt.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  die  Kräfte  (11')  und  (11") 
einander  gleich  sind,  und  von  hier  aus  kann  man  durch  geschickte  Wahl 
der   drei   zur   Verfügung  stehenden  Konstanten  erreichen,   daß  allgemein 

(13)  at=~ai\    ht=  —  bk\    c^' =  —  d''. 

Man  kann  also  zu  jeder  Seibstspannung  des  ursprünglichen  Diagramms 
mcht  nur  überhaupt  ein  Doppelpolyeder  konstruieren,  sondern  insbesondere 
ein  solches,  das  hinsichtlich  der  XY-Ebene  sein  eigenes  Spiegelbild,  ist. 
Ad  2)  ergibt  sich  volle  Aufklärung,  indem  wir  auf  den  BegrifE  der 
Addition  zweier  zu  demselben  Diagramm  (i.  e.  derselben  Hilfsfläche)  ge- 
hörigen Polyeder  zurückgehen  (Nr.  2).  Es  ist  ganz  klar,  daß  die 
Formeln  (12)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  zu  dem  gewählten  Doppel- 
polyeder ein  beliebiges  einseitiges  Polyeder  unserer  Polyederschar  addiert, 
also  die  Ebenen  (10)  durch  folgende  ersetzt: 

U  -^  ßt"^  +  &r'y  +  4''  +  i4i3i  +  ßly  +  rl. 

Hier  enthalten  die  al,  ßl,  yl  im  ganzen  sechs  wülkürhche  Parameter  und 
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SO  bestimmen  also  jedesmal  co^  Doppelpolyeder  in  unserem  Diagramm  die- 
selbe Selbstspannung.  Dies  also  ist  die  Bedeutung  der  einseitigen  Flächen 
für  die  Selbstspannungen  unseres  Diagramms,  daß  sie  gestatten,  alle 
Doppelpolyeder,  welche  dieselbe  Selbstspannung  liefern,  auseinander  ab- 
zuleiten. 

Unter  den  Doppelpolyedern,  welche  dieselbe  Selbstspannung  liefern, 
findet  sich  dann  in  der  Tat  immer  eines,  welches  hinsichtlich  der  XY- 
Ebene  sich  selbst  symmetrisch  ist.    Man  braucht  nur  in  den  Formeln  (14) 

(15)  4^  —''U{ak'n-o,'&'),    ßk=  -  '■UCb'k'  +  b".'),    ?'j  =  -  Va(cs'  + cD 

zu  setzen. 

7.  Von  der  Menge  der  Einzelbemerkungen,  die  sich  hier  aufdrängen, 
sei  nur  folgende  hervorgehoben.  Ich  will  die  2 -Ordinalen,  die  zu  den 
Polyedereckpunkten  (»')  und  («'")  des  Doppelpolyeders  gehören,  einen 
Augenblick  z/  und  s/'  nennen,  während  die  2-Koordinate  des  ent- 
sprechenden Eckpunktee  der  einseitigen  Fläche  d  heißen  mag.  Die  sechs 
Größen  f^  (i  =  1,  2,  . . .,  6)  können  beliebig  angenommen  werden.  Anderer- 
seits verwandelt  sich  s/  gemäß  (14)  in  sZ-j-^;,  z"  in  z" -\- d-  Die 
Differenz  2/  —  2/'  ist  also  das  bei  der  Umwandlung  Unveränderliche.  Wir 
werden  sagen,  daß  alle  und  nur  diejenigen  Doppelpolpeder  für  unser 
Diagramm  je  dieselbe  Selbstspanmmg  ergeben,  deren  beide  Schalen  an 
den  Stellen  1,  2,  ,..,  6  gleich  stark  auseinander  klaffen. 

Übrigens  verweise  ich  wieder  darauf,  daß  alle  diese  Angaben  über 
die  Doppelpolyedei  in  den  zugehörigen  reziproken  Diagrammen  eine 
charakteristische  Deutung  finden  müssen. 

Ich  stelle  mir  schließlich  die  Aufgabe,  die  besonderen  Fälle  der 
Selbstspannung,  auf  welche  sich  Fig.  4  und  5  beziehen,  in  unsere  allgemeine 
Betrachtung  einzuordnen. 

Wir  hatten  als  Maxwellsches  Polyeder  im  Falle  4  ein  Tetraeder,  im 
Falle  5  eine  sich  überschlagende  fünfseitige  Pyramide,  Wir  wollen,  was 
frei  steht,  dieses  Tetraeder  mit  seiner  Kante  34,  bez.  die  Pyramide  mit 
ihrer  Gfrundebene  12345  auf  die  XT- Ebene  aufsetzen.  Wir  spiegeln 
jetzt  beide  Polyeder  an  der  ZT- Ebene  und  ersetzen  so  das  Tetraeder 
durch  ein  Doppeltetraeder,  die  Pyramide  durch  eine  Doppclpyramide.  Die 
so  entstehenden  Doppelpolyeder  ergeben  dann  für  unser  Diagramm  im 
Sinne  der  Formeln  (12)  gleichfalls  Spannungen  vom  Typus  der  Figuren 
4  und  5. 

Es  ist  die  Frage,  wie  wir  diese  Spannungen,  bez.  Doppelpolyeder 
aus  der  allgemeinen  Konstruktionsvorschrift  der  Nr.  5  herausbringen.  Bei 
der  Doppelpyramide  ist  die  Antwort  unmittelbar.    Wir  werden  die  z{,  z" 
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für  ^  =  1,  2,  3,  4,  5  gleich  Null  nehmen  und  übrigens  z^'  =  —  z^"  setzen. 
In  dem  anderen  Falle  verfahre  ich  so.  Ich  lege  durch  die  Kante  ZJ/, /F 
des  Diagramms  irgend  zwei  Ebenen,  welche  zur  J^iT-Ebene  spiegclbildHeh 
liegen.  Nun  nehme  ich  1",  2',  3',  4',  5',  6'  in  der  einen  dieser  Ebenen, 
1',  2",  3",  4",  5",  6"  in  der  anderen  (vertikal  über  bez.  unter  I,II,  ...,  VI) 
an  (wobei  natürlich  3'  und  3",  4'  und  i"  zusammenfallen).  Führt  man 
für  diesen  Fall  die  Konstruktion  des  Doppelpolyedere  gemäß  den  An- 
gaben von  Nr.  5  durch,  so  erhält  man  in  der  Tat  zwei  Tetraeder,  die  so 
liegen,  wie  vorhin  (nur  daß  die  Spitze  6'  des  ersten  Tetraeders  noch  in 
der  Grundfläche  1",  3",  4"  des  zweiten  liegt,  und  umgekehrt,  was  eine 
für  die  Bestimmung  der  Selbstspannung  unseres  Diagramms  unwesentliche 
Spezialisierung  ist). 

Göttingen,  den  31.  März  1909. 
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LXXIX.  Zu  Painleves  Kritik  der  Coulombschen 

Reibungsgesetze  '■). 

[ZoiUchrift  für  Mathematik  und  Physik,  Bd.  58  (1910),] 

„Wir  hatten  uns  die  Gesetze  der  gewöhnlichen  trockenen  Reibung 
durch  untenstehende  Fig.  1  veranBchauHcht,  in  welcher  die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  Feibenden  Körper  gegeneinander  ala  Abszisse,  der  Betrag 
der  Reibung  als  Ordinate  aufgetragen  ist.  Dabei  bedeutet  P  den  Normal- 
druck, der  die  Körper  aneinand erpreßt,  /i  ist  der  Reibungskoeffizient  der 
Bewegung,   ^^  der  Reibungskoeffizient   der   Rohe.     Man  erkennt,  daß  die 


AP 


^.x-Rkhkmp 


Pig.  i.  Fig.  2. 

Reibungskraft  für  alle  positiven  Werte  von  v  denselben  negativen  Wert 
{—  fiP),  für  alle  negativen  Werte  von  v  denselben  positiven  Wert  (-|-  ^P) 
hat,  für  «>  =  0  aber  aller  Werte  fähig  ist,  die  zwischen  (—  /^qP)  und 
{-I-  ^i^P)  liegen. 

„Diese  Gesetze,  die  man  gewöhnlich  nach  Coulomb  benennt  (der  um 
1780  besondere  sorgfältige  Versuche  zu  ihrer  Prüfung  anstellte),  sind  neuer- 
dings von  Painleve  einer  eingehenden  Kritik  unterzogen  worden,  die  in 
der  Behauptung  gipfelt,  daß  selbige  bereits  in  ganz  einfachen  Fällen  zu 
logischen  Widersprüchen  mit  den  Prinzipien  der  Mechanik  führen').  Ich 
bin  hierüber  mit  Prof,  Prandtl  in  Verbindung  getreten,  und  dieser  ent- 
wickelt an  der  Hand  des  einfachsten  der  von  Painleve  aufgestellten  Bei- 
spiele eine  ganz  andere  Auffassung,  die  er  experimentell  bestätigt,  und 
über  die  hier  berichtet  werden  soll. 


^)  [Aus  einer  im  Winter semeBter  1908/09  gehaltenen  Vurlesung.] 

^)  Betreffend   die  Literatur  dea  Gegenstandee  wolle   der  Leser  die  Angahen  vc 

Sfcäckel   in  Nr.  6  des  Artikels  üher  elementare  Dynamik  (abgeschlossen  1908)   i 

Bd,  IV,  der  mathematischen  Enzyklopädie  vergleichen. 
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„Es  handelt  sich  um  folgende  mechanische  Aufgabe.  Zwei  Masseupunkte 
voa  den  Massen  m^  und  m^,  die  durch  eine  gewichtslose  Stange  von  der 
unveränderlichen  Länge  l  verbunden  sind,  sollen  sich  auf  zwei  parallelen 
Geraden  bewgen  I  Fig  2  auf  S  704)  die  Führung  von  m^  öoll  den  Rejbungs 
koeffizienfcen  /(  bez  iig  haben  die  von  m  aber  soll  vollkommen  glatt 
sem  Die  Abszissen  \on  «j^  und  m  mögen  ^J  und  a,  heißen  der  A\]jikel 
den  die  stangt.  l  mit  der  positiven  Äbfzissennchtung  bildet  c  Auf  m 
wnke  nui  die  Rpaktion  der  Führung  und  der  Verbmdung&stange  7  auf  m^ 
außerdem  eine  ni  Riühtung  dei  positiven  x  wirkende  konstante  Krift  A^ 
und  die  \on  der  Führung  längs  der  Geraden  henuhrende  Reibungskraft 
VkV   haben  dmn  zunichst  die  geometnwhe  Bedingung 

(1)  x._  -  x^  ^-^  Uo3  a 

und  übrigens,  wenn  der  längs  der  Stange  wirkende  Druck  mit  ?.  bezeichnet 
wird,  die  Bcwegungsgleichungen : 

(m„x"  =-  ).  cos  a, 

(2)  I      3    ^ 

!_m^«"  =--=  Xj     ■ }.  cos  ß  —  [fi)  X  sin  a. 

Hier  ist  {/()  der  im  einzelnen  Momente  in  Betracht  kommende  Reibungs- 
koeffizient, also,  sobald  Ruhe  vorliegt: 

(3)  --i^£{ß)  £  +  ,>„, 
sobald  aber  Bewegung  eintritt,  (,«)=  ± ,'(  und 

(4)  (,.)■'■■«;  ><!■ 

Die  Paradoxien,  welche  Painleve  bei  der  weiteren  Behandlung  dos  Pro- 
blems findet,  stecken  in  dieser  Ungleichung  (4). 

,,Um  diese  Paradoxien  hervorzukehren,  genügt  es,  wie  nun  geschehen 
mag,  den  Fall  m^  =  Wj  =  1  zu  betrachten.  Da  infolge  von  (1)  x!l  =  x'^ 
ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  ohne  weiteres 

(•■>)  '-zso^f-';  w.- 

Es  ^It  diese  Formel  zu  diskutieren. 

„Wir  knüpfen  dabei  mit  Painleve  an  den  Fall  der  Bewegung  an 
{wo  (/()^  ±  i"  i^*)  ^^^  werden  übrigens  zweckmäßigerweise  von  vorn- 
herein zwei  Hauptfälle  unterscheiden,  je  nachdem 

;  /t  sin  a  l  s;  |-2  cos  «  | ; 

sollte  I  /*  sin  a  !  =  I  2  cos  «  |  sein,  so  sprechen  wir  vom  Übergangsfall.    Da 

sin  K  in  der  Figur  2  notwendig  positiv  ist,  wirft  sich  diese  Unterscheidung 

auf  den  absoluten  Wert  von  tang  k.     Im  ersten  Hawptfalle,  wo 

j  taftgß  i  <  ■"  , 
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sprechen  wir  von  einer  flach  gestellten  Stange  (Fig.  3),  im  zweiten  Haupt- 
falle, wo  ,  ,  I        2 
I  tang  a  I  >    - , 

von  einer  steil  gestellten  (Fig  4).    Im  ersten  Hauptfalle  stimmt  das  Vor- 
zeichen von  X  (da  wir  JT^  von  vornherein   als  positiv  nahmen)  mit  dem- 


Fig.  8.  Fig,  4. 

jenigen  von   cos  k  überein,    iin    zweiten    Hauptfalle    mit   dem   Vorzeichen 
von  {fi)  =  ±  /t. 

„Es  sei  nun  für  i  ^-  0  eine  von  KuH  verschiedene  Anfangsgeschwindig- 
keit x[{^x^  gegeben.  Was  wird  eintreten?  Wir  unterscheiden  inner- 
halb eines  jeden  unserer  beiden  Hauptfälle  je  nach  dem  Vorzeichen  von 
x[  und  dem  Vorzeichen  von  cos  a  vier  Unterfälle  und  vereinigen  die  Er- 
gebnisse der  Überlegung  je  in  einer  Tabelle.  Wir  erhalten  dann  aus  der 
Ungleichung  (4)  für  den 

Hauptfall  I  (flach  gestellte  Stange) 

cos  ß  >  0  :  ^  >  0  (Druck)  cos  a  <  0  :  ^  <  0  (Zug) 

xl>0   (^)=-f/(  fl^i' >  0    (ft)=—ft 

x;<o  (/*)-.-/(  <<o  (/^)  =  -l-," 

Dagegen  für  den 

Hauptfall  II  (steil  gestellte  Stange) 


cos'K<0;^^0,  jenachdem('/i)=^  ±/*- 

x^  >  0   (/i)  nach  Belieben  ^  +  /t 
xl  <  0    Widerspruch  mit  (4) 
Die  Fälle   eines  positiven   und   eines  negativen   cos  u   sind  hier   also 

nicht  unterschieden  und  es  wird  das  Resultat  auch  für  cos  «  ^  0  Geltung 

haben.  —  Endlich  erhalten  wir  für  den 


cos«>0:A^O,  jenachdemf/()  =  +/i 

x[  >  0  (/()  nach  Belieben  =--  ±  ,m 
aTj'  <  0  Widerspruch  mit  (4) 


"Übergangsfall 


cosK  >  0  :  A  >  0  oder  co,  je  nachdem  1  cosk  <  0  :  ^  <  0  oder  oü,  je  nachdem 

(/O—  ±,"  i  (^)=  +/^ 

und   von   hier   aus,    wenn   wir    nur  die    endlichen   Werte   von   X    berück- 
sichtigen wollen: 

xl>0  :  i/A.)  =  +  /i  1      x^>0  :(/i)=--  —  /ii 

xl<0  Widerspruch  mit  (4)  [      x[  <  0    Widerspruch  mit  (4). 
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„Die  Tabelle  für  den  Haupfcfall  I  stimmt  mit  dem,  was  wir  erwarten 
werden.  Sie  gibt  in  jedem  Unterfalle  einen  bestimmten  Wert  von  (/*) 
und  damit  von  ^;  die  BescHeimigung  /  cos«  des  Punktes  «^  ist  in  jedem 
Falle  positiv,  —  Dagegen  erscheint  das  Resultat  im  Hauptfalle  II  durchaus 
paradox,  indem  sich  entweder  zwei  Werte  von  (/()  und  damit  von  X  cos  k, 
oder  keiner  als  zulässig  erweisen.  Und  aueli  im  Übergangsfalle  kommen 
wir  aus  den  Paradoxien  nicht  heraus,  indem  wir  beim  Ausschluß  unend- 
licher X  immer  noch  im  Falle  x^  <  0  auf  einen  Widerspruch  stoßen. 

„Diese  Paradoxien  sind  es,  welche  Painleve  herausgebracht  hat  und 
in  denen  er  einen  Wtdeisprvch  mtt  dem  Grundsatz  der  Mechanik  findet, 
daß  ein  mechanische-)  System  dessen  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindig- 
keit gegeben  sind    suh  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  weiterbewegt. 

„Dieser  A.iaumentatjon  stellt  nun  ibei  Pmf.  Prandtl  folgendes 
entgegen 

1.  Es  ist  gar  nicht  wimderbar,  daß  gegebenenfalls,  je  nachdem  ^^^0 
genommen  wird,  zweierlei  Bewegungen  resultieren.  Denn  die  Führung 
eines  Punktes  längs  einer  Geraden  läßt  sich  kongtiuktiv  nur  so  ausführen, 
daß  je  nach  dem  Vorzeichen  von  i  tatsächlich  verschiedene  kinematische 
Verhältnisse  vorliegen.    Schließt  man  z.  B.  den  Punkt  zwischen  zwei  dicht 


:z:^::z.:m::: 


Fig.  5.  Fig.  (5. 

nebeneinander  herlaufende  Schienen  ein  (Fig.  5),  so  wird  er  je  nach  dem 
Vorzeichen  von  X  bald  an  die  eine,  bald  an  die  andere  Schiene  angepreßt. 
Ebenso  gibt  es  zwei  Möglichkeiten,  wenn  man  den  Punkt  durch  eine  durch- 
bohrte Kugel  ersetzt,  die  auf  einem  Draht  läiift  (Fig.  6)- 

2.  Experimentell  wird  man  allerdings  immer  nur  die  euie  Bewegung 
realisieren  können,  weil  die  andere  labil  ist,  und,  eben  eingeleitet,  durch 
die  kleinste  Störung  gleich  in  die  erste  überspringt.  Es  tritt  im  Haupt- 
falle II  bei  positivem  x^  tatsächlich  jedesmal  nur  die  nach  rechts  be- 
schleunigte Bewegung  [Acosa>0}  ein. 

3.  Was  den  t7bergangsfall  angeht,  so  hat  man  bei  positivem  x^  in 
dem  oben  bezeichneten  Sinne  i.  cos  a  endlich  und  damit  positiv  zu  nehmen 
Für  negatives  x^  aber  wird  das  tatsächliche  Verhalten  des  Apparates  völlig 
richtig  durch  A=cc  geschildert.  Es  tritt  nämlich  instantane  Selbst- 
sperrung der  Bewegung  ein  (was  natürlich  cum  grano  salis  zu  verstehen 
ist;  man  würde  instantane  Selbstsperrung  haben,  wenn  man  es,  beim 
Experiment,  wirklich  mit  starren  Führungen  zu  tun  hätte;  nun  aber  die 
Führungen  tatsächhch  ein  wenig  nachgiebig  sein  werden,  wird  man  statt 
dessen  seÄr  rasche  Bremsung  der  Bewegung  beobachten). 
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4.  Bleiben  die  ünterfälle  des  Hauptfalles  11  mit  negativem  x^,  welche 
dem  vor  auf  gestellten  Schema  zufolge  notwendig  zu  Widersprüchen  führen. 
Die  nähere  Überlegung  und  das  Experiment  zeigen,  daß  man  es  hier 
jedesmal  auch  mit  inistantaner  Selbstsperrung  zu  tun  hat. 

„Soweit  die  Mitteilungen  von  Prof.  Prandtl,  Ich  füge  meinerseits 
hinzu,  daß  das  Auftreten  von  Selbstsperrungen  in  den  letatangeführten 
Fällen  in  der  Tat  nicht  mit  den  Coulombsohen  Gesetzen  in  Widerspruch 
steht.     Wir  haben  in  unseren  Schematen  die  Beschleunigung 


^cos«  = 


_i^ 


«  +  (/Osi 


nach  dem  Vorgange  von  Painlev^  so  berechnet,  als  wenn  Bewegung 
stattfände.  Indem  wir  dementsprechend  (/i)  ^  4:  "  setzten,  entstanden 
die  Widersprüche.  Aber  es  bleibt  die  Möglichkeit  dali  uistantan  Ruhe 
eintritt.  Dann  verlangt  Coulomb  nur,  daß  (,«)  zwischen  -^  Hg  und  —  «^ 
liegt,  und  wir  können  dem  /i  gern  einen  in  diesem  Intervalle  hegenden 
Wert  geben,  der  ,1  zu  co  macht  und  damit  da^  Eintreten  emex  Selbst 
Sperrung  anzeigt.     Damit  sind  die  formalen  W ideispuirhe  beseitigt 

,, Fassen  wir  zusammen  tmd  verallgemeinern  glenh  wa*!  wir  am  ein 
Wachsten  Beispiel  lernten,  so  werden  wir  sagen  Dte  CoiilombstJien  Ge 
setze  sind  weder  mit  den  Prinzipien  der  Meckamh  noch  mtt  den  tat- 
sächlich eintretenden  Erscheinungen  im  Wid&spiurh,  sie  mvbsert  nur 
richtig  interpretiert  werden.  Painleve  behält  das  außerordentliche  Ver- 
dienst, nachdrücklich  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  haben,  daß  gegebenen- 
falls singulare  Verhältnisse  eintreten.  Aber  er  hat  zu  früh  an  logische 
Widersprüche  geglaubt,  statt  alle  Möglichkeiten,  welche  die  Gesetze  bieten, 
durchzudenken. 

„Unsere  Rettung  der  Coulombschen  Gfesetze  soll  natürlich  nur  eine 
Rettung  ihres  Prinzips,  nicht  der  in  ihnen  enthaltenen  quantitativen 
Einzelangaben  sein.  Daß  die  Coulombschen  Gesetze  nach  unseren 
heutigen  Kenntnissen  physikalisch  nur  als  eine  Annäherung  an  die  in 
Wirklichkeit  hervortretenden  Verhältnisse  anzusehen  sind,  ist  unter  anderem 
von  Sommerfeld  und  mir  in  unserer  „Theorie  des  Kreisels"  auf  S.  537 ff. 
ausführlich  dargelegt. 

„Schließlich  wolle  man  noch  beachten,  daß  das  einfache  von  uns 
behandelte  Beispiel  großes  technisches  Interesse  bietet.  Denn  es  gibt  in 
idealisierter  Form  Beziehungen  wieder,  die  in  praxi,  z.  B.  bei  Hebezeugen, 
vielfach  auftreten  dürften.  Der  Gedanke  liegt  nähe,  daß  die  Painleve- 
schen  Entwicklimgen,  in  unserem  Sinne  int-erpretiert,  der  Ausgangspunkt 
für  die  Entwickhing  eines  neuen  Zweiges  der  technischen  Mechanik  werden 
könnten." 
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Das  Vorstehende  ist  eine  Wiedergabe  der  Darstellung,  welche  ich  im 
vergangenen  Winter  in  einer  Vorlesung  über  Mechanik  von  der  Sachlage 
gegeben  habe.  Diese  Darstellung  erhebt  keinen  Anspruch  darauf,  ihren 
Gegenstand  allseitig  zu  behandeln  oder  gar  zu  erledigen;  ich  hätte  sonst 
viel  ausführlicher  auf  Painlev^s  eigene  Publikationen  und  namentlich 
die  Einwände,  welche  die  Herren  Lecornu  und  de  Sparre  gleich  anfangs 
gegen  Painleves  Entwicklungen  erhoben  haben,  überhaupt  die  ganze  an- 
schließende, meist  auslandische  Literatur  eingehen  müssen.  Mein  be- 
scheidener Zweck  ist,  zu  erneuter  Diskussion  dieser  Dinge,  auch  in  Deutsch- 
land, den  Anstoß  zu  geben.  Mögen  dabei  die  Theoretiker  mit  den  Ex- 
perimentatoren und  konstruierenden  Ingenieuren  Hand  in  Hand  gehen! 
Denn  das  erscheint  am  förderlichsten. 

Göttingen,  den  17.  April  1909. 
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